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CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

; Notions  préliminaires  et  principes  de  la 
différentiation  des  fonctions  d’une  seule 
•variable. 

\ r 

i . D ANS  cette  partie  de  l’Analyse , on  prend  pour 
6ujet  le  passage  d’une  ou  de  plusieurs  quantités  par 
différens  états  de  grandeur,  et  les  changemens  qui 
en  résultent  dans  d’autres  quantités  dépendantes  pour 
leur  valeur  de  celle  des  premières. 

a.  Pour  exprimer  qu’une  quantité  dépend  d’une  ou 
de  plusieurs  autres , soit  par  des  opérations  quelconques^ 
soit  meme  par  des  relations  impossibles  à assigner  algé- 
briquement , mais  dont  l’existeuce  est  déterminée  par 
Cale,  dijjf.  A 


a TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

des  conditions  certaines  } on  dit  que  la  première  est 
fonction  des  autres.  L’usage  de  ce  mot  en  éclaircira 
la  signification.  * 

3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de 
grandeur,  ou  pouvant  en  changer,  est  appelée  variable; 
et  l’on  donne  le  nom  de  constante  à celle  que  l’on  consi- 
dère comme  conservant  toujours  la  meme  valeur  dans  le 
cours  du  calcul.  On  voit  d'après  cela  que  c’est  la  nature 
de  la  question  qu’on  se  propose  qui  détermine  quelles 
sont  les  quantités  qu’on  doit  regarder  comme  variables 
eu  comme  constantes. 

4.  Pour  éclaircir  ceci  , je  vais  donner  quelques 
exemples;  soit  u = ax,  a étant  regardé  comme  cons- 
tante : u est  une  fonction  de  x,  de  l’ordre  le  plus 
simple , puisque  c’est  une  quantité  proportionnelle  à 
cette  variable.  Si  on  suppose  que  x devienne  x-f- h,  et 
qu’on  représente  par  u'  la  nouvelle  valeur  de  u,  on  aura 
■vl  — ax  + ah,  d’où  u'—u  = ah-,  et  en  divisant  les 

deux  membres  par  h , il  viendra  — ^ — —ax  c est-à- 

dire  , que  le  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction  à 
celui  de  la  variable  est  indépendant  de  leur  valeur  par- 
ticulière. 

Je  passe  à la  fonction  un  peu  plus  compliquée 
u en  mettant  x-f- au  lieu  de  x,  il  vient 
x/  = a (x“-f-  2 xh  -f /r4),  et  en  retranchant  la  première 
équation  de  la  seconde , u' — u=  aaxh  + ah‘  : divisant 

xi — u . T 

les  deux  membres  par  h , on  aura  — ^ — = aax  + art. 

Ici  le  rapport  des  accjoissemens  de  la  fonction  et  de 
la  variable  est  composé  de  deux  parties  ; 1 une  ne 
dépend  point  de  la  valeur  pariiculière  des  accroisse- 
tueas , et  Vautre  est  affectée  de  h.  Si  on  conçoit  que 
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cette  quarté  aille  en  diminuant,  le  résultat  s’appro 
chera  sans  cesse  de  aox,  et  n’y  atteindra  qu’enmp. 
P ^~°’  en80rte  *îue  «t  la  limitTàu  rap- 

P°rt  ~h  ’ c est-i-dire , la  valeur  vers  laquelle  ce 

rapport  tend  à mesure  que  la  quantité  h diminue , et 
dont  il  peut  approcher  autant  qu’on  le  voudra. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  différence  u'—u  s’anéantit 

seule  de  cette  dermere  quantité  qui  donne  lieu  à la  pre- 
mière ; cependant  leur  rapport  ne  s’anéantit  pas  : if  est 

èéLz7J;èbrtitéa  indiquée  dans  ie  ne7o  deS 

rr/dif - ”a“r*p“  '*  5uistitu,io« 

« ^ 

u'~a(x+hy==ax3+3ajcîh~\-3ax^-i-ah3;  } 

en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde  on 
trouvera  »'-u^3a*h+5axh>+ ak\  et  prenan’t  le 

rapport  des  accroissemens, 

On  voit  encore  ici  un  terme  indépendant  de  toute  valeur 
particulière  des  accroissemens  et  vers  lequel  leur  rapport 
tend  sans  cesse,  lorsque  h diminue , ensorte  que  ce  ran- 
port  a aussi  une  limite.  * 

Ce  premier  terme,  ou  cette  limite,  n’est  pas  parti- 
culier aux  fonctions  que  nous  venons  d’examiner  il 
se  rencontre  dans  toute  fonction  en  gépéral.  En  s’éva- 
nouissant, les  accroissemens  respectifs  d’une  fonction- 
et  de  sa  variable  conservent  encore  le  rapport  dont  ils 
se  sont  approchés  par  degrés ; et  il  existe  entre  ce 
dernier  et  la  fonction  dont  il  dérivé  f une  dépen- 
dance mutuelle  qui  détermine  l’un  par  l’autre,  et  ré- 

A a 
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ciproquement.  Ces  assertions  s’éclaircisseqj^et  se  con- 
firment d’une  manière  trés-satisfaisante  par  la  consi- 
dération des  courbes , ainsi  qu’on  le  verra  dans  la  suite 

ce*,  62). 

5.  Je  ferai  d’abord  connaître  les  signes  par  les- 
quels on  exprime  les  nouvelles  relations  que  les  notions 
précédentes  établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en 
montrer  la  convenance , je  reprends  la  fonction  » — ax3, 
déjà  considérée  dans,  le  n°  4- 

En  y mettant  x-j -h,  au  lieu  de  x,  et  retranchant  la 
quantité  ax3  du  résultat,  on  a obtenu,  dans  l’expression 

u' — u = 3ax*h  -}-  3 axh1 + ah3, 

le  développement  de  la  différence  des  deux  états  de 
la  fonction  u,  ordonné  suivant  les  puissances  de  l’accrois- 
sement h,  qu’on  suppose  à la  variable  x\  et  la  limite  3ax* 
du  rapport  des  accroissemens  u — u'  et  h,  ne  dépend  que 
de  la  considération  du  premier  terme  3 ax'h  de  cette 
différence  (4)-  Ce  premier  terme  qui  n’est  qu’une  por- 
tion de  la  différence,  s’appelle  différentielle , et  on  le 
désigne  par  du , en  se  servant  de  la  lettre  d comme 
d’une  caractéristique;  on  aura  donc  dans  l’exemple 
proposé,  d u=z$ax?h. 

Pour  passer  de  là  à 3 ax2,  qui  est  la  limite  cherchée,’ 

il  faudra  diviser  par  h , et  l’on  obtiendra  -j-  = 3 ax*  ; 

riais  quand  il  s’agit  d’une  variable  simple , comme  la 
quantité  x se  change  en  x'~x  -(-  h,  on  a x' — x=h  ; la 
différence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu’une  même 
chose  : on  remplace  en  conséquence  la  quantité  h par 
le  signe  dx,  afin  de  mettre  de  l’uniformité  dans  le», 
calculs  , et  il  vient  • 

du=3ax4dx,  ^=;3ax*; 

dx 
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la  première  expression  sera  la  différentielle  de  uou  de  ax3, 
et  la  seconde  qui  exprime  la  limite  du  rapport  des  clian- 
gemens  simultanésde  la  fonction  et  de  la  variable , pren- 
dra le  nom  de  coefficient  différentiel , parce  que  la 
quantité  qu’elle  représente  n’est  autre  chose  que  le 
multiplicateur  de  la  différentielle  dx , dans  l’expression 
de  la  différentielle  du.  Il  suit  de  là  que  la  limite  du 
rapport  des  aéfÊSssemens , ou  le  coefficient  différentiel, 
s’obtiendra  en  divisant  la  différentielle  de  la  fonction 
par  celle  de  la  variable;  et  réciproquement,  on  ob- 
tiendra la  différentielle  en  multipliant  la  limite  du  rap- 
port des  accroissemens,  ou  le  coefficient  différentiel,  par 
la  différentielle  de  la  variable. 

Cette  remarque  est  importante  parcequ’ïl  y a de» 
fonctions  dont  le  coefficient  différentiel  se  trouve  plu» 
facilement  que  la  différentielle.  En  effet,  pour  par- 
venir immédiatement  à cette  dernière , il  faut  écrire 
x-f-dx  au  lieu  de  x,  dans  ta  fonction  proposée,  dé- 
velopper le  résultat  suivant  les  puissances  de  dx,  en 
s’arrêtant  au  terme  affecté  de  la  première  puissance , 
et  retrancher  du  résultat  l’expression  primitive.  On  voit 
que  cette  méthode  suppose  qu’on  sache  développer 
la  fonction  proposée,  ce  qui  peut  demander  des  secours 
étrangers  dont  la  considération  des  limites  dispense  le 
plus  souvent.  ( < 

D’après  ces  diverses  considérations , le  Calcul  diffé- 
rentiel est  la  recherche  delà  limite  du  rapport  des  ac- 
croissemens simultanés  d'une  fonction  et  de  la  variable 
dont  elle  dépend.  1 ‘ 

, * ü ...  , , . • r t Vf  . 

6.  Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  la  différentiel!» 
avec  la  différence  u'—  u.  En  effet,  dans  l’exemple  du 
n°  4,  l’une  est  3 axth  , et  l’autre 

Zaxth  -f-  3 axh3-f-  ah3; 
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mais  on  voit  que  lorsque  la  quantité  h est  très-petite , la 
différentielle  'Scufh  forme  la  partie  la  plus  considérable 
de  la  différence  u'— u,  et  que  la  différentielle  s’approche 
de  plus  en  plus  de  la  différence,  à mesure  que  h dimi- 
nue .En  général , il  y a d’autant  moins  d’erreur  à prendre 
la  différentielle  pour  la  différence,  que  l’on  suppose  plus 
petite  la  valeur  de  l’accroissement  d^a  variable.  La 
meme  conséquence  se  tire  aussi  de  laJRnsidération  des 
limites;  car  si  le  rapport  des  accroissemens  simulta- 
nés u —u  et  A a pour  limite  une  fonction  p,  il  en  ap- 
prochera sans  cesse;  l’équation - — p sera  d’au- 
tant plus  exacte,  que  l’accroissement //  sera  plus  pe- 
tit, et  dans  cette  hypothèse  u'—u  = ph  (*). 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  lorsque  le  résul-  % 
tat  de  la  substitution  de  x + h sera  développé  suivant 
les  puissances  de  h dans  la  forme 

U -\-ph-\-  qh?  -f-  etc. 

le  premier  terme  U sera  la  valeur  primitive  de  la  fonc- 
tion proposée,  puisque  c'est 4 ce  terme  seul  que  seré- 
duit  1 expression  ci-dessus,  quand  on  y fait  h =o,  ce 
qui  suppose  que  x n’a  pas  changé. 

7.  Il  est  aisé  de  voir  que  deux  fonctions  égales  ont 
des  différentielles  égales;  car,  lorsque  deux  fonctions 
sont  égales  entr’ elles,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la 
variable  dont  elles  dépendent,  il  faut  que  les  chan- 
gemens  respectifs  quelles  reçoivent  en  conséquence  de 
celui  qu’on  attribue  à cette  variable,  soient  toujours 
égaux.  Si,  par  exemple,  u et  v désignent  des  fonc- 

1 - » a • . • » ' » r • 


H C’est  sur  ce  principe  que  Leibnitz  a fondé  le  Calcul  différén- 
ticl , en  regardant  les  différentielles  connue  des  différences  infini- 
ment petites.  . ' ~.  ' ; . . '.  • 
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tions  de  x telles  que  u=  v,  quel  que  soit  x , et  que 
quand  x devient  x-f-dx,  u se  change  en  u et  v en  v'  ; 
on  aura  encore  u'  = / : retranchant  de  cette  équation 
la  précédente,  il  en  résultera 

u'  — u — v'  — v • 
puis  divisant  par  dx , on  obtiendra 

u' — u v'  — v 

dx  dx 

Si  donc  p et  q désignent  les  limites  des  rapports  ci- 
dessus  , on  aura  p~q,  d’où  l’on  conclura  pdx  = qdx , 
et  enfin  du=dv,  en  observant  que,  d’après  le  n*  5 , 
pdx  et  qdx  sont  les  différentielles  des  fonctions  u et  v. 

L’inverse  de  cette  proposition  n’est  pas  généralement 
traie  , et  on  aurait  tort  d’affirmer  que  deux  différen- 
tielles égales  appartiennent  à des  fonctions  égales.  En 
effet , si  on  avait  a-f-bx , en  substituant  x-f-dx  à x,  on 
obtiendrait  a -J-  bx  -f-  bàx , et  en  retranchant  a -f-  bx, 
on  trouverait  bàx  ; résultat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune trace  de  la  constante  a.  La  différentielle  édx 
appartient  donc  également  à a -f-  bx  ou  à bx  ; et  elle 
convient  en  général  aux  diiférens  cas  que  présente  la 
fonction  a -f-  bx  , lorsqu’on  donne  à a toutes  les  va- 
leurs possibles.  On  voitaisément  par-là , que  dans  la  diffé- 
rentiation d’une  fonction  quelconque , toutes  les  cons- 
tantes combinées  seulement  par  voie  d’addition  ou  de 
soustraction  disparaissent  : à l’égard  de  celles  qui  lo 
sont  par  la  multiplication  ou  par  la  division,  elles 
restent  toujours  comme  coefficiens  ou  comme  diviseurs. 

8.  Avant  de  passer  à la  recherche  des  différentielle# 
par  les  limites,  il  faut  remarquer , 

î®.  Que  la  limite  du  produit  de  deux  quantités 
variables  en  même  temps , est  le  produit  de  leurs  limites 
correspondantes  ; a”,  que  la  limite  des  quotiens  des 

A4 


* 
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mêmes  quantités , est  aussi  le  quotient  de  leurs  limites'. 

En  effet , soient  P et  Q les  deux  quantités  propo- 
sées, p et  q leurs  limites  correspondantes  ; les  premières 
considérées  dans  leur  état  général , peuvent  être  repré- 
sentées par  p-]~et,  q -f-  fi , en  désignant  par  * et  fi  des 
quantités  susceptibles  de  s’évanouir  en  même  teins, 
après  avoir  passé  par  tous  les  degrés  de  petitesse  (4)  : 
on  aura  donc  en  général , 

PQ  — (.P- f *)  (q+fi)=pq+pfi  + q*+<tfi. 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à pqj 

lorsque  pour  prendre  les  limites  on  fait  et  = o,  fi  = o. 

On  voit  d’ailleurs  qu’en  donnant  aux  quantités  et  et  fi 

des  valeurs  convenables , on  peut  rendre  aussi  petit» 

qu’on  voudra  la  différence 

PQ  — pq  = pfi  + q*.  -f  ufi. 

P p -t-  tt 
Le  quotient  — = - — ■ — - 

4 2 q + £ 

étant  mis  sous  la  forme 

p P , P + « P 

Q q^q+Q  q 

devient,  par  la  réduction  des  deux  dernières  fraction» 
au  même  dénominateur, 

P p g*— pfi 

Q q^qiq+GÏ  . 

Le  numérateur  de  la  dernière  fraction  de  ce  résultat 
s’évanouit , lorsque  et  et  fi  sont  zéro , et  passe  au- 
paravant par  tous  les  degrés  de  petitesse , tandis  que 
le  dénominateur  approche  sans  cesse  de  q *.  Ainsi  la 

limite  de  rrrfce  réduit  à’- , et  la  différence 

Q q 

P_ p __qtt— pfi 

Q q 9O7+Æ)  - 
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peut  être  rendue  aussi  petite  qu’on  voudra. 

g . Au  moyen  des  remarques  précédentes  on  obtient 
le  coefficient  différentiel  d’une  fonction  rapportée  à 
une  variable,  dont  eUe  ne  dépend  pas  immédiatement. 
Si,  par  exemple,  <®s quantités  v , u,  x,  telles  que 
la  première  soit  une  fonction  de  la  seconde  , et  celle-ci 
une  fonction  de  la  troisième  , passent  simultanément  à 
un  nouvel  état  de  grandeur  représenté  par  v f u',  x',  ou 
prennent  les  accroissemens  respectifs 

v' — v,  u'  — u,  x' — x, 
les  rapports  de  ces  accroissemens  étant  , 

. v'  — v u' — u 


et  leurs  limites 


u • 


-u 


dv  du 

H àà—p> 

on  conclura  de  la  première  des  remarques  précédentes 
que  la  limite  de 

V — v u' — u , v' V 

-X 


u - 


xf X 


U . V • 

ou  de 


X X 


est  pq , et  que  parconséquent 

dv dv  du , • 

dx  Pq  du  dx" 

Quand  l’accroisseme'nt  u' — u , sera  successivement 
comparé  à x' — x et  à v' — v,  et  que  pour  les  rapports 


et 


u — u 
J — v 


x — x 

on  aura  les  limites 
du 
dx 

ou  conclura  de  la  seconde  remarque  que  la  limite  de 


du 

— P>  dû-9. 
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ar — x , v — v 

—, ou  de  —, , 

V — Il  X X 

— V 

P , % 

est  - ; et  que  parconsequent 

du  < 

d v p dx 

d.r  q du 

dv 

l 

Lorsque  deux  quantités  u et  x sont  liées  par  une 
dépendance  mutuelle , on  peut  dire  également’  que  u 
est  fonction  de  x,  ou  bien  que  x est  fonction  de  h, 
selon  que  l’on  veut  regarder  u comme  déterminé  par  x, 
ou  x comme  déterminé  par  u ; le  coefficient  différen- 
tiel peut  aussi  se  présenter  sous  chacun  de  ces  poii^^ 

de  vue.  Si  dans  Ife  premier  cas  on  a^=rp,  il  %st 

évident  qu’on  doit  avoir  dans  le  second  ^ 

...  ' du  p 

10.  Je  vais  appliquer  maintenant  ce  qui  précède  à la 
recherche  des  différentielles  des  fonctions  qui  se  pré- 
sentent dans  les  Élémens  d’ Algèbre  , c’est-à-dire  des 
sommes  , des  différences,  des  produits,  des  quotiens, 
des  puissances  et  des  racines.  Premièrement,  lorsque 
plusieurs  quantités  dépendantes  de  ar , et  dont  on  sait 
trouver  la  différentielle,  sont  jointes  ensemble  par  addi- 
tion ej  soustraction  comme  dans  çet  exemple  u- {-  v — w,  . 

si  la  substitution  de  x -f  dx , au  lieu  de  x , doit  changer 

u en  u -f-  et , v en  v + 0 , w en  w -f-  ÿ , 
l’expression  u -f-  v — w deviendra 

u-j-v  — — y. 

Son  changement , formé  des  termes  a -j-0  — y j et 
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comparé  à l'accroissement  dx  de  la  variable  x,  donnera 

JL+1 2 L» 

dr  dx  dx 
quantité  dont  la  limite  sera 

P + <1  — r, 

en  désignant  par  p , q , r , les  limites  respectives  des 
rapports  particuliers  , A— , -2—  -,  et  en  multipliant 

par  dx  la  quantité  p -+■  q — r , le  résultat  pdx  -f-  qdx 
— rdx  sera  la  différentielle  de  la  fonction  proposée  ; 
mais  pâx , qix , rdx,  sont  les  différentielles  propres  de 
chacune  des  fonctions  u , v , et  w,  ou  représentent  du, 
dy , dw  : on  aura  donc 

d(u  -f-  v— -w)  = du  -f-  di>  — dw, 
c’est-à-dire  , que  la  différentielle  d’ une  fonction  de  x, 
composée  de  plusieurs  termes  , s’obtiendra  en  prenant 
la  différentielle  de  chaque  terme  avec  le  signe  dont  ce 
terme  est  affecté . 

* 1 1 . Secondement , si  dans  le  produit  des  deux  fonc- 
tions , u et  v,  u se  change  en  u-f-B,  v en  v -f-  £ , ce 
produit  devient 

' uv  -f-  u/3  -f-  vu  -f-  et#  ; 
et  son  accroissement 

ufi  -f-  va  -f-  , 

comparé  à dx , donne  l’expression 

£ . « . * o 

“dT  + ^dJ+dJ^ 

En  désignant  comme  ci-dessus , par  p et  q , les  limites 
respectives  des  rapports  ; puis  faisant  atten- 

tion que  l’accroissement  /3  s’évanouit  en  même-temps 
que  dx , dont  les  quantités  u et  v sont  d’ailleurs  in- 
dépendantes, on  reconnaît  que  la  limite  du  terme  -~/S 
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est  zéro  (8)  , et  que  celle  des  deux  autres  est 
ucj  +vp. 

Oh  conclut  de  là  (5)  que  la  différentielle  de  uv  est 
uqdx  -f-  vpdx; 

mais  qdx  et  pàx  sont  équivalens  à dv  et  à du  : donc 
d.uv  = udv -j-vdu  (*). 

La  formule  d . uv  = udv  -f-  vdu  , apprend  que 
pour  avoir  la  différentielle  du  produit  de  deux  fonc- 
tions , il  faut  multiplier  chacune  par  la  différentielle  de 
l’autre , et  ajouter  ensemble  les  deux  résultats. 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  l’éqUation  , 

' d.uv=udv-f-  vdu 

épar  la  fonction  primitive  uv,  on  trouvera 
d . uv  du  d v 
uv  u ‘ v * 


ce  qui  conduira  facilement  à l’expression  de  la  diffé- 
rentielle d’un  produit  composé  d’autant  de  facteurs 
qu’on  voudra.  Pour  cela  on  supposera  que  v — ts,  il 
viendra 

. d v j_  d , ts di  di 

v ts  t s * , 

et  parconséquent 

d . uts du  dt  dî 

uts  u ' t s ’ 

on  trouvera  de  la  même  manière  que 

d. utsr. . . .etc.  du  . dt  . ds  , dr 


utsr. . . .etc. 


— — -f-  etc. 

u rt  ~ s ' r 


Si  on  fait  évanouir  les  dénominateurs,  dans  l'équation 


(*)  Lorsque  l’on  trouve  un  point  aprte  la  caractéristique  d,  celà 
veut  dire  qu’elle  porte  sur  tout  ce  qui  la  suit  immédiatement , 
ainsi  d . ui'  est  la  même  chose  que  d(uv) , et  d ,xn  la  méuttt 
eliosc  que  d (x“).  1 
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i.uts du  dt  d.y 

uts  u t ' s ’ 

on  trouvera  d .uts=  tsàu  -f-  usât  -f-  utds  ; et  on  verra 
aisément  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs , la 
différentielle  de  leur  produit  sera  égale  à la  somme  des 
produits  de  la  différentielle  de  chacun  , multipliée 
par  tous  les  autres. 

12.  On  obtient  la  différentielle  de-  en  Faisant  - = t *, 

v v 

car  il  vient  alors  uz=vt , et  d’après  ce  qui  précède, 
du=vdi-f-tdv,  prenant  la  valeur  de  df,  et  substituant 

au  lieu  de  t,  la  fraction  -,  on  aura  df  = — — . 

v v v* 

ou  en  réduisant  au  même  dénominateur 
, vdu  — udv 


d’où  il  résulte  que  pour  trouver  la  différentielle  d’une 
fraction , il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  dif- 
férentielle du  numérateur , retrancher  de  ce  produit 
celui  du  numérateur  par  la  différentielle  du  dénomina- 
teur, et  diviser  le  tout  par  le  quarré  du  dénominateur. 

Quand  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  est 
constant,  u ne  dépendant  point  de  x,  n’a  point  de  diffé- 
rentielle , c’est-à-dire , que  du  = o ; et  il  vient  seulement 
, udv 

dt  — r. 

v* 

i3.  La  fonction  x™  désignant , lorsque  n est  un  nombre 
entier  positif , le  produit  d’un  nombre  «de  facteurs  égaux 
4 x,  on  déduira  du  n°  1 1 . 

d . .r" d . xxxx .... 

x"  > xxxx. . . . 
dx  dx  dx  dx 

= T + T+ x +T+’" 

Le  nombre  des  facteurs  du  premier  membre  étant  n,  le 
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second  sera  composé  d’un  pareil  nombre  de  termes 
cl  3? 

égaux  à — ; on  aura  donc 

d . x* nd  x 

xn  x ' 

d’où  l’on  conclura  d.x”:=nxn~1dr. 

Si  le  nombre  n est  fractionnaire , en  le  représentant 

f 

par  -,  on  fera  x’=v,  d’où  a?  = v*  ; puis  posant 
4 • 

u—x'e t u — v!, 

les  nombres  r et  s étant  supposés  entiers , on  aura, 
d’après  ce  qui  précède , 

du  du 


dx  TX’  ’’ 


j = wr*  ; 
dv 


d’où  on  tirera  , par  le  n°  9 , 

d v rxT~l  raf~l 
sv'-î  ~ 


dx 


En  réduisant,  on  trouve 


SX 


du r ^ 

dx  s 


r 

1 


et  parconsequent 


r 


dv  = -xi  dx, 
s 

ce  qui  revient  encore  àd  .xn=nxn~'dx,  n étant  égal 


, r 
a 

s 


EnEn  le  nombre  n étant  négatif,  on  ax~*=  — j 


d’où  l’on  tire  par  la  formule  du  nD  1a  , 

j » j 1 — d.x" 

d.x-"=d.— -= — — 


1 ! 
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et  comme  d’après  ce  qui  précède  d.x"=nx*— ’dx, 
dans  tous  les  cas  où  n est  positif,  on  a donc 


d. 


nx- n-,dx. 


De  cette  énumération  on  conclut  que  pour  diffé - 
rentier  une  puissance  quelconque ' d'une  quantité  va- 
riable, il  faut  la  multiplier  par  son  exposant , diminuer 
ensuite  cet  exposant  d’une  unité , et  multiplier  le  ré- 
sultat par  la  différentielle  de  la  variable  (*). 

1 4.  Les  règles  énoncées  dans  les  n0'  10,  n,  12,  i3, 
suffisent  pour  dilférentier  toutes  les  fonctions  où  la  va- 
riable n’est  engagée  que  par  addition , 'soustraction , 
multiplication,  division,  élévation  aux  puissances,  en- 
tières ou  fractionnaires,  positives  ou  négatives.  Les 
fonctions  qui  résultent  des  opérations  algébriques  se 
nomment  par  cette  raison  fanctiQns  algébriques.  Je 
vais  en  dilférentier  quelques-unes  pour  montrer  l’ap- 
plication des  règle». 

Q 

Soit  i,,.u=a-\-bÿ x-—  en  prenant  séparément 


la  différentielle  de  chaque  terme  de  cette- fonction,  le 
premier  disparaît  parce  qu’il  est  constant  (7) , le  second 

I 

mis  sous  la  forme  bxl  donne  par  l’application  de  la 

i ____  J y 

règle  du  n*  i3 , | bx1,  dx,  ou — y-=  ; le  troisième 

a y x 

c cdx 

— - conduit  à -j — (i3)  : réunissant  les  résultats  par- 

x xr  r 


(*)  J’aurais  pu  déduire  immédiatement  cette  règle  du  développe- 
ment du  binôme  ( x ■+■  dur  )»  , puisque  ce  développement  étant 
xn  -f-  nx”~'  djr  -4-  etc.  si  on  en  retranche  x",  le  premier  terme  de 
la  différence  sera  rur'l-”‘‘cLr  ; mais  je  n’ai  pas  voulu  supposer  la  dé- 
monstration de  la  formule  du  binôme , purccque  |e  Calcul  diffé- 
rentiel en  fournit  une  très-générale  et  très-simple. 
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tiels,  on  trouvera 

! = «£  = b 

\2  l/x  x / dx 


du: 


'V 


= 4- 


C C 

-f-  — : en  écrivant  cette 


2°.  u=a-j — ; — 

^ * 

fonction  comme  il  suit , 

ft  y ^ 

u=:a  + ix  }— -ex  • 1 -J-ex 

l’application  de  la  règle  du  n°  i3  donnera 

aedx 

'HT* 

4cdx 


j a 5dx  . A cdx 

4,f-ï-+S-T' 

X X1 


ce  qui  revient  à du: 


sbdx 


+ 


aedx 


x3 


3x  [/  x*  3x*  [/  x 
i5.  Les  exemples  ci-dessus  ne  comprennent  que  des 
monomes , mais  il  y a des  fonctions  qui  ne  peuvent , sans 
un  développement  préalable, être  décomposées  en  termes 
de  cette  forme  ; telle  est  la  fonction  u~  (a  -f-  bxm)". 

On  fera  dans,  ce  cas  a-f-bxm=z,  d’où  u=za; 

et  en  observant  que  d.zn  = nzn~'dz  (i3)  , 

, . , . . du  du  dz  „ , dz 

on  obtiendra  (q)  -r-  = — - X — nz  -r—; 

(jj  dx  dx 


or 

donc 

et 


dx  dz  dx 
dz= d (a  + ixm)  = d . bxm  — mbxm~,dx  : 

^ = n (<z  -f-  bxm  )B_1  X mbxm~l 


du  = nmbxn~'  dx(a  -f-  bxm)”~’. 

Il  est  à-propos  d’observer  que  ce  qui  précède  revient 
à different ier  d'abord  l expression  de  u en  z , et  subtituer 
ensuite  les  valeurs  dez  et  de  dz  , en.  x et  dx. 

Si  l’on  avait  u—  \/ a-\-  bx-j-  ex*,  on  regarderait  le 
trinôme  a-}- ùx+ ex*.  comme  une  fonction  particu- 
lière 
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culière  z,  et  la  différentielle  de  \/ z ou  de  z*  étant 
_«  dz 

z 1dz,  ou  — — z,  il  en  résulterait 
2 y z 

• r 

y d(a-f-^  + ex 2 ) èdx  -1-  aexdx 

2 1/ a + fcc -f-  ex*  aV/u-f-  éx  + cx1 

Comme  on  a souvent  besoin  de  différentier  des  ra- 
dicaux du  second  degré  , je  ferai  observer,  d’agrès  la 
dz 

formule  — —,  que  la  différentielle  d'un  radical  du 
a y z 

second  degré  s’obtient  en  divisant  celle  de  la  quantité 
qui  se  trouve  sous  le  signe,  par  le  double  du  radical. 

16..  La  règle  donnée  (11)  pour  différentier  les 
produits , étant  appliquée  à la  fonction 

u=a:(a,  + ^}V/®‘ — x‘  > conduit  à ■ 

du  =dx(a*  x*)  )/  a?  — x*  -f-  x y/a1  — x“ . d(aa  -f-  x») 

* • 

-f  x (ua  -f-  xa)  d y a2  — x* 


Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  ren- 
ferment des  opérations  qui  ne  sont  qu’indiquées , mais 
qui  s’effectuent  successivement > en  observant  que 

d (fl‘-f-x2)r=d.x1  = 2xdx , 

d(  — xa)  — xdx 


d y a3  — xa  : 


' 2 y a1 — x*  y a1 — x*’ 

et  on  trouve  ensuite 

du={(aa-f-xs)V/^â!t — x*  -rj-2 x*y a? — xa 

y ax — x“  ? 

réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur , 
Cale.  diff.  B 
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ou  a enfla 

(a*  + cfx*  — 4x*)dx 
du  ■■  ■ ■■  ~ "**  • 

La  règle  concernant  la  différentiation  des  fractions , 
appliquée  à la  fonction  u = a^^xa_^xi,  > donn« 
immédiatement 

(a^-f  a3  x* -f x^)d(aa — ce*)  — (a*— xg)d(fl*-f-a*:r*-hr*) 
— ~ (a+  -j-  a“x3  4-  x4)2 

d’où  on  tire 

— 2x(aa*  -f-  2a“x* — x*)dx 

du  = (a4+a*x*-i-x4)*  ' 

Je  terminerai  ces  exemples  par  la  fonction 

“=l// 

qui  renferme  plusieur  s opérations  algébriques  à effec- 
tuer successivement.  Pour  en  faciliter  la  différentiation, 
on  peut  faire 

.-X=z=y,  VV-*T=^ 

V* 

X \ - 

et  on  aura 

v * 

u=V/(a— j'-pa)J  = Ca— "J  + z)+;  * 
la  règle  du  nQ  i3  donnera 

du^Cu— y + zy  ^(a— j'-f-z) 

= | O - y + *)' 5 (— 1 ày  + d») 

— 5d \y  -f-  5dz 
4\/a—y-t» 
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on  trouvera  ensuite 


dy=d. 


, d . y' x — idr 


\/  x 


sa;  ; x 


ï-i 


dz^d-Cc3— *•)»  = $(€•— x3)'  d(c3— x3) 


= =j(tr*— x3)*  x — axdx  = -- 


— 4 idc 


3 l/c3  — a-3 


et  substituant  ces  valeurs  et  celles  dej>  et  de  z dans  l’ex* 
pression  de  du  , il  viendra 


Des  différentiations  successives. 


17.  Le  coefficient  différentiel  étant  une  nouvellé 
fonction  de  x,  peut  être  soumis  à la  différentiation,  et 
donner , par  la  limite  du  rapport  de  son  accroissement 
à celui  de  la  variable  ■ x , son  propre  coefficient 
différentiel  qui  sera  aussi  une  fonction  de  x.  En  faisant 
aussi  succéder  des  différentiations  les  unes  aux  autres , 
ofi  déduit  de  la  fonction  proposée  une  suite  de  limites 
ou  de  coefficiens  différentiels,  que  l’on  distingue  en 
ordres  d’après  le  nombre  de  différentiations  qu’il  a 
fallu  effectuer  pour  les  obtenir. 

Sil’0,jfait  à£=P’  E “f*  etc- 

P représentera  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  delà  fonction  proposée , q celui  de  la  fonction  p ; * 
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ou  le  coefficient  du  second  ordre  de  la  fonction  pro- 
posée, r celui  de  la  fonction  q , ou  le  coefficient  du 
troisième  ordre  de  la  fonction  proposée  , etc.  ; et  il 
faut  observer  que  les  coefficiens  q , r , etc.  se  tirent 
des  différentielles  successives  de  du,  prises  en  y regar- 
dant l’accroissement  dx  comme  une  constante.  Ces  dif- 
férentielles se  marquent  ainsi  : 

d(du)==ddur=dau , d (dau)  = d3u , etc. 

l’exposant  qui  affecte  la  caractéristique  d indique  une 
opération  répétée,  et  non  pas  une  puissaricede  la  lettre  d, 
qui  n’est  jamais  considérée  comme  une  quantité,  mais 
seulement  comme  un  signe.  Cela  posé , les  équations 

• du"  dp  dp 

E='’’  c=«> 

’ \ - * y.  ' I 

donneront 


du— pdx , dp=qdx,  àq  — rdx  , etc. 

en  différentiant  de  nouveau  la  première,  sans  y faire 

varierdx,  e)ledeviendradau=dpdx,  et  mettant  pour 

àp  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  on  aura  d*u=qdx“  (*) , 

( * dfla  , f , 

d’où  q = ; différentiant  de  nouveau  l’équation 

dau  = qàx* , on  trouvera  d"u  = dqdxa , et  comme 

* <J3„ 

dq  = rdx,  il  en  résultera  d,ü=rdxs,  ou  r=- 7-3: 

f - - V . ' . <*  • ‘ 

. du  • dau  d?u. 

bn  aura  donc  pz=—,  r — -, — ; , etc. 


"dx"1 


dx-* 


ï8.  Si  la  fonction  proposée  était , par  exemple , ax", 

. -j  --  ’ V:  i.<. . 


. (*)  It  faut  bien  prendre  ganlc  que  les  expressions  dx',  dx3 
sont  équivalentes. ;'i  (Ær)1,  (dar)3»..  et  non  pas  à d.*r, 

( Voyez  la  note  , page  ta ). 

» -JS 
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an  trouverait  d.axn=nax',~ *dx(i3)  ; lçs  facteurs  na 
et  dx  étant  regardés  comme  constans  dans  la  différen- 
tielle première  nax^~ ‘dx,  il  suffit  (7)  pour  obtenir  la  dif- 
férentielle seconde,  de  différentier  xn— 1 et  de  multiplier 
le  résultat  par  nadx\  mais  d.xn— 1 ~n(n — i)xn— “dx  : 
on  aura  donc  d* . axn  — n (n — i)axn~ “dx*. 

On  trouvera  d'une  manière  semblable, 

d3 . (n — 1)  (n — 2)  ox"- 3dx3 

. d4 . ax"  =zn(n — i)  (n  — 2 )(n — 3)  ax*~idx* 
etc. 

et  les  coefficiensdifférentielsaurontles  valeurs  suivantes  : 


d. 


ar ” 


dx 


• = naxn~l 


d* . axn 
dx* 

d3  . axn 
“dx3” 
d4 . axn 
dx* 


—n(n — 1 )axn~* 


= w(n — 1)  (n — -2) axn~3 
= n(n — 1)  (n — 2)  (n — 3 )ax"~* 


etc. 

On  remarquera  sans  peine  que  dans  le  cas  où  l'ex- 
posant » est  un  nombre  entier  positif,  la  fonction  «x* 
n’a  qu’un  nombre  limité  de  différentielles  dont  la  plus 
élevée  est  dn.ar"=7i(n  — 1)  (n — 3). . . .2. 1 .cdx"  ; 
expression  qui  n’est  plus  susceptible  de  différentiation , 
puisqu’elle  ne  contient  plus  de  variables  : on  aura  donc 
alors  pour  le  dernier  coefficient  différentiel , 

d" . axn  . . , . • 

-—.  — n (n--  \)  (n—  3). . . .1  .a. 


c’est-à-dire,  une  quantité  constante. 


Digitized  by  Google 


sa  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

19.  Cette  remarque  donne  un  moyen  fort  simple 
pour  développer  en  série,  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  x,  une  fonction  quelconque  u 
de  cette  variable,  lorsque  cela  est  possible.  En  effet,  si 
on  pose  l’équation 

u=  A -}-  Bx  4-  Cx*  -f-  Dx?  -f"  Ex^  “h  etc. 
et  qu’on  la  différentie , on  trouvera 
Ôll 

— B 4-  a Cx  4~  3 Dx*  4*  /[Ex3  4-  etc.' 

* 

i.aC  4“  a.3Dx4",  3. /[Ex* etc.' 
i.a.3 D 4* à. S. /[Ex  4. etc; 

et  si  on  a d’ailleurs  en  x l’expression  dos  quantités 
du  d*u  dsu 

U>  dT’  dP’  dP’  etc’ 

en  désignant  par  U,  U\  V,  U",  etc.  ce  quelles  de- 
viennent lorsqu’on  fait  x=o  , on  tirera  des  équations 
ci-dessus,  en  y supposant  aussi  x=o. 


dau  

dx1 

d3u  _ 
dx3 

etc. 


B=\v,  C=±W,  etc. 


d’où 


«=  V+U  — + E‘‘—+  V"  -^5  4-  etc. 
1 i.a  i.a.3^ 


/ 


20  Si  on  prend  u—  (a  4-  X)",  on  aura 

du  , . d*u 

*(«+*)■  a-J=n(n~ i)(a4-x)"— , 


5^3=»  (B— 0 (»— a)  (a4-x)”-3,  etc. 


/ 
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et  faisant  x=o,  on  obtiendra 

U =z  a”,  l/'  = naB~‘,  t/"  = ra  (n 1 ) a"- *, 

Um=n(n — i)  (n — a)an~3,  etc. 

d’où  on  conclura 

(a  -f-  x)"= an  4-  - a"~'  x -f-  — an~*x* 

i i .a 


1 .a. 3 


Les  principes  de  la  difFérentiation  ayant  été  donnés 
ci-dessus,  sans  supposer  le  développement  de  (a-f*:r)nj 
on  doit  le  regarder  maintenant  comme  prouvé  pour  tou* 
les  cas  où  l’exposant  n est  entier  ou  fractionnaire  , 
positif  ou  négatif. 


En  mettant,  par  exemple,  les  expressions 


on  en  obtiendra  le  développement , suivant  le  procédé 
indiqué  dans  le  n*  i 44  des  Elémens  d’ Algèbre. 

ai.  Le  même  moyen  conduit  à exprimer  par  les 
coefficiens  différentiels  le  développement  général  de 
la  valeur  que  prend  la  fonction  u,  quand  on  y substi- 
tue x-\-h  au  lieu  de  X.  En  effet  la  fonction  u,  lorsqu’elle 
se  changera  en  u'  par  cette  substitution  , pourra  être 
regardée  comme  une  fonction  de  h ; on  aura  par  le 

15  4 
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n°  précédent 

u'=U+U'-  + U"  — + V + etc. 

1 1 1.2  1.2.3 

si  £/,  l/',  V,  V,  etc. 

désignent  ce^que  deviennent 

, du'  d'Àu'  d’u' 

“dF*  W ~W’  etc‘ 

lorsqu’on  y ' fait  h = o. 

Il  est  d’abord  visible  que  u'  redevient  u lorsqu’on  y 
fait  h— o,  et  qu’on  a parconséquent  U =u\  mais  de 
plus  les  coeiïiciens  différentiels  ci-dessus  ( formés  en  re- 
gardant h comme  variable  et  x comme  constante , sont 
lès  memes  que  ceux  qu’on  trouverait  en  traitant  x 
comme  variable  et  h comme  constante.  Pour  le  prouver, 
soit  x-f -h=x'\  la  fonction  u' sera  composée  en  x' 
comme  la  fonction  u l’est  en  x : on  en  * conclura 
du'nrp'da/,  p'  étant  une  fonction  dex',etdx'=d(x-f-/»)- 
Si  l’on  ne  fait  varier  que  h , on  aura 

dx'  = d h , du'  = p'dh  et  ~ =zp'  ; 

et  en  ne  faisant  varier  que  x,  on  obtiendra 

dx'  — dx,  du'  —p'dx  et  ==  p'  : 

donc-j^  = ~^.  La  fonction  p'  étant  elle-même  une 
fonction  de  x',  on  aura  encore 

dp'  dp'  ,,  , d*u'  d*u' 

~dh  ~ dx" ’ d°U  dF=dF* 

et  en  général 

d’nu'  dmu' 
dA™  " dx1”  ’ 

Gela  posé,  lorsque  hz=  o,  u'  se  change  en  u;  il  en 

V 

1 


m 

3L 
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résultera 


a5 


rU—A‘l  Ti"— .Ëîü 

— dx  ’ ""dx*’ 


7/»  ^ * 

V =dP’6tC- 


et 


, du  h . daw  Aa  d3w  A3  . 

“ =“  + JT  T + JZJ  — + T3  7-T-S  + etc- 


dx  1 dr“  t.a  1 dx3  1.3.3 

Cette  formule  est  connue  sous  le  nom  de  Théorème 
de  Taylor,  parceque  c’est  ce  géomètre  anglais  qui  l'a 
donnée  le  premier  (*). 

Elle  contient  implicitement  le  développement  du  bi- 
nôme, car  si  l’on  suppose  u=x",  u'  deviendra  (x+A)", 
et  l’on  aura  * 

h h * 

(x-f-/;)71  =xn  -j-  nxtt~ 1 - -f-  n (ti«—  1 ) x*— * 

1 1.3 


+ n(ra — î)  (n  — six"- 3 


A3 


1.3.3 


-f-  etc. 


(*)  Je  rapporterai  encore  ici  une  démonstration  de  cette  formule. 
Ayant  prouve  comme  ci-deatms  que 

, si  l’on  fait  u'=z  A+Bk  + CA”  + Z>AJ -f-etc.  * " 

An  dx 

et  qn’on  suppose  que  les  coefficiens  A , B , C,  D , etc.  ne  con- 
tiennent pas  A,  ils  ne  dépendront  que  de  la  variable  x , et  des 
quantités  constantes  qui  entrent  dans  la  fonction  proposée  j on 
aura  donc 

~r  = B + xCh  + ZDh * + etc. 
cl  n 

Au'  AA^AB  ..dC...  , 

lï  = ïü  + ïïh+Txh  +etc- 


égalant  ces  deux  résultats  , terme  ît  terme  , od  trouvera 


n—AA  * 
B~dx-’ 

r_  t ab 

dx’ 

D 

i AC 

= î~x’  W 

or  Azxu,  donc 

n du 

ç i d’n- 

Dz 

T dsu 

I .2  dx  ” 

= 3Tii  «te. 

i .2.3  dx 3 

Cette  démonstration  m’a  e'té  présentée  à nn  exercice  public  dans 
une  des  principales  maisons  d’cdncaûon  de  Paris. 
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ns.  La  formule  de  Taylor  montre  aussi  que  les  divers 
coeflîciens  différentiels  ont  encore  la  propriété  remar- 
quable de  former , lorsqu’on  les  divise  respectivement 
par  les  produits 

i,  1.2,  1.3.3,  etc. 

les  multiplicateurs  de  puissances  de  l’accroissement  h , 
dans  le  développement  complet  de  la  différence 


d u h , dau  Aa  . d3u  A3 


» vi  u>  n . u u it  . u u 

U — u = 3 f-  5 — : h J— i 

H v»  » r i tt"4  i n n r» 


-(-etc. 


dx  i dxa  i . a dx3  i . a . 3 
Ce  développement  , lorsqu’on  y fait  h = dx,  de- 
vient (17) 

, du  , d*u  . cPu 

U —U  — -j-  -4-  — ■■■■=  + 6 te. 

1 1.21.2.3 

forme  très-simple,  ou  l’on  voit  comment  la  différence 
de  u correspondante  à l’accroissement  quelconque  dx, 
se  compose  avec  les  différentielles  des  divers  ordres , 
relatives  au  meme  accroissement. 


De  la  différentiation  des  fonctions 
transcendantes. 

23.  Les  fonctions  qui  ne  sont  pas  comprises  dan» 
l’énumération  faite  au  n°  14,  se  nomment  transren- 
dantes. La  fonction  exponentielle  u=ax  est  la  plus 
simple  de  ce  genre.  Lorsqu’on  y susbstitue  x-f-dx  au 
lieu  de  x,  la  différence  devient 

cx-w* — ax~a*  (aix — 1)  ; 

pour  la  développer  suivant  les  puissances  de-dx,  on  fait 
û=  1 -f-  b , et  il  vient 

,e 

1.2.3 
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d’où  on  tire 


(1  1.3 


dr  (dr  — 1 ) (dx  — a) 
1 .3.3 


b3  -f-  etc|  ; 


et  en  ordonnant  par  rapport  à dx, 

/ b b 1 P \ 

■ dr(--T  + T-etc.) 

+ etc. 

remettant  pour  b sa  valeur  a — 1 , il  en  résultera  (5) 


d . ax  = axdx 
ainsi  prenant 


1 (et — 1 )“  , (a  — 3) 


■ etc.^ ; 


on  aura  d.ax=zkaxdx.  Telle  est  la  forme  de  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  proposée  , et  on  trouvera 
bientôt  une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  k. 

34.  Il  est  visible  que 

• d* . ax  — àdxd . ax  = k*axdx? 

d3 . ax  — k3axdx? 


ri". a*  = k"axdxn  ; '■'■s 

et  il  suit  de  là  que 

du A i — Aa  I — pax  etc  ' 

ùc~ka^’  X?-ka  > da?-ka,  t -' 
Lorsque  x— o,  la  fonction  u et  ses  coefficiens  difFé- 
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rentiels  deviennent 

U—  1,  V'  = h,  U"—k\  l/*=A\etc. 

on  obtiendra  donc  (19) 


AV 


l .2 


AV 

1.2.3 


■f-  etc. 


a5.  Le  développement  de  la  fonction  a *,  trouvé  ci- 
dessus  , servira  pour  reconnaître  de  quelle  quantité  la 
série  représentée  par  A tire  son  origine. 

Si  l’on  suppose  jc=i  , il  viendra 


A A*  A3 

a—  1 H = + etc. 

' 1 1.2  1 1.2.3 


Gette  série  étant  peu  propre  à faire  connaître  a au 
moyen  de  A , on  cherchera  la  valeur  que  doit  avoir  a , 
lorsque  A=i;  et  enia  désignant  par  e,  on  aura 


1 1 1 1 1 1 1 1 

e — 1 + 7 + 7—  + — ■—  - ■+■  ——5—7 
1 1.2  1.2.0  1 .2.0.4 


1-  etc. 


En  poussant  cette  série  jusqu’à  dix  termes,  et  les  éva- 
luant tous  en  décimales , on  trouvera 

« = 2,7182818. 


Cela  posé,  puisque  cette  valeurrépond  à A=  1 , il  s'en- 
suit que  " • 


ex=  1 -f- 


x» 


1 : 1.2'  1 . 2 -.3  ~ 1.2. 3. 4 


-f-  etc. 


que  de  même 


e*=i  -f-w. 

1 


A» 


k3  : 


1 .2  1 i .2.3 


etc. 


et  que  parconséquent  e*  —a.  Si  On  prend  les  loga- 
rithmes de  part  et  d’autre,  on  obtiendra 
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/rie  — 1 a,  ou  k — ; 

le 


29. 


on  aura  donc  par  là 


la 


d . a*  = ka?  dx  = t—  azàx. 

le 

26.  On  peut  à présent  parvenir  à la  différentielle 
de  la  fonction  logarithmique.  En  effet , si  l’on  nomme  a 
la  base  du  système,^  le  nombre,  x le  logarithme,  on 
aura  (xllg.a^i)  l’équation y~ax  \ regardant  x comme 
une  fonction  de  y , et  prenant  les  différentielles  du 
chaque  membre,  on  trouvera  dy  = axkdx , d’où  ou 
tirera  (9). 

dx  = — , ou  d.ly  = le^, 
axk  J y ‘ 

en  remettant  pour  ax  sa  valeur  y , et  pour  k sa  va- 
leur ~ > puisque  a est  la  base  du  système  des  loga- 
rithmes proposés. 

27.  Le  nombre  e se  présente  souvent  dans  les  re- 
cherches analytiques  ; on  le  prend  pour  base  d’un  sys- 
tème logarithmique , que  j’ai  appelé  Népérien , du  nom 
de  Neper,  inventeur  des  logarithmes,  et  que  je  repré- 
sente par  la  caractéristique  1'  (*)  : on  a alors  l'e=  1 , 
k—  l'a,  et  les  résultats  des  n"  précédens  deviennent 

x(l'a)  x^fl'a)*  x3(l'a)3 

a* =2  1 + — — H — - H — + etc.  (24) 

1.2  1.2.3*  v 


d.a*  = axdx.l'a  (25),  d.ly'=^(26). 

• y 

Pour  passer  du  système  dont  la  base  serait  e , à celui 


(*)  Ces  logarithmes  étaient  connus  sous  les  noms  fort  impropres 
«le  logarithmes  naturels  ou  hyperboliques. 

B * 
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dont  la  base  serait  a {Alg.  a5o) , on  aurait , en  désignant 
ces  systèmes  par  les  caractéristiques  1 et  1' , 
ly  = le.l>i 

et  comme  on  compare  tous  les  systèmes  de  logarithmes 
au  système  népérien  , on  appelle  module  le  nombre  le , 
par  lequel  il  faut  multiplier  un  logarithme  népérien  , 
pour  passer  au  logarithme  correspondant  dans  un  autre 
système. 

La  différentielle  logarithmique  étant  d’un  grand  usage, 
il  faut  se  rappeler  que  la  différentielle  du  logarithme  est 
égale  au  produit  du  module  par  la  différentielle  du 
nombre , divisée  par  le  nombre  même. 


"28.  Si  on  voulait  passer  de  là  au  développement 
de  a;  en  y , ou  du  logarithme  suivant  les  puissances  du 
nombre,  on  trouverait  que  les  quantités 


x , 


etc. 


d.r  da.r 

d/  dÿ*^ 

deviennent  infinies  par  la  supposition  de_y=o,  et  l’on 
en  conclurait  que  le  logarithme  ne  saurait  se  dévelop- 
per dans  la  forme 


x—  By  -f-  Cy * -f;  Dy3  -f-  etc. 

C’est  ÿiissi  ce  qu’il  est  facile  de  reconnaître  à priori , 
en  observant  que  la  fonction  x devient  infinie  lorsque 
y—oÇ'Alg.  25 1 ) , qe  qui  ne  résulte  pas  de  la  formule 
ci-dessus,  qui  se  réduit  alors  à æ=A. 


Il  n’en  serait  pas  de  même  si  l’on  faisait  y = î -f-  u ; 
caron  trouverait , en  prenant  les  logarithmes  népériens, 


xrrl'Ci-fu), 

laa 
du' 


Ax  i 
du  i -f-  u 

'x 

du3 


= ( i+u)-*1- 


da;c  , , . d3x  , , . , 

-==~(i+u)-»  -r-y^a  (i-f  u)-J,  etc. 
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Faisant  u = o,  on  obtiendrait 

„ u*  u3  u 4 u5 

](l+u)=u__  + ___  + __etc. 

et  pour  une  base  quelconque  a , on  aurait,  en  désignant 
par  M le  logarithme  de  e , pris  sur  cette  base , 

, , . „ , f U*  , U3  U*  , U*  1 ... 

1(1  + u)  = m{u-~  +i5  — etc.}  (*). 

2g.  La  série  du  second  membre  n’est  assez  conver- 
gente {Alg.  236)  pour  être  employée  au  Calcul  des 
logarithmes,  que  lorsque  u est  une  fraction;  mais  on  a 
trouvé  des  moyens  de  la  transformer  en  d’autres  qui 
s’appliquent  aux  diiFérens  cas  avec  plus  ou  moins 
d’avantage.  On  a observé  d’abord  qu’en  changeant 
-f-  u en  — u , il  venait 

T- 7 -T-e,ci 

et  retranchant  cette  équation  de  la  précédente , on  a 
trouvé 

lC+“)-X-“)='(S)=^{7+ï+T+-}. 


{U 
u _ 


( * ) On  aura  remarqué  sans  doute  que  l'équation  A = |^-,du 
n»  a5,  jointe  à l'expression  du  n°  a3, 

— O __  (a— 0»  + («—  0»  _ (a— »)4 

i 'a  3 - , 4 •. 


conduit  à 


. i ( a — l)  (a— 0*  (a—j)3 


la  — le 

ti  o > 

ot  eri  faisant  on  retrouvera  le  développement  obtenu 

(.i-dessus. 


I 


3a 
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faisant  ensuite  -~-  = i -4-- , ce  qui  donne  u= — , 

i — u n an-f-z 

et  observant  que  1 ^ — 1 =!(»+*)■ — 

il  en  est  résulté 


lCn+z)_l'3=23/{^+i(_i_)  +g(^)  +etc.}; 
d’où  on  a conclu  •> 


Cette  série,  qui  fait  connaître  le  logarithme  de  n-f-z , 
lorsqu'on  a celui  de  n,  donne,  en  y supposant  n=  i 
et  z ==  î , 

. la=2M{s-f3i-  + p^+etc}- 

puisquè  li'=c.  Elle  est  déjà  très-convergeHte  et  le 
devient  encore  plus  pour  un  nombre  plus  grand.  Si 
on  prend  M—  î , on  trouve  l'2  = o,Sq3i473. 

Le  module  M s’obtient  en  calculant  le  logarithme 
d’un  même  nombre  dans  le  système  qu’on  veut  adop- 
ter, et  dans  le  système  népérien,  et  en  prenant  le 
rapport  des  deux  résultats  (27).  On  arrive  assez  promp- 
tement au  module  des  logarithmes  ordinaires,  en  cal- 
culant d’abord  le  logarithme  népérith  de  5 par  celui 
de  4,  qu’on  déduit  de  celui  de  2,  puisque  14  = al2; 
puis  connaissant  l'5  et  Y a , on  a l'io=  l'5  -f-l'n,  et 
divisant  par  ce  dernier , l’unité  qui  est  le  logarithme 
ordinaire  de  10,  on  obtient  le  module  cherché:  on 
trouve 

M = 0,434294482. 

Tel  est  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  les  loga- 
rithmes népériens  pour  obtenir  les  logarithmes  ordinaire* 
(ou  de  Briggs). 
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Réciproquement,  pour  revenir  aux  logarithmes  Né- 
périens, il  faut  diviser  les  logarithmes  ordinaires  par 
ce  nombre,  ou  les  multiplier  par  le  nombre 

”434294482  ~ 2>3o2585o93- 

3o.  Je  vais  donner  quelques  exemples  de  l’applica- 
tion des  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  lo- 
garithmiques ; mais  pour  plus  de  simplicité  je  supposerai 
dorénavant  que  les  logarithmes  sont  Népériens,  à moins 
que  je  n’avertisse  spécialement  du  contraire. 


Soit 


it  i*. 

x \/  a?  -j-  x v 


en  faisant- 


x 


*^+3?  1 


, dz 

on  aura  d u= — ; mais 
z 


dx  [/ a2 -j-x2 


’dx 


dz  = - 


y1  u%- f-  x“  csdx 


donc  àu~- 


a^-f-x2 
a1  dx 


(V-j-x1)37 


’x(a*-f-x*)’. 

. jl/l+X+  \/ï  — x\  , 

a*,  u — 1 < - - . . ==>  ; on  fera 

\ [/i  4-x  — V/i  — x! 

V i+x+V/ * — x=y,  V — / 1— x=z, 

ce  qui  donnera 


Cale.  dijf. 
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54  traité  élémentaire 
mais  on  a 

dx  dx  —dr 


2 y/  1+X  2[/i — x 2^1 — x* 

zdx 

2 )/ 1 — x» 


{ÿi+x  — [/i—x} 


àz 


dx 


dx 


î|/i+ï  2/1-i  a|/i— «* 

ydx 

2 y/ 1 — x*  ’ 

d’où  on  tire 


vdr 


dy  ds  __  zdr  • 

y * 2 iy  y/i  — x*  a*  y/  1_— a** 

—(y*  + **)dg. 

ayz  y/ 1 — JC* 

et  en  observant  que 

^ + £»  = 4,  yz=ax, 

on  trouvera  enfin  du.  = — y.\  1 =• 

xy/  1 — x* 

Cet  exemple  est  remarquable  par  les  réduction» 
qu’éprouve  la  différentielle , et  par  sa  simplicité , eu 
égard  à la  fonction  dont  elle  dérive  ; il  sera  facile 
maintenant  d’effectuer  le  Calcul  des  exemples  suivans , 
dont  je  ne  rapporterai  que  les  résultats. 

3».  u=i{x+y/i-t-^};  * du= 


dx 


4°.  B=-^=i{*y/— i -h  y/ 1 — **};du= 

v — 1 , 

».  u=i/V5g±îlr; 

\y  i-t-x*—x) 


àu  = 


y/ 1+x» 
dx 

y/i— x* 

dx 

y/i+x* 
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6°.  Si  on  avait  ix  (la?)",  en  faisant  lx  = z , on 
trouverait 

(lx y~zn  , d.zn=nzn— 1 'dz; 

et  remettant  au#eu  dez  et  de  dz,  leurs  valeurs,  il 
viendrait 

d . (lx)’*=n(lx)TI— 1 — . 

7°.  Soit  enfin  u=l.Ix,  c’est-à-dire,  le  logarithme 
du  logarithme  de  x\  posant  comme  ci-dessus  lx  =s.*z  , 
on  aura  d’abord 

ix— lz , dn=  — , dz=d.lx=—  , 

z x 

d’où  on  déduira  ensuite  dix=— r-. 

xlx 

3i.  La  considération  des  logarithmes  facilite  beau- 
coup la  différentiation  des  formules  exponentielles , 
lorsqu’elles  sont  compliquées. 

i°.  Soit,  par  exemple,  * et  y étant  deux  fonc- 

tions quelconques  de  x ; eu  prenant  le  logarithme  de 
chaque  membre,  on  aura  l«==ylz,  et  différçntiant  en- 
suite, on  obtiendra 

— = dj'lz+_yd.lz(n  , 27),  ou 
—dyXz-^yÂi 

et  de  là 

du = ü ^dylz  -f-_y  , d . z>  (^djlz  -f-y  . 

X 

a°.  Soit  ix— a1  : on  fera  bxz=y,  et  on  aura 
u 35  ay , da  o'dyla  (27)  -, 

C 2 
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mais  dy =.d.bx=  è^dxli  : donc 

du  = al  bxàjc\càb. 

3®.  Soit  u — z',  z,  t et  s , étant  dâ  fonctions  de  x; 
on  fera  t‘=y,  il  tiendra 

u-=.tJ  , du=z.v^dy] 

» dy  — 1‘  (dslt  + 

et  parconséquent 

du = a'V^dsuu  -h  ^ + ^y 

Au  moyen  de  ces  formules  , on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d’une  fonction  exponentielle  quelconque. 

3a.  Les  sinus , les  cosinus , les  tangentes  et  les 
autres  lignes  trigonométriques,  considérées  par  rapport 
à l’arc  de  cercle  dont  elles  dépendent,  sont  aussi  des 
fonctions  transcendantes;  on  les  nomme  assez  ordinai- 
rement fonctions  circulaires.  Je  supposerai,  pour  plus 
de  simplicité,  que  le  rayon  soit  égal  à l’unité. 

En  substituant  x-f-dr,  pour  x,  dans  la  fonction  sin  x , 
il  vient  ( Trig . n) 

sin  (x-f-dr)  = sinxcosdx  + cosxsindx, 

d’où  l’on  tire  , pour  la  différence  , 

sin  (x  -f-  dr)  — sin  x — 
sin  x cos  dx  -f-  cos  x sin  dx  — sin  x =5 
sin  x (cos  dx  — i)  -j-  cos  x sin  dx. 

U faudrait  maintenant  développer , suivant  les  puis-* 
sauces  de  l’accroissement  dx , le  dernier  membre  da 
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cette  équation  ; mais  on  peut  obtenir  sans  cela  a 
la  limite  du  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction 
à celui  de  la  variable,  ainsi  qu’on  va  le  voir.  En 
prenant  le  rapport  de  ces  accroissemens , on  trouvera 

sinfr-l-dr) — sinr  . (cosdr — 1)  , sindx 

— v T -y-~ =siai  j }-cosx  • 

dr  dr 

ci  l’on  fait  attention  que 

(sin  dr)»  = i — (cosdr)*  = 

(i  + cos  dr)  (x  — cos  dr)  , 

et  que  parconsequent 

x — cos  dr  = ■ 

on  aura 

sin  dr  sin  dr 


(sin  dr)* 
x 4-cosdr, 


sin(r-l-dr) — sinr 

Sx 


-smx 


= (- 


-sin  x 


i 4-cosdr  dr 
sindr 


-cosr 


x -j-cosdr 


j-cosr 


sin  dr 
dr 

) sindr 
dr 


On  passera  aux  limites  en  cherchant  ce  que  devien- 
nent les  deux  facteurs  du.second  membre  lorsque  l’ac- 
croissement dr  s’évanouit  (8).  Dans  ce  cas,  sindr=o, 
cosdr  = x , et  le  premier  facteur  se  réduit  à cosr. 

Le  facteur  -S‘”  tend  sans  cesse  vers  l’unité  ; car 


dr 

sin^ 


sin  A 


de  tang  A — , on  déduit ; = cos  A\  et  puis- 

° cos^’  tang  A r 

que  cos  A =z  1 , lorsque  A—o,  l'imité  sera  la  limite  du 
rapport  entre  le  sinus  et  la  tangente  quand  l’arc  s’éva- 
nouit : or  il  est  risible  que  l’arc  étant  moindre  que  la 
tangente,  et  plus  grand  que  le  sinus,  à plus  forte 

■ . e 3.  - ,v 


Digitized  by  Google 


38  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

raison  son  rapport  avec  le  sinus  tend  sans  cesse  vers 

l’unité. 

On  aura  donc , en  vertu  de  ces  remarques , 

d . sin  x j • 

■ — ï = cos  x,  oud.sini=aicos  x, 

dx 


33.  Cette  différentielle  obtenue  , les  autres  s’en  dé- 
duisent  sans  peine  ; car  on  a 

r°.  cosx  = sin(i’— x),  d.cosx=  d.sin(i* — x); 

mais,  par  ce  qui  précède, 

d . sin  (i*  — x)  =r  d (î*  — x)  cos  (î*  — x) 

== — dx  cos'(‘i*  -“^-  x)-, 

et  cos  (it— - x)  = sin  x : donc  t 


d.eos  = — dxsinx. . 

2°.  Puisque  sin  vers . x sx  1 — cos  X , on  aura 

d.sin  vers.  x = — d.  cos  x = dx  sin  x. 

_ sin  x 

3*.  tans;  x = 

cosx 

a cosxd.sinx — sinxd.cosx,  . 

— ““(*•) 

(cosA^-f-dnx^dr 

cosx*  ’ 


mais  cos  x*"3f-rsin  x* 

. . v . ^d.'tjang; 


a i . donc 
dx 


Cosx* 


4°.  cdtx 

d.cotx= 


s x » *• 

tangx’ 

d.tangx dx 

tanTâF  tengx*cosx* 


ta  mettent  pour  tang  x sa  valeur. 


dx 

sinX*  ’ 
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1 

5*.  sec  x = — -, 
cosx 

d d^cosr ^É^^sdxtangxsecx, 

d.secx-=  C0SÆa  cosx* 


:tanëx  et^=sccx- 


6°.  cosec  x = 


d.sinx 

sinx* 


dxcosx 


. — — dx  cot  x cosec  x,. 


34.  Avec  oes  formules,  on  peut  trouver  la  différen- 
tielle de  toute  expression  renfermant  des  sinus , co- 
sinus, tangentes,  etc.  il  faudra  pour  cela  différentier 
en  regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  parti- 
culières, et  mettre  au-lieu  de  leurs  différentielles  les 
résultats  ci-dessus  : je  n-’en  donnerai  qu’un  seul  exemple, 
savoir , u=  cos  x,in  *.  On  fera 

cosx=z,  sinx=iy; 
on  aura  u—tf  et 

du  = d . 2?  = & (dylz,  (?0 

✓ . sin  x*\ 

=dxcosx,,nX(  cosxl.cosx  — , 

35.  Après  avoir  traité  les  sinus,  cosinus,  etc.  comme 
des  fonctions  de  l’arc , il  convient  de  regarder  1 arc 
successivement  comme  une  fonction  de  son  sinus , de  son 
cosinus , etc.  et  d’en  déterminer  la  différentielle  sous 
ces  divers  points  de  vue.  Pour  cela,  soit  x la  fonc- 
tion proposée , et  u la  variable  dont  cette  fonction 
dépend  ; r°.  l’équation  d . sin  x = dx  cosx  , à causa 

c 4 
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desinx=u  et  cosx=\/ 1 — u“,  donne  dw=rdr  \/ 1 — u*, 

et  parconséquent  (q)  dx  = — : telle  est  la  valeur 

y 1 — u* 

de  la  différentielle  de  l’arc  exprimée  par  le  sinus  et 

par  sa  différentielle. 

* 

Si  on  voulait  exprimer  la  différentielle  de  l’arc  par 
son  cosinus , il  faudrait  partir  de  l’équation 


d . cos  x — — dxsin  x, 


qui  donne , en  faisant  cos  x = u , 
du=— dx  y 1 — u*  ou  dx  = 


du 


V i— u* 

Pour  passer  de  là  au  sinus  verse,  on  ferait  u ==  î — y , 
puisque  cosx  = î — sinver.x;  on  aurait  parconsé-* 

> (]y 

quent  du  = — dy  et  dx  = 


y a y-y* 

dx 

2°.  Soit  tang x u ; 1 équation  d.tang  x - - 

ci  j? 

donne  du  = et  dx  = du  cosx*.  A cause  de 

cosx* 


sm  x 


cosx 


= tang  x , on  trouve 


sin  x r=  cos  x tang  x , sin  x*  = tang  x*  cosx*  ; 
et  substituant  i — cosx*  à sin  x*,  il  vient 
4 .==  cos  x*  -f-  tang  x*  cos  x*  = cosx*  (î  -j-tangx“)  : 
on  a donc 

COSX*  = ? = — 

i -j-  tang  x*  î -f-u* 

Mettant  cette  valeur  dans  celle  de  dx,  il  en  résultera 
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dr  = , d’où  on  peut  conclure  que  la 

i + ua>  r ^ 

tie/le  de' l’arc  est  égale  à celle  delà  tangente  divisée 

par  le  quarré  de  la  sécante  ; car  y/ 1 -j-  ua  exprima 

la  sécante  lorsque  la  tangente  est  représentée  par  u. 


différen- 


ce terminerai.cet  article  par  l’exemple  suivant  : 


Soit  x un  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  au  y/  1 -{-u*, 
on  fera 

au  [/ 1 — ua  — zt 


et  on  aura 


mais 


àx  := 


dz 


l/i  — za  ’ 


2du(l 3Ua)  ^ 

dz  = ..  — 

y/ 1 — u* 


et  y/ 1 — zas=i  — au9, 

donc  dx= -y2—-;. 

y i — ua 

36.  On  peut,,  par  le  moyen  des  expressions  diffé- 
rentielles obtenues  précédemment,  former  les  déve- 
loppemens  des  principes  fonctions  circulaires. 

i°.  Pour  sinx,  on  a 


du 

dau 

d3« 

— = COS  X , 
dx 

g-^-smx. 

_ = — cosx. 

d*u 

-r—  = sin  x 
dx4 

, etc. 

faisant  x = 

o , il  viendra,  par  le  n® 

19,  U — 0,  et 

U'=i, 

V°=o,  L-=  — î. 

O 

4-a 

Q> 

O 

II 

» 
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d’où  on  conclura 


. x ar  , ar 

smx= -f-  „ ■—= 

1 1.201.2  3.4  5 


— etc. 


a°.  On  trouvera  pour  cos  x 

d u 
àx 
d*n 


= — sin  x , 


d*u 

a-=-cosx. 


d3u 

d?: 


:sini, 


t— ;=  cos  x,  etc. 
dx4 

faisant  x — o , il  en  résultera  TJ—  1 , et 

U'  — o,  V = —i,  Um  — o,  U'm—i,  etc. 


ce  qui  donnera 


cos  x — 1 — 


x* 

1.3 


+ 


1 .2.3-4 


etc. 


Ces  deux  formules,  dont  la  loi  estixès-évidente  et 
très-simple,  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes 
et  les  plus  expéditives  pour  calculer  le  sinus  et  le  cosi- 
nus , correspondans  à un  arc  donné,  surtout  lorsque  cet 
arc  n’est  pas  très-grand.  On  en  trouvera  d’analogues 
pour  la  tangente  et  les  autres  lignes  trigonométriques  ; 
mais  la  loi  de  ces  dernières  formules  n’est  pas  aussi 
simple  que  celle  des  précéderas , et  elles  sont  beau- 
coup moins  commodes  dans  l’application  que  les  re- 
lations qui  donnent  la  tangente , la  sécante , etc.  par 
le  moyen  du  sinus  et  du  cosinus  ; c’est  pourquoi  je 
ne  m’y  arrêterai  pas. 


37.  Si  on  représente  par^  un  arc  de  cercle  dont  le 
Binus  soit  x,  on  aura  (35) 

• . r ' •: 

A _ dx 

ày  — - P|  ; 

l—X* 
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ce  qui  conduira  au  développement  de  l’arc  suivant 
les  puissances  du  sinus.  En  effet,  on  en  tirera 

% = ‘-o'* 

dx* 

g = 3.3x(i — x*)- “-+-3.5X3  (1*— x1) 
dx* 

T » — 9 

g s=  3 3(i— x»)- *+2.5. 9x*(i— x1)  *+3.5. 7x^0  **) 

etc. 

En  faisant  x=o,  et  observant  que  dans  cette  hypo- 
thèse L’arc  y est  nul,  on  trouvera 

3?  5.5X5  . 

y63**  + m + rai.41 + *c- 

Je  passe  à la  recherche  de  -l’arc  par  sa  tangente  ; 
en  nommant  y >l’arc  et  x sa  tangente,  on  a (35) 

ty  ~ ’ d’°Ù  U SUit  - , 

% = -, 

g = - 

g = -•ft(u+x‘)-»+^xHw<^r3 

g = 24-r(i+'r‘)1_fl — 48x,(i-f-x®)~< 

g = a4(i,-fx*)-3-a88x*(i-Hr»)^ -f 384x<(i  -}  x*)-* 

etc, 
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et  en  faisant  x=.o,  on  trouve 


La  loi  se  manifeste  ici  dès  les  premiers  ternes;  il  n’en 
est  pas  de  même  à l’égard  de  la  série  précédente;  mais 
comme  les  différentielles  successives  de^  se  compliquent 
de  plus  en  plus,  à cause  de  leurs  dénominateurs , le  pro- 
cédé employé  ci-dessus  n’est  pas  le  plus  propre  à con- 
duire aux  développemens  cherchés;  le  Calcul  inté- 
gral ert  fournira  de  plus  commodes. 

Le  dernier  de  ces  développemens  donne  une  expres- 
sion remarquable  de  l’arc  oi,5  , dont  la  tangente  est , 
comme  on  sait , égale  à 1 ; en  effet , si  on  suppose 
x — i , il  vient 


os,5  = i-j+ï-7  + ï-  re- 
cette série  est  trop  peu  convergente  pour  être  em- 
ployée, mais  on  peut  calculer  le  même  arc  en  plusieurs 
partie»  ; et  la  tangente  de  chacune  étant  plus  petite  que 
l’unité  , on  aura  des  séries  convergentes.  Le  Géomètre 
anglais  Machin  a trouvé  que  l’arc  de  oT,5  est  égal  à 
quatre  fois  celui  qui  a pour  tangente  \ , moins  l’arc 
dont  la  tangente  est  jÿç  , ce  dont  il  est  aisé  de  s’as- 
surer en  observant  que  si  tang  a — \ , il  en  résulte 
(Trig.  26) 


tang  ao  = 


2 tang  a 5 

1 — tang  a*  12  * 


. 2 tang  2a  120 

tang  Aa  = — 2 = 1 — . 

1 — (tangua)1  119 

Le  dernier  nombre,  un  peu  plus  fort  que  l’unité , tangente 
de  os,  5,  montre  que  4a^>  d,  5 : faisant  donc 


4a—A,  os,  5 B , 
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la  différence  4a  — oS  5 ou  A — B , a pour  tangente 

, , , , ta  nsi  A — tang  B 1 

° K ' & 1 -f  tang  A tang  B a3g 

et  comme  B^A — ( A — B)  , il  vient  01,5  = 4°  — ù. 

_ .il 

Ur  en  prenant  successivement  x=  x=~ ^ > on  trouve 


i + t 


1 

a —tt 


23g  3 . (23g) 3 *5 . (33g)5  7. (23g)6  J 

1.1  1.1 

etc. 


f-  etc. 


5 3.53^5.5à  7-5^  ' 9. 59 

d’où  on  conclut 


4 G-rp+5^-5-5:+  «c)l 
C,-5=V  . . . , \C 

V 23g  3(23g)3  + 5C23g)5+  etcv; 

De  la  différentiation  des  équations 
quelconques  à deux  variables. 


38.  Jusqu’ici  je  n’ai  difFérentié  que  des  équations 
séparées,  c’est-à-dire , dans  lesquelles  la  variable  se 
trouvait  seule  dans  un  •embre,  et  la  fonction  dans 
l’autre  ; telles  sont  les  équations  de  la  forme  X = Y, 
Y étant  une  fonction  dey,  et  A’ une  fonction  de  x;  mais 
le  plus  grand  nombre  des  équations  que  l’on  rencontre 
dans  les  recherches  analytiques  ne  se  présente  pas  ainsi  : 
la  variable  et  la  fonction  y sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entr’elles. 

Lorsqu’on  a une  équation  quelconque  V-=o  , entre 
x et_y,  son  effet  est  de  déterminer  x par  y,  ou  y par  x, 
ensorte  que  l’une  de  cesquantités  est  fonction  de  l’autre. 
Si  l’on  conçoit  pour  un  moment  que  l’on  ait  déterminé 
y par  x,  en  substituant  l’expression  de  y dans  la  quan- 


> 
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tité  V , celle-ci  deviendra  nécessairement  un  assem- 
blage de  fonctions  de  x seul , mais  composé  de  termes 
qui  se  détruiront  indépendamment  d’aucune  valeur  de  x , 
puisque  cette  variable  doit  rester  indéterminée.  Il  suit 
de  là  que  x recevant  un  accroissement  quelconque  h , 
y éprouvera  un  changement  tel,  que  la  fonction  V 
demeurera  nulle  comme  auparavant.  Si  donc  on  dé- 
signe par  V'  ce  que  devient  en  apparence  l’expres- 
sion V , il  faudra  que  V z=.o  , d’où  on  conclura 
V — V=-o , puis 


V'  — V 


quel  que  soit  l’accroissentent  ; et  parconséquent , si 

y y 

l’expression ^ est  susceptible  d’une  limite  P , 

on  doit  avoir  P—o  (*). 

Mais  puisque  V se  compose  de  x,  et  de  y consi- 
déré comme  fonction  de  x , cette  limite  peut  s’obte- 
nir en  différentiant  V avec  l’attention  d’y  faire  varier 
y et  x , suivant  les  règles  des  numéros  10  , n , ia, 
i3  , i5  ; et  si  l’on  observe  que  Pàx—àP,  on  conclura 
de  ce  qui  vient  d’étre  dit , que  l’équation  P'xs-O  en- 
traîne l’équation  • 

<kV  z=.  O , 

la  première  déterminant  y , et  la  seconde  dy. 


(*)  Pour  concevoir  nettement  ceci , il  suffit  de  voir  qn’cn  gé- 
néral, si  dans  l’expression  P on  substitue  x + A au  lieu  de  x,  et. 
r + A au  lieu  de  y , le  résultat  pourra  se  de'velopper  dans  la- 
forme 

P+  Mh  + JVX  + />A*  + Çhk  + «A*  4-  S h3  + etc.  =s  o , 

M,  2V,  P,  Q,  R,  S,  etc.  étant  des  quantités  indépendantes  de  A 
et  de  A.  / 

Ce  tic  équation  , h cause  de  la  proposée  P'—Q,  se  réduit  A 
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L’exemple  suivant  éclaircira  ceci. 

Soit  l’équation 

y 4 — 2 mxy  -f-  x*  — a1  s=  o. 

L’expression  V est  ici  y*  — 2 mxy  -f-  x1  — a*  ; si  oh 
la  difFérentie,  dans  la  supposition  que  y est  une  fonc- 
tion de  x , en  l’égalant  à zéro , on  trouvera 

aydy  — smxdy  — amydx  -f-  axàx  — o , 
ou  ^dy  — nurdy  — mydx  -f-  xdx  = 0 (1) , 

en  supprimant  le  facteur,  commun  a ; et  faisant  dy—pdx, 
on  aura  pour  déterminer  p , l’équation 

(y  — mx)  p — my  -f-  x = o , 

d’où  on  tirera 

1 my  — x 

P—~  

' yt  — mx 


flfh  -piyk  + PhJ  + Qkk  + M‘  + Shi+.  etc.  — o, 
et  donne  la  relation  des  quantités  h et  k. 

Lorsqu’on  y fait  k~<sh,  elle  acquiert  un  facteur  A dans  tous 
ses  termes  ; et  en  le  supprimant  il  viendra 

!Vw4*  P h Ç)xvh  q*  R » ’ h -p  S h*  etc.  — o. 

• Le  rapport  nr  changera  à mesure  que  h diminuera , mais  sans 
s'évanouir  en  mi’me  temps  que  cette  quantité  ; et  l’on  aura  pour 
déterminer  <sr,  dans  l’hypothèse  de  hl -o,  l'équation 

M + N*r  — o. 

La  valeur  de  >tr  qui  en  résultera  sera  la  limite  de  toutes  les  valeurs 
que  celte  quantité  peut  prendre  à raison  de  celles  de  h ; il  est 
donc  évident  que  si  on  désigne  cette  limite  par  p , l’équation 

M+JYp  = o 
sera  vraie  en  toute  rigueur. 

Il  esc  visible,  par  le  procédé  dont  on  vient  de  faire  usage, 
que  l’expression  M -f-  Np  est  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion y , pris  su  y regardant  y comme  une  fonction  de  .r. 
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Pour  obtenir p en  x seul,  il  faudrait  substituer  dans 
cette  expression  la  valeur  de  y , qui  dans  l’équation 
proposée  est 

y = mx  ±.  y aA — x3-f-m3xi;  m 
et  il  viendrait 

— x 4-  m3x  ± ml/ a3 — x*  i mV 

P — — — 

±1 /a- — x1  -j-  m'x1 

, — x -f-  m3x 

= 

V/  a3—x3  -f-  7n2xa 

résultat  semblable  à celui  qu’on  déduirait  immédiate- 
ment de  l’équation  séparée 

y — mx±  \Za3  — x*-f-  mV, 

correspondante  à la  proposée. 

3g.  L’équation 

(y  — -mx)p  — my  -f  x = o, 

étant  différentiée  , en  y considérant  y et  p comme  des 
fonctions  de  x , conduit  à l’équation 

(d,y — mdx)p  -f-  (y—mx)  dp  — mdy  -f-  dx  te  o ; 
et  si  l’on  fait 

dj  = pdx,  dp  = qdx  , 

« vient 


I 


(p  — m)  p -j-  (y  — mx)  q-mp-j-  i=o, 
équation  qui  donne  la  relation  que  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  second  ordre  q , ou  ( 17  doit  avoir 

ayec  celui  du  premier  ordre  p,  ou  et  avec  les  va- 
riables x et 


En 
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Eu  continuant  de  différentier  de  la  même  manière , 
on  formerait  l’équation  de  laquelle  dépend  le  coefficient 
différentiel  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 


. (J5y 

4o.  Si  l’on  fait  attention  que  q = j--7- , et  que 
d2_y=d(dy),  on  reconnaîtra  que  l’équation 


(p — m)p  + (y  — mx)  q —mp  + i = o, 
se  déduit  immédiatement  de  l’équation 

yày  — mxdy — mydr  -f-  jcdx  = o (i), 

lorsqu’on  la  différence  en  y faisant  varier  dy , comme 
une  fonction  de  x , et  divisant  ensuite  par  dx\  En  effet, 
on  a premièrement 

dy*  — amdxdy  — mxdy  + dx*  = o (2)  ; 

secondement 


dy 

dx“ 


équation  qui,  lorsqu’on  y change  ^ en  p,  ~~  en  q , 

s’accorde  avec  celle  que  j’ai  obtenue  plus  haut  pour 
déterminer  q. 


En  général , faire  varier  les  quantités  p,  q,  etc.  comme 
des  fonctions  de  x , c’est-prendre  les  différentielles  des 
cl  y d2y  . , 

expressions  équivalentes  , différentielles  qui 


. , . d*y  dV 

sont  respectivement  representees  par  -y- , y-  , etc. 

c’est  enfin  regarder  les  quantités  dy  dy  etc.  comme 
des  fonctions  de  x. 


L’équation  (1)  est  la  différentielle  premièix delà  pro- 
posée ; l’équation  (a)  en  est  la  différentielle  seconde , etc. 
Cale.  dff.  D 
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et  d’après  la  remarque  ci-dessus  , les  différentielles 
df  une  équation  PRIMITIVE  proposée , se  déduisent  les 
unes  des  autres  par  la  différentiation , en  regardant  y , 
dy , dJy , etc.  comme  des  fonctions  de  x. 


On  passe  aux  équations  qui  donnent  les  coefliciens 
différentiels,  en  observant  que  ces  coefliciens  sont  re- 
présentés par 


dy  d“y 
dx’  dx5’ 


etc. 


ou  en  faisant 


dy  = pdx , 


dy  = qdxs,  etc. 


Par  ces  dernières  substitutions,  les  différentielles  dis- 
paraissent , et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les  fonc- 
tions p , q , etc.  absolument  indépendantes  de  la  valeur 
de  l’accroissement  dx. 


4i.  L’équation 

y*  — 2mxy  -f-  x*  ■ — a*  — o 

étant  du  secoad  degré,  donne  pour  y deux  valeurs,  par 
le  moyen  desquelles  l’équation 

Qy — mx)dy  — (my — x)dx  = o (1), 

d’où  on  tire 

dy my — x 

dx  y — mxy 

donne  aussi  pour  le  coefficient  différentiel  deux 

valeurs  correspondantes  à celles  de  la  fonction^. 

Si  au  lieu  de  résoudre  l’équation  proposée  pour  en 
tirer  la  valeur  de  y , on  avait  éliminé  cette  variable  , 
entre  les  deux  équations 


/ 
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y*  — arnxy  -f-  x*  — a*  = o , 

(y — /tix  ) ciy  — (my  — x)dx  = o (1), 

on  aurait  eu  d’abord , en  vertu  de  la  seconde  , 

x ( mdy  — dx) 

J dy  — mdx  ‘ 

substituant  dans  la  première , il  serait  venu , après  les 
réductions , 

(x* — a*—  m*x*)  dy1 — (îmx‘ — ama’  — am’x1  ) dxdy 
-f-  (x1  — m*x*  — a*m* ) dx*  — o. 

Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  à dy> , donne- 
rait les  memes  résultats  que  ceux  qu’on  obtiendrait  eu 
difFérentiant  les  valeurs  de  y ; et  après  l’avoir  divisée 
par  dx*,  on  en  tirerait  immédiatement  les  valeurs  du 
coefficient  différentiel.  On  aurait  alors 

(x*  — aa  — m*x* ) — ( 2 mx1 — ama * — a m3xs)  ^ 

-f-  x*  — 77)  “x*  — a*m*  = o ; 
et  en  dégageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  dif- 
férentiel, exprimée  par  , il  viendrait 


dx* 


x* — m*x* — u*/n* 
x“ — a“ — 77i*x* 


4a.  Il  est  facile  d’appliquer  ce  qui  précède  , à des 
exemples  plus  compliqués  , ou  dans  lesquels  les  varia- 
bles montent  à un  degré  plus  élevé.  Soit  encore  l’é- 
quation 

y3  < — 3 axy  -j~  x3  = o ; 
la  difFérentiation  donnera 

D a 


> 


f 
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3ysdy  — 3axày  — 3 aydx  3x*dx  — O, 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  3, 

_yady  — axdy  — aydx  -f-  x’dx  = o , ( 1 ) , 

, dy  ay  — x1 

et  parconsequent  = ~ — — . 

La  fonction  y' , dans  cet  exemple,  étant  donnée  par 
une  équation  du  troisième  degré,  doit  avoir  trois  va- 
leurs ; et  en  les  substituant  successivement  dansl’expres- 

sion  de  ^ , on  obtiendra  un  pareil  nombre  de  valeurs 

pour  le  coefficient  différentiel.  On  voit  en  général  que 
ce  coefficient  aura  toujours  un  nombre  de  valeurs  égal 
à celui  dont  la  fonction  y est  susceptible  dans  l’équa- 
tion proposée  : il  en  sera  de  même  à l’égard  de  la  diffé- 
rentielle. 

Si  on  éliminait  y entre  les  deux  é*quations 
— 3 axy  -f-  x-’  =s  o 

y ’dy — axdy — aydx  -f-  x2dx  =r  o (t), 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  de- 
gré par  rapport  à dy , qui  renfermerait  les  trois  valeurs 
dont  cette  différentielle  est  susceptible. 

dy 

Ayant  trouvé  l’expression  de  dy  ou  celle  de  jg,  on 

parviendra  à celles  de  d2y  et  de  en  différentiant 

par  rapport  à dy , à y et  à x , suivant  la  règle  établie 
n°  4o , l’équation 

y-dy  — axdy  — aydx  ■+-  x’d.r  = o ( t ) , 

différentielle  première  de  la  proposée.  En  opérant  ainsi, 
on  aura 

y’d^y  — a.rd^y  -f-  2v dys—  adydx — adxdy  -f-  3xdxî—  o ; 
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et  en  réduisant  il  viendra 
(y — ax)  dÿ-f-  aydy* — 2adxdy  -f-  2xdxa  =■  o (2) . 

Yoilà  la  différentielle  seconde  de  l’équation  proposée; 
si  on  la  combine  avec  la  différentielle  première , on 
pourra  éliminer  dj' , et  le  résultat  donnera  l’expression 
de  da_y  en  x , dx  et^.  On  chassera,  si  on  veut,  la  fonc- 
tion^, au  moyen  de  l’équation  proposée. 

En  divisant  l’équation  (2)  par  dxa , elle  prend  la 
forme 


d*y  dy1  dv 
— ax  ) — ■ 4-  2v  -4—  — 2C  -f- — f-  2X  = 

dx 


(y  — ax)g^  + 2y 


dxa 


et  ne  renferme  plus  que  les  côefficiens  différentiels 

et  Mettant  au  lieu  de  sa  valeur 
d x3  dx  dx 

— , tirée  de  ( 1 ) , il  viendra 

y — ux 

Y ay — xa  \a  / a\ — x*\ 

-f-  sy  { — ) — 2a  ( ) + 2X  = o. 

J\y  — ax  / \y — ax  J 

et  eiPréduisant  au  même  dénominateur, 

(y  — ax  )3  ^ ^ -f  2xy — 6oxay  -f-  2x  [y  -f-  aa'xy  = o ; 

mais  la  quantité 

2.ry<  — Sax*y*  -f-  2 x*y  , 
n’est  autre  chose  que 

2 xy  (y3  — Zaxy  -f- x3)  : 

elle  est  donc  nulle  en  vertu  de  l’équation  proposée,  et 

P 3 
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pavconséquent  on  a 

d2y 

(/— ax)3  -f-  20%  = o , 
^1  — — za3.ty 


ou 


dx2 


(j2  — ux) 


3' 


En  différentiant  (2)  par  rapport  à d’Iy,  dy,^/  etx, 
on  formera  la  différentielle  troisième  de  l’équation  pro- 
posée , et  on  en  tirera  la  valeur  de  d3_y , lorsqu’on  aura 
éliminé  d*|yetdy  à l’aide  des.  équations  (1)  et  (*); divisant 
Je  résultat  par  dx3  , on  aura  l’expression  du  coefficient 


d3y 

dé 


. En  continuant  ainsi  on  parviendra  aux  différen- 


tielles ultérieures. 

43.  La  remarque  du  n°  7 , sur  les  constantes  qui 
disparaissent  par  la  différentiation  des  fonctions,  s’ap- 
plique également  aux  équations.  Si  on  avait , par 
exemple , y*  = ax  -f-  b , la  différentielle  aydy  — adx , 
étant  indépendante  de  b , appartiendrait  à chacune  des 
équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée , en 
donnant  à b toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  on  peut  aussi  parvenir , dans  le  cas  actuel , à 
une  équation  indépendante  de  a,  quoique  la  différen- 
tiation n’ait  point  fait  disparaître  cette  constante  : il 
suffit  pour  cela  d’éliminer  a entre  les  deux  éqtÉdons 


y*  = aç-}-b,  2ydy=adx; 

et  on  trouvera  ' 

y*dx  = zxydy  -f-  bdx. 

Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  la  diffé- 
rentielle immédiate  de  la  proposée , elle  en  dérive  ce- 
pendant de  manière  qu’étant  divisée  par  dx  , elle  ex- 
prime la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x, 

la  fonction  y et  le  coefficient  , quel  que  soit  a. 
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Si  la  constante  qu’on  élimine  n’est  pas  au  premier 
degré  dans  l’équation  proposée  , le  résultat  qu’on  ob- 
tiendra renfermera  des  puissances  de  dv  et  de  dr  su- 
périeures à la  première  j en  voici  un  exemple  • 

— acy  -f-  xl~a*. 

En  différentiant  on  trouvera 

jycly  — ady  -|-  xdx = o , 

v . , ydy+*d*. 

dou  a — 

et  substituant  dans  la  proposée  , il  viendra , après  avoir 
ordonné  par  rapport  à djr  et  divisé  par  dx’ 

(xa  — ay»)  —4*y  ^ — i*=o  : 

telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x, 

dy 

la  fonction^  et  son  coefficient  différentiel  ^ , indé- 
pendamment d’aucune  valeur  particulière  de  la  cons- 
tante a. 

En  résolvant  l’équation 


y a — 2 ay  -f-  x*=  a*, 
par  rapport  à a,  on  en  aurait  tiré 


a — —y±  [/ay+x*; 


et  a se  trouvant  dégagé  des  variables  x et  y,  la  dif- 
férentiation seule  l’aurait  fait  disparaître  : on  aurait 
trouvé 


— dyzh 


aydy  + xàx 


— o. 


D 4 
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En  faisant  évanouir  Je  radical , on  s’assurera  que  cette 
équation  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  l’élimi- 
nation. 

44-  On  peut  faire  disparaître  autant  de  constantes 
qu’on  voudra , en  différentiant  un  nombre  de  fois  égal  à 
celui  de  ces  constantes.  Soit 


yx  = m (e2 — x3); 

on  aura  d’abord 

j'dy  = — nucdx  ; 

différentiant  de  nouveau,  on  trouvera 
yàxy  -f-  dy* = — mdr1  ; 

substituant  pour  m sa  valeur  — , tirée  de  l’équation 
précédente , et  divisant  par  dx* , il  viendra 
dy  dy1  d’y 


dx 


dx: 


résultat  indépendant  des  constantes  m et  a. 

45.  La  différentiation,  combinée  avec  l’élimination , 
fournit  le  njoyen  de  faire  disparaître  les  fonctions  irra- 
tionnelles. Soit  par  exemple 

P”=Q, 

P et  Q étant  des  fonctions  quelconques  de x et  dej'  ; en 
prenant  la  différentielle  de  cette  équation,  il  viendra 
vPn~ ’dP  = dÇ),  ou  nPnAP  = PàQ, 

en  multipliant  les  deux  membres  par  P;  et  si  l’on  met 
pour  P"  sa  valeur,  on  obtiendra 

nÇdP  = PdÇ, 

équation  dans  laquelle  la  quantité  P est  délivrée  de 
l’exposant  n. 

On  parvient  au  même  résultat,  en  prenant  le  loga- 
rithme de  chaque  membre  de  l’équation  proposée  ; on 
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a successivement 

dP  dO 

nlP  = lQ,  n -p  = y C27). 

et  parconséquent  nÇdP  = PdÇ. 

Cette  remarque  sert  à développer,  suivant  les  puis- 
sances de  x , la  fonction 

( a -)-  bx-\-  cx^-^-dx?  ex*-\-etc.)n , 

quel  que  soit  l’exposant  n.  Pour  cela,  soit 

(n  bx  -j-  ex 1 + dx?  4-  ex*  + etc.  )n 
=A+Bx+Cx*  -\~Dx3  etc. 

en  passant  aux  logarithmes,  il  vient 

ni  (a  -)~  bx  -f-  ex1  + dx3  + ex*  + etc.) 

— 1 (. A-\-Bx  -j-C’x®  + Dx 3 + + etc.)  ; 

difFérentiant  ensuite  , on  obtient 

n (6+  ac.r  4 Sdx1  + 4er3  4-  etc.)  d.r 
a -\-bx-\-  ex?  4 dx  ' 4-  6X*  -f“  ® tC. 
(B-f-aCx-j-  5P.ra  -j-^Ex3  4 etc.)  dj_ 

A + Bx  -f-  Cxf  -f  Dx3  + Ex*  4 etc.  ’ 
supprimant  le  facteur  commun  d.r , faisant  disparaître 
les  dénominateurs,  et  développant  chaque  membre  par 
rapport  aux  puissances  de  x , 

nbA  -j-  incAx  -f-  ZndAx?  + &,neAx?  -f-  etc.  \ 

-{-  nbBx  -f-  2 ncBx?  -f -SndBx3  4- etc.  f 

-f-  nbCx “ + incCx3  -f-  etc.  I 
-f-  tibDx 5 -f-  etc.  ) 

aB  + 2 aCx  -f-  3 aDx?  -f-  4 aEx 3 -f-  etc.  \ 

-f-  bBx  + 2 bCx*  + 3 bDx3  + etc.  f _ 

4-  cBxf  + 2cCx 3 4 etc-  \ 

4-  dBx3  4*  etc.  > 
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mais  comme  x doit  rester  indéterminé,  il  faut  que 
les  deux  membres  de  cette  équation  deviennent  iden- 
tiques par  les  coefficiens  mêmes  de  x , c’est-à-dire , 
que  les  coefliciens  de  la  même  puissance  soient  res- 
pectivement égaux  dans  chaque  membre.  Cette  con- 
sidération, déjà  employée  dans  le  n°  des  Elémen* 
d’Algèbre,  fournit  les  équations  suivantes  : 


nbA  — aB 

ancA  -f-  nbB  — aaC  -f-  bB 

3ndA-\-  ancB  -f-  nbC  =.  3 aD  -f-  zbC  + ci>, 

etc. 

dont  on  tirera  les  valeurs  des  coefficiens  B , C , D,  etc. 
Le  coefficient  A semble  demeurer  indéterminé  , cepen- 
dant on  en  trouve  la  valeur  en  faisant  x = o dans 
l’équation 

(a+kr  -f-  etc.)"  = A-\-Bx-\-  etc. 
qui  par  cette  hypothèse  se  réduit  à 
a"  = A. 

Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précé- 
dentes , on  en  conclut 


B=-a”—'b 

1 


C = nan~'c  -f- 

1 .2 

„a-d  + + 

‘ 1.1  ' 1.3-3 


etc. 
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( a -f-  bx  -f-  ex3  -f  dx3  -f-  etc.)"  — 

û"  + ” an~'bx  -J- 1 na"—,c  -f-  — en—aùa  Jjc* 

+\n^>i+nJ^a~bc+"JZ=ï*XÎ 

l 1.1  1.2.0 

-f-  etc. 


46.  On  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendantes 
d’une  équation,  en  la  combinant  avec  ses  différentielles. 
L’une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est 


1 (a  -f-  bx  -f-  ex3  -f  dx3  + etc.  ) ; 
si  on  représente  son  développement  par 

A-f-  Bx  -f-  Cx*  -f-  Dx*  -f-  etc. 
et  qu’on  prenne  la  différentielle  de  l'équation* 
l(a-f-ùx-f-cx*-}-dx3-l-etc.)=^-j-jSx+Cx*-}-Z?x3:-}-etc. 


on  trouvera 


b + ncx  -f-  3 Jx*+  etc. 
a-f-bx-j-cx^-j-dx^-j-  etc. 


— -5  -f-  aCx  -f-  ZDx?  -f-  etc. 


et  on  déterminera  les  coefiiciens  A,  B , C,  D,  etc. 
comme  à l’ordinaire. 

Soit  encore  pour  exemple 


sin  (a  + &x  -f- ex*  -}-  dx 3 -f- etc.  ) 

«=  A -f-  2?x  -f-  Cr*  -f-  Z)x3  -f-  -Sx1*  -f-  etc. 


en  faisant , pour  abréger 

a-\-bx-\-  ex*  -f~  dx3  -f-  etc.  =z  u , 
A-{-Bx-\-Cx2-{‘Dx3-\-etc.—y , 

il  en  résultera  y = sin  u;  et  en  différenciant  il  viendra 
dy=du  cos  u.  On  pourrait  éliminer  cos  u au  moyen  de 
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l’équation  cos  u-=.\/ 1 — sinu3  , qui  donne 


cosu  = {/ 1 — y* , et  on  aurait  alors  ày—duyi  — y3  ; 


'mais  il  faudrait  encore  faire  disparaître  le  radical  dans 
cette  équation.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  diffé- 
rentiera  une  seconde  fois  l’équation  d_y  = du  cos  u,  en 
se  rappelant  que  u est  une  fonction  de  x,  aussi  bien 
que_y  ; et  il  viendra  d*_y  = d3u  cos  u — du3  sin  u : mettant 


pour  sin  u et  cos  u,  leurs  valeurs  y et^jj,  on  aura 


d^=^-d3u — j'du1,  ou  dud1^  — dyd3u-J-ydu3:=a. 


Il  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à y , 
dy , d3^ , àu , d3u , du3 , leur  valeur  ; or 


• y — A + Bx  -f-  Cx3  -j-  Dx3  -j-  etc. 

donne 

dy  = ( B -f-  2 Cx  -f-  3 Dx*  -f-  etc.  ) dx 
dy=  (2C+  2.3Z?x  -f-  etc.)  dx3; 

et  pour  ne  pas  m’engager  dans  de  trop  longs  calculs  é 
je  réduirai  la  fonction  proposée  à sin  ( a -f-  bx  + cx3)  , 
en  faisant  d,  e , etc.  = o : dans  ce  cas  particulier, 

d u = ( b -f-  acx  ) dx , 
d3u  = 2cdx3, 

diiJ-=z  (i3-j-Gi3cx-f-  i2&cax3 -f-8c3x3)dx3. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  l’équation 

dud^y  — dyd3u  -j- J'du3  = o 

devient  divisible  par  dx3;  et  en  l’ordonnant  par  rapport 
à x , elle  prend  la  forme  suivante  : 
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abC-\-  »66Z?x-f"  izbEx*-\-  etc. 

-|-  4c Cx  -f  iscO.r*  + etc. 

-f-  b3 A -f-  6b*cAx  -f-  12 bc*Ax'1-\-  etc. 

-f-  b3Bx  -f-  Gb^c.Bx11  -j-  etc. 

-f-  b3Cx a + etc. 

— 2cZ? — 4cCx  — ficDx* — etc. 

En  égalant  à zéro  les  coefliciens  de  chaque  puissance 
de  x , on  obtiendra  les  équations  qui  déter’iiinent  C, 

D , E , etc.  à l’égard  de  A et  B , il  faut  recourir  aux 
équations 

• dy 

y=smu  et  -f-rzrcos  u. 

^ QU 

Lorsque  x — o , il  vient 

u = a , y — A , du  = &dx , dy  — fidx  ; 
et  il  résulte  de  ces  valeurs 

A = ûna,  B = bcosa. 

Recherche  des  maxima  et  des  minima  des 
fonctions  d une  seule  variable. 

47.  La  recherche  des  plus  grandes  .et  des  moindres 
valeurs  dont  est  susceptible  une  fonction  donnée,  forme 
une  des  plus  importantes  applications  analytiques  du  ' 
Calcul  différentiel  ; en  voici  les  principes  : 

Lorsque  la  variable  de  laquelle  dépend  une  fonction 
proposée  passe  successivement  par  tous  les  degrés  de 
grandeur,  il  peut  arriver  que  la  série  des  valeurs  que 
reçoit  cette  fonction , soit  d’abord  croissante , et  de- 
vienne ensuite  décroissante  -,  il  y aura  alors  une  de  ces 
valeurs  qui  surpassera  toutes  les  autres.  Si  au  contraire 
la  série  des  valeurs  de  la  fonction  proposée  est  d’abord 
décroissante  , et  devient  ensuite  croissante , on  en  ren- 
contrera nécessairement  une  qui  sera  moindre  que 
toutes  les  autres.  Le  terme  où  l’accroissement  d’une 
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fonction  s’arrête  , s’appelle  Maximum , It  celui  où  elle 
cesse  de  décroître  , Minimum. 

Soit  pour  exemple  la  fonction  y — b — (x — a)2; 
en  faisant  x = o,  on  ay  = b — a2,  et  la  quantité  (x — a)  m 

venant  à décroître  lorsqu^  x augmente , y augmente 
aussi,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  x = a , d’où  il  résulte  y ~b 
pour  le  maximum  ; mais  passé  ce  terme  , quoique  x 
prenne  de  nouveaux  accroissemens  , y décroît , et  de- 
vient nul,  quand  (x — a)2  = b.  La  marche  de  la  fonc- 
tion proposée  est  facile  à suivre , et  on  peut  d’ailleurs 
vérifier  que  la  plus  grande  valeur  de^  répond  à x=a, 
en  substituant  successivement  a -f-  î et  a-—  ' au  lieu  de  x ; 
on  trouvera  dans  l’un  et  l’autre  cas  un  résultat  y— b — «T2, 
toujours  moindre  que  b. 

Soit  encore y=b  -j-  (x — a)2.  Dans  cet  exemple,  x 
étant  nul , on  a y = b-{-a*  -,  puis  à mesure  que  x aug- 
mente , la  quantité  (x — a)2  va  en  diminuant  ainsi 
que  y , jusqu’à  ce  que  x — a ; passé  ce  terme , (x — a)* 
augmente  , et  il  en  est  de  même  de  y dont  le  minimum 
répond  parconséquent  à la  supposition  de  x = a : ce 
qu’on  vérifie  encore  en  substituant  successivement 
a — <P  et  a-f-«T  au  lieu  de  x,  puisqu’on  trouve  pour 
l’un  et  l’autre  cas  y = b + S%  résultat  toujours  plus 
grand  que  b. 

Toute  fonction  qui  croît  ou  décroît  sans  cesse , lors- 
que la  variable  dont  elle  dépend  croit , n’est  suscep- 
tible ni  de  maximum  ni  de  minimum , puisqu’à  une 
valeur  quelconque  il  en  succède  toujours  une  plus 
grande  ou  une  moindre.  • • 

Le  caractère  essentiel  du  maximum  consiste  en  ce 
que  les  valeurs  qui  le  précèdent  et  qui  le  suivent  im- 
médiatement sont  plus  petites;  le  minimum , au  con- 
traire , est  surpassé  par  les  valeurs  qui  le  précèdent 
et  qui  le  suivent  immédiatement.  » 
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J’ai  dit  immédiatement , parcequ’il  arrive  souvent 
qu’une  fonction  a des  valeurs  qui  surpassent  son  maxi- 
mum ou  qui  sont  moindres  que  son  minimum , ou  enfin 
qu’elle  a plusieurs  maxima  et  plusieurs  minima  inégaux 
entr’eux  : tout  cela  est  aisé  à concevoir  ; car  si  après 
avoir  crû  et  décrû , par  exemple  , cette  fonction  vient 
à croître  de  nouveau  et  indéfiniment,  elle  finira  par  sur- 
passer le  maximum  qu’elle  a eu  d’abord. 

Au  lieu  d’étre  indéfini,  si  ce  second  accroissement 
s'arrêtait  à un  certain  terme , il  en  naîtrait  un  nou- 
veau maximum  qui  pourrait  être  différent  du  premier: 
on  verra  sans  peine  ce  qui  doit  arriver,  lorsque  ces  chan- 
gemens  se  répètent  et  varient  dans  leurs  quantités 
respectives.  Je  passe  maintenant  à la  méthode  dont  ou 
fait  usage  pour  découvrir  les  maxima  et  minima  des 
fonctions  d’une  seule  variable. 


48.  Soit  donc  y une  fonction  quelconque  de’  x, 
dans  laquelle  cette  variable  ait  atteint  la  valeur  qui 
donne  le  maximum  ou  le  minimum  ; il  suit  de  ce 
qui  précède  que  si  on  cherche  les  valeurs  de  y , cor- 
respondantes àx  — h et  à x-\-h  , on  doit , quelque 
petite  que  soit  îa  quantité  h , obtenir  des  résultats 
moindres  que  le  maximum  , ou  plus  grands  que  le 
minimum.  En  désignant  par  ty  la  valeur  de  y , qui  ré- 
pond à x — h , et  par  y'  celle  qui  répond  à x -j -h , ou 
aura  , d’après  le  théorème  de  Taylor  (ai) 


t+ 

y=y+È'i+ 


d2_y  /r* 
dx“  1 .a 
d'y  h* 

dx*  1 .a 


>‘3 

dx3  î . a . 3 
ePy  ¥ 
dx3 1 .a. 3 


etc. 

etc. 


Les  puissants  d’une  quantité  moindre  que  l’unité 
devenant  d’autant  plus  petites  que  leur  exposant  est 
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plus  considérable  , on  conçoit  facilement  qu’il  est  tou- 
jours possible  de  prendre  h assez  petite  pour  que  le 
d y 

terme  h surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  sui- 
vent ; et  ce  ternie  entrant  avec  des  signes  difierens  dans 
les  valeurs  v et  y',  il  en  résulte  qu'une  dés  deux  sur- 
passe^', tandis  que  l’autre  est  moindre  : la  fonction  pro- 
posée ne  sera  parconséquent  ni  un  maximum,  ni  un 
• - d y 

minimum  tant  que  ^ ne  sera  pas  nul  (*).  Mais  si  ce 
coefficient  s’évanouissait , comme  il  viendrait  alors 

dy  h 3 


2 dx3  1.2.3 


' 1 Q J 11  I 

+ d + 


d3y  h3 
dx3  1.2.3 


-f-  etc. 


-f-  etc. 


on  aurait  en  même  temps  et  y'  ^>y , lorsque  la 

valeur  du  coefficient  serait  positive  , ou  bien 

yy  et  y'  <^y  lorsque  cette  valeur  serait  négative  : 
le  premier  cas  donnerait  y minimum , et  le  second 
y maximum.  11  suit  de  là  , que  pour  trouver 


(*)  Si  on  clcvait  quelque  doute  sur  cette  assertion  , il  suffirait , 
pour  en  reconnaître  l’exactitude,  d’observer  qu’une  série  de  la  forme 

Ak4-BliJ  4*  CA3  +Z)A4  d-  etc. 
peut  s écrire  ainsi: 

h £ A4r  Bh  -b  d*  Dh 5 -b  etc.  ] , 
et  que  Impartie 

Bh  -b  CA’  + Dh*  -b  etc. 

qui  s’anéantit  lorsque  h — o,  peut  parconséquc#  devenir  moindre 
que  la  quantité  A dont  la  valeur  reste  la  meme  quelle  que  soit  A. 

quand 
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quand  une  fonction  y doit  atteindre  son  maximum  ou 
son  minimum  (car  l’un  et  l’autre  sont  donnés  par  la 
même  équation)  il  faut  chercher  V expression  du  pre~ 

dy 

> efficient  différentiel  , et  l’égaler  à ; 


mier  coel. 


zéro. 


Dans  l’exemple  y = b — (x  — a)%  rapporté  ci-des- 

sus , onaj-  = — 2 (x  — ■ a)  ; et  en  l’égalant  à zéro  , 

on  trouve  x=a.  Pour  savoir  maintenant  si  cette  valeur 
répond  à un  maximum  ou  à un  minimum,  on  cherchera 

d2y  r • X 

ce  que  devient  et  comme  il  se  réduit  à — a , quan- 

tité négative , il  s’ensuit  que  la  supposition  de  x—  a 
donne  le  maximum. 

En  traitant  de  même  la  fonction 


y — b + ( x— a)» , 

. dy 

on  aurait  encore  trouve  x =a , mais  serait  devenu 

dx* 

positif  ; c’est  donc  le  minimum  qui  a lieu  dans  ce  cas. 

, . / . dy 

4g.  De  ce  qu  on  doit  avoir-£-=:o,  dans  le  cas  du 

maximum  ou  du  minimum  , il  n’en  faut  pas  conclure 
que  l’un  ou  l’autre  ont  nécessairement  lieu  toutes  les 
fois  que  cette  condition  est  remplie.  En  effet,  si  la 
dy 

valeur  de  x , qui  rend  nul , faisait  évanouir  en 
d*y  d3y  .. 

meme  temps  sans  que  disparut,  comme  on 


trouverait  dans  cette  circonstance 

d3y  h1  d4y  h* 

, djy  /i3  dly  A4 

y ^ dx3 1 .a.3  ***  dx*  î .2.3.4 

Cale.  diff. 


etc. 

etc. 

E 
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et  que  le  terme  ^ Y~ô~3  Pourra‘t  » au  moyen  dune 

valeur  convenable  de  //,  surpasser  la  somme  de  tous  ceux 
qui  le  suivent,  il  n’y  aurait  plus  entre  les  trois  quantités 
yy,y,y' , la  subordination  qui  convient  au  maximum 
ou  au  minimum  ; la  moyenne  serait  plus  grande  que 
Tune  des  extrêmes  et  moindre  que  l’autre  : c’est  ce 
qu’on  peut  voie  sur  la  fonction  y = b -f-  (x  — a)3. 

, . . dV 

Mais  si  la  valeur  de  x anéantissait  , il  viendrait 


d*y  ht 

^ J dx+ 1 .2.3.4 

y y dxi  1 .2 .3.4 


etc. 


■f-  etc. 


les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  seraient 

encore  remplies , et  on  reconnaîtrait  au  signe  de  , 

lequel  des  deux  devrait  avoir  lieu.  On  trouverait  de 
cette  manière  que  la  valeur  x—  a donne  un  maximum 
pour  la  fonction  y=b — (x — a)*,  et  un  minimum 
paur  la  fonction  y = b -f-  ( x — a)*. 

Sans  qu’il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  consi- 
dérations, on  verra  qu’en  général  il  ne  peut  y avoir  de 
maximum  ou  de  minimum , que  quand  le  premier  des 
cOefficiens  différentiels  qui  ne  s’évanouissent  pas,  est 
d’un  ordre  pair , et  que  ce  coefficient  doit  être  négatif 
lors  du  maximum , et  positif  lors  du  minimum. 

Comme  je  dois  revenir  sur  ce  sujet  à l’occasion  de 
la  théorie  des  courbes*  je  ne  donnerai  pour  le  moment 
que  quelques  applications. 

5o.'  Je  suppose  d’abord  qu’il  s’agisse  de  partager  une 
quantité  a en  deux  parties , de  manière  que  le  produit 
de  la  puissance  ra  de  la  première,  par  la  puissance  n de 
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la  seconde , soit  le  plus  grand  de  tous  les  produits  sem- 
blables qu’on  pourrait  former. 

Soit  X une  des  parties  de  a , l’autre  sera  a — x,  et  le 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  étant  représenté 
par_y,  on  aura_y  — xm  (a  — x)* , d’où  on  tirera 

— mxm~'  (a  — x)n  — nxm  (a  — ■r)"- 1 

= [me — mx  — nx^x™":'  (a — x')n—1  ; 


et  en  égalant  à zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat, 
on  trouvera 


x 


ma 

rn  -(-  n’ 


x~o , x—a. 


La  première  de  ces  valeurs  répond  à un  maximum , 
car  lorsqu’on  la  substitue  dans  l'expression  generale  de 

, elle  donne  la  quantité  négative 

(77t-i-K)‘,,•+■',-3 

les  deux  autres  répondront  à de*  minima , lorsque  m 
et  n seront  pairs , ccnime  on  peut  s’en  assurer  par  l’exa-- 
men  des  coelliciens  difFépentiels , ou  plus  simplement 
eucore,  en  faisant  xz=:±l/i  et  x=a±h  On  trouvera 
toujours  un  résultat  positif  dans  l’un  et  l’autre  cas^uel 
que  soit  le  signe  qu  on  donne  ù h \ ce  qui  prouve  que 
la  fonction  proposée  après  avoir  décru  jusqu’à  devenir 
nulle , ne  passe  point  au  négatif,  mais  qu’elle  recom- 
mence à croître. 


d5y 

daë 


5l.  Je  considérerai  encore  la  fonction  que  y désigne 
dans  l’équation 

y * — a mxy  -f-  x1  — a*  = o , 
dont  la  différentielle  est 


(y — nuOdy  — (my  — x)dx==o  (38); 

L a 
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il  viendra 

dy my — x 

dr  y — mx  ’ 

d’où  on  tirera 


my  — x = o. 


Pour  obtenir  la  valeur  de  x , il  faudra  combiner  cette 
dernière  équation  avec  la  proposée  ; on  aura  par  ce 
moyen 


— —x*  — a1  = o, 
tu* 


d’où  il  résulte 


ma  a 


La  différentielle  seconde  de  l’équation  proposée  donne 
la  suivante  : 


dy  dy“  d y 

O—' ”*)  si + £?■ - ai + 1 = ». 


dy  x 

que  la  supposition  de  ^ = o réduit  à 

• . day 

(_y  mx  ) -f-  i = o, 


et  d’où  on  tire 

d*jy  — m 

dx*  x ( î — m* ) ’ — 

en  mettant  pour  y sa  valeur  en  x.  Il  faut  encore  subs- 
tituer celle  de  x j en  le  faisant  on  trouve 


m 
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&y  _ 1 ? 

dxa  a/i-m  ' 

ce  résultat  étant  négatif,  montre  que  la  valeur  de  y t 
déterminée  ci-dessus , est  un  maximum. 

JDes  valeurs  que  prennent  dans  certains 
cas  les  coefficiens  différentiels , et  des 
expressions  qui  deviennent  |. 


5a.  Si  on  cherchait  le  maximum  ou  le  minimum  de 


la  fonction  ay=  — x *,  par  exemple , on  en  dé- 
duirait a -t-  — — ■ ; et  en  faisant  x — o , il 

dx  ÿ cfx'1  — x4 

viendrait  a ~ Cependant  avec  un  peu  d’attention 


on  verra  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 

et1  jc  **  2 y?  • a 

fraction — ' ■ • ne  s’évanouissent  en  meme  temps 

y/a'x1—  x* 


que  pareequ’ils  sont  affectés  du  facteur  commun  x.  Si 

t , dy  a* — 3.r“ 

on  les  en  delivre , on  trouvera  a -f-  = — , et  par  j 

dx  y/  aa — x1 


conséquent  ^ 1 , lorsque  x=o. 


En  général , si  on  fait  x = a dans  une  expression  de 

P C jc  ~~ ci'}m  o « 

‘ -7T7 r — elle  deviendra  - ; néanmoins  sâ 

Ç(x  — a)n  o 


la  forme  : 


vraie  valeur  doit  être  ou  nulle,  ou  finie,  ou  infinie  1 
selon  qu’on  aura  car  en  effaçant 

les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomina- 

p fx 0Y"-n  P 

leur , on  trouvera  — - — dans  le  premier  cas , — 

P 

dans  le  second . et  -r-, r—-  dans  le  troisième , bien 

’ Q(x — 0)*^- 

V — E 3 * 
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entendu  que  les  quantités  P et  Ç ne  deviendront  ni  nulle» 
ni  infinies  par  la  supposition  de  x = a. 

Lors  donc  qu’une  expression  quelconque  se  présente 
sous  la  forme  £ , il  faut,  pour  connaître  sa  vraie  significa- 
tion , la  dégager  des  facteurs  qui  sont  communs  à son 
numérateur  et  à son  dénominateur  ( Alg . 70)  : la  diffé- 
rentiation en  fournit  le  moyen. 

La  différentielle  de  l’expression  P (x — a) , dans  la- 
quelle P désigne  une  fonction  quelconque  de  a:  , mais 
indépendante  du  facteur  x — a,  étant 

(x — a)dP-f-Pdx , 
he  s’évanouit  plus  lorsque  x — a. 

Si  l’on  différentiait  deux  fois  la  fonction  P ( x — a)s, 
on  trouverait 

(x— -a)*dP  -f- a (x—- a)Pdx, 

(x — n)adïP-f-4C^“"û)dPdx-}-i  .aPdx*; 

et  comme  P ne  contient  pas  x — a,  la  différentielle 
seconde  se  réduirait  à son  dernier  terme.  En  poursui- 
vant ainsi , il  est  facile  de  se  convaincre  que  toutes  les 
différentielles  d’une  expression  de  la  forme  P (x — a)m, 
jusqu’à  celle  de  l’ordre  m — 1 inclusivement,  s’éva- 
nouissent dans  la  supposition  de  x ==  a , lorsque  m est 
un  nombre  entier,  et  qu’alors  la  différentielle  de  l’or- 
dre m se  réduit  à 1 . 2 . . . mPàxm  : le  facteur  ( x — a )"m 
disparaît  donc , dans  cette  hypothèse  , après  m diffé- 
rentiations. 

il  n’est  pas  nécessaire  qu’on  connaisse  l’exposant  m , 
ni  même  que  le  facteur  (x — a)"  soit  en  évidence, 
pour  savoir  quand  l’expression  P(x — a)m  en  est  délivrée  ; 
il  suffit  de  s’assurer , après  chaque  différentiation , si  le 
résultat  obtenu  s’évanouit  ou  non , lorsqu’on  met  a à la 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  71 
place  de  x : dans  le  dernier  cas  l’opération  est  finie , et 

ce  qu’on  a trouvé  représente  la  quantité  1 .2 mPàxm. 

Soit , pour  exemple , la  fonction  x3  — ax*  — or\r  -f-  a3 , 
qui  s’évanouit  par  la  supposition  dea’  = a;  sa  différen- 
tielle première  s’évanouit  aussi  dans  cette  hypothèse, 
mais  non  pas  sa  différentielle  seconde  , qui  est 
(6x — a«)dx\  La  voilà  donc  délivrée  du  facteur 
(x  — a);  et  puisqu’il  a fallu  pour  cela  deux  différen- 
tiations , on  en  doit  conclure  qu’elle  est  de  la  forme 
P(x — a)1,  ce  qui  est  d’ailleurs  aisé  à vérifier,  car  on 
trouvera 


a:3 — or2 — + a3  = (x-f-a)  (x — a)*. 

Cela  posé  , dans  le  cas  où  ni  = n , sithn  différentiait 
m fois  successivement , tant  le  numérateur  que  le  déno- 

minai  eur  de  la  fraction  ■ v , ils  seraient  déga- 

• ^ (x  — ay  0 

gés  du  facteur  x — a,  car  on  aurait,  lorsque  x=a. 


dm.P(x — a)m 1 .2. . ,mPd.r"  P 

dm . (x — a)m  i.2... m()dxm  ~~  ' 

Si  c’est  le  numérateur  qui  donne  le  premier  un  résultat 
qui  ne  s’évanouisse  pas,  ce  sera  une  preuve  que  le  fac- 
teur (x  — à)  s’y  trouve  élevé  à une  puissance  moindre 
que  dans  le  dénominateur , et  parconséquent  la  frac- 
tion proposée  sera  infinie  •,  si  c’est  au  contraire  le  dénomi- 
nateur, la  fraction  proposée  sera  nulle.  On  peut  donc 
énoncer  la  règle  suivante  : Pour  obtenir  la  vraie  valeur 
d’une  fonction  qui  devient  - lorsqu  on  donne  àxune  va- 
leur particulière , il  faut  dijférentier'  son  numérateur  et 
son  dénominateur,  jusqu’à  ce  qu’on  trouve  pour  l’un  ou 
pour  l’autre  un  résultat  qui  ne  s’évanouisse  pas  : lafonc- 
tion  proposée  sera  infinie  dans  le  premier  cas , nulledans 
le  second  ; et  elle  aura  une  valeur  finie , si  on  rencontre 
«n  même  temps  deux  résultats  qui  ne  s’anéantissentpoint. 

E 4 


t 
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Quelques  exemples  éclairciront  suffisamment  ceci. 

1 

53.  i°.  La  formule  — qui  exprime  la  somme  des 

n premiers  termes  de  la  progression  par  quotiens 
ü i : x : x1  : x3  : etc.  devient  £ quand  x=  î ; cependant 
cette  somme  dans  la  progression  vrtiiîiM,  etc.  à 
laquelle  on  est  conduit  alors,  a une  valeur  déterminée, 
et  égale  à n , que  la  règle  précédente  va  nous  donner 
aussi.  En  effet,  après  avoir  différentié  le  numérateur 

Xn*~“l 

et  le  dénominateur  de  l’expression  _ , on  trouve 


iucn~~*  cLx* 

— -j , et  en  écrivant  î au  lieu  de  x,  il  vient  n. 

. , , ax 1 — Qacx  + ac1  . , 

2°.  La  vraie  valeur  de  - : -, — , dans  le  cas 

— a bcx  -f-  bc “ 

où  x — c ne  peut  s’obtenir  qu’après  dei^c  différen- 

. . , . . . ax  — ac  , , 

tiations,  car  la  première  donne  ^ ^ , résultat  qui 


devient  encore  - ; mais  en  le  différentiant  on.  trouve 
o 


a 

V 


3°.  Si  on  cherche  la  valeur  de  la  fraction 

x3  — ax * — a*x  -j-  a3 

— a*  ’ 

lorsque  x = a , on  trouvera , après  avoir  diffé- 
rentié une  fois  le  numérateur  et  le  dénominateur,  que 
le  premier  seul  devient  encore  nul  quand  on  met  a au 
lieu  de  x ; ce  qui  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  aurait  eu 
lieu  pour  la  fonction 

ax — .t* 

a4  — 2 a3x  -f-  2 ax3  — Tr*" 

4°.  Quoiqu’on  ne  voie  pas  tout  de  suite  comment  il 

1 


'» 
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P(x a)m 

est  possible  de  donner  la  forme  <-  à la  fonction 

r Ç(x — a)" 

transcendante- — — , qui  devient  ^ j lorsque  x — o, 

on  peut  néanmoins  y appliquer  la  règle , et  après  avoir 
différentié  son  numérateur  et  son  dénominateur  , on 
trouve  ax]a — bx\b  : en  mettant  o pour  x,  on  a la — \b, 
pour  la  vraie  valeur  cherchée. 


Ce  résultat  s’obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux 
fonctions  ax  et  bx  leurs  développemens  ( 24,  25) , car 
il  vient 


(la_l*)+{(la)._(14)»}^+  etc. 


et  la  supposition  de  1 = 0 réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à sort  premier  terme.  En  suivant  l’opéra- 
tion , on  remarquera  qu’il  y a un  facteur  x qui  disparaît 
par  la  division. 


5°.  La  fonction 


1 — sin.T-f-cosx 


se  réduit  à - lors- 


smx-f-cosx  — 1 o 

que  l’arc  arr=ii;  mais  en  y appliquant  la  règle,  on 
trouve  que  sa  vraie  valeur  est  alors  1. 

6°.  Le  lecteur  pourra  s’exercer  sur  les  fonctions 


a — a; — ala  4-  alx  a?* — x 

— ■»  — 0t  — • 

a — 1/2  ax  — .r*  t — a: -J- la^ J 


la  première  devient  £ lorsque  a:  = a,  et  la  seconde 
lorsque  x =z  1 : leurs  vraies  valeurs  sont  respective- 
ment — î et  — 2. 

5 4-  La  règle  du  n°  5a  ne  serait  pas  applicable  au  cas 
où  les  facteurs  qui  s’évanouissent  seraient  élevés  à des 
puissances  fractionnaires  ; car  les  différentiations  suc- 


1 
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cessives  ne  retranchant  que  des  unités,  de  l’exposant 
m du  facteur  x — a , ne  peuvent  épuiser  cet  exposant 
lorsqu’il  est  fractionnaire  : seulement  il  devient  néga- 
tif quand  le  nombre  des  différentiations  surpasse  l’en- 
tier qui  s’y  trouvait  contenu  (i3).  Si  on  avait , par 

exemple  , — — — quoique  la  vraie  valeur  de  cette 
(x— c)a 

fraction,  lorsque  x—  a,  soit  (na)' , on  n’y  parviendrait 
jamais  par  la  différentiation  : on  trouverait  successi- 
vement , 

3x  (x*  — a1)  * 


! (x-a)5 

( 

3 (x1 — n1)  ' -f*  3x“  (x1 


0 


etc. 


i • t (x — a)~  * 

Le  premier  de  ces  résultats  devient  encore  f,  quand 
on  fait  x = g;  et  la  meme  supposition  rend  infinis  les 
numérateurs  et  les  dénominateurs  de  chacun  des  sui- 
vans.  Si  on  fait  disparaître  les  exposans  négatifs,  en 
passant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le 
numérateur,  et  vice  -versé,  les  expressions  nouvelles 
qui  naîtront  de  ce  changement  se  réduiront  toutes  à |. 

55.  Cette  difficulté  tient  à ce  que  la  différentielle, 
d’une  fonction  de  4:  ne  peut  être  de  la  forme  pdx , dans 
le  cas  où  une  valeur  particulière  de  x fait  disparaître 
une  irrationnalité  dans  cette  fonction. 

Si  l’on  a y =b  -f-  l/x — a,  par  exemple,  et  qu’on 
veuille , lorsque  x = a , trouver  la  valeur  consécutive  ày, 
il  faudra  mettre  a -(-  dx , au  lieu  de  x ; il  viendra  * 
y'  = i + /dx, 

et  la  différence  sera 
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y — y — \/  àx  — dx“- 

I 

Elle  se  réduit  au  seul  terme  dxa , qui  estparconséquent 
aussi  la  différentielle  relative  à ce  cas  ; et  on  en  tire 

y— y_yc7_  1 

dx  dx  , i ’ 


expression  dont  le  dénominateur  seul  s’évanouit  quand 
on  fait  dx=o  , et  de  laquelle  il  résulte  que  le  coelli- 


oient  différentiel  est  infini  pour  la  valeur  particu- 


lière x — a. 


Dans  la  suite  , la  considération  des  courbes  éclaircira 
encore  mieux  cette  espèce  de  paradoxe. 

58.  Yoici  un  procédé  général  exempt  de  toute  dif- 
ficulté, qui  comprend  la  règle  du  n°  5a,  et  que  je 
n’ai  présenté  le  dernier  que  parcequ’il  m’a  semblé  que 
les  considérations  du  n°  cité  pouvaient  jeter  un  grand 
jour  sur  cette  matière. 

X 

Soit  rrr,  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dé- 

-A 

nominateur  s’évanouissent  tous  deux  quand  x=  a;  en 
substituant  a'+  h , au  lieu  de  x j les  fonctions  X et  X' 
6e  développeront  suivant  des  séries  de  la  forme 

Ah*  -\-BhP  -j-  etc.  A' h*  + etc. 

et  ascendantes , c’est-à-dire , dans  lesquelles  les  expo- 
eans  et , 16 , etc.  iront  en  croissant  et  seront  positifs , puis- 
que ces  séries  doivent  devenir  nulles  dans  l’hypothèse 
de  h = o , qui  répond  à celle  de  x = a : cm  aura  donc 


A h*  -f-  Bh*  -j-  etc. 

A' h*'  + B' h*'  + etc.  * 
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au  lieu  de  la  fraction  proposée.  Si  dans  ce  résultat 
on  suppose  h—  o,  on  doit  retomber  sur  la  valeur 
X 

que  reçoit  la  fonction—, , lorsqu’on  change  xena;  et 
A 


quoiqu’il  semble  d’abord  se  réduire  à £,  on  va  voir  cepen- 
dant qu’il  a toujours  une  valeyr  déterminée. 

En  distinguant  les  trois  cas  et  >*',  a— a'  et  «<<*', 
on  peut,  dans  les  deux  premiers,  écrire  ainsi  qu’il 
suit  l’expression  précédente  : 


+ e te. 

A'+B'hk'-*'  -f  etc. 

Sous  cette  forme , il  est  aisé  d’appercevoir  que  tant  que 
« surpasse  <*' , la  supposition  de  h = o rend  la  frac- 

A 

tion  nulle,  et  qu’elle  se  réduit  à —, , lorsque  . 

JT. 

Dans  le  troisième  cas , au  contraire,  où  tt  est  <t  , 
1 on  a 

A 4-  Bh ^ * -(-  etc. 
A,h<t'~x+B'h^~‘t+etc.> 

et  ce  résultat  devient  infini  par  la  supposition  de 
h — o.  Dans  tous  ces  cas , la  vraie  valeur  qu’on  cherche 
ne  dépend  que  du  premier  terme  de  chaque  série. 

La  règle  suivante  s’étend  à toutes  les  fonctions  qui 
peuvent  se  présenter  sous  la  forme  indéterminée  | : cher- 
chez le  premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantes 
qui  expriment  le  développement  du  numérateur  et  du  dé- 
nominateur, lorsque  x =a  -f-  h;  réduisez  à saplus simple 
expression  le  nouvelle  fraction  formée  de  ces  premiers 
termes,  et  faites  ensuite  h = o : les  résultats  que  vous 
obtiendrez  seront  les  différentes  valeurs  que  prend  Ict 
fraction  proposée  lorsqu’ on  fait  x=a. 


\ 
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La  fraction 


3 

,a\i 


dont  on  ne  peut  trouver  la  va- 

(x — a)‘ 

leur  par  la  différentiation,  lorsque  x =a  (54) , devient 
par  le  procédé  ci-dessus,  # 


(2 ah  4-  A2)3 


= (2  a + hf, 


en  changeant  x en  a 4-  A;  et  faisant  A = o,  on  obtient 

2 

la  vraie  valeur  (an)3. 

Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  commode 
que  la  différentiation  , dans  le  cas  où  elle  peut  s’em- 
ployer. Ce  n’est,  par  exemple,  qu’après  avoir  diffé- 
rentié  quatre  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  la  fraction 


x3 — 4ar*  + 7 cfx  — 2 h3 


•2  ff 


\/  n ax  — a1 


x'1  — 2 ax  — a%  -f-  2a  \/  2 ax  — x3 

qu’on  parvient  à en  trouver  la  vraie  valeur , dans  le  cas 
où  x~a. 

En  écrivant  a-f-A  au  lieu  de  x,  comme  le  prescrit  la 
cègle,  il  vient  - 

2a3  -f-  2 (fh  — aA2  -f-  A3  — 2a1  \/ a%- f-  2 ah 
— 2a“  -J-  A2  -j-  2a  y'  a“  — A3 

réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales , on  aura 

|/ a2-f  uah—a+h  — — + — — ÈlL  etc. 

2«  2a  baJ 


j/  a*  — A*  = a — ^ — -j- 
r 2a  ©a'* 


etc. 
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La  substitution  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  pré- 
cédente donnera — 5 a pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

57.  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plu- 
sieurs formes  indéterminées , différentes  en  apparence 
de  5 , mais  qui , dans  le  fond , reviennent  au  meme , et 
qu’il  est  bon  de  connaître. 


i°.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 
peuvent  devenir  infinis  en  même  temps  ; mais  cette 
1 

’x' 

fraction  étant  écrite  ainsi  : , se  réduit  à |,  lorsque 

~X  * 

X et  X'  sont  infinis. 


2°.  II  peut  arriver  qu’on  rencontre  un  produit  composé 
de  deux  facteurs , l’un  infini  et  l’autre  nul  : soit  PQ  ce 
produit;  si  la  supposition  de  x-=a  donne  P=ot 


, on  observera  que  PQ 


P * 1 

— — , et  que  — = o , 


et  il  viendra 


(*)  Le  procédé  du  n°  56  présente  quelques  difficultés  lorsqu’il 
s agit  de  1 appliquer  h des  coefficicns  différentiels  lionnes  par  une 
équation  dans  laquelle  les  variables  x et  y se  trouvent  mêlées,  il 
faut  avoir  recours  à des  moyens  particuliers  pour  tirer  de  l'équation 
primitive  proposée,  une  valeur  de  y développée  et  ordonnée  suivant 
les  puissances  d n h.  {Voyez  le  Traité  du  Cale.  diff.  et  du  Cale.  int.). 
Cependant  quand  cette  équation  est  délivrée  de  radicaux , on  peut 

parvenir  à la  vraie  valeur  de  —,  par  les  cousidératio us  indiquées 
dans  la  note  de  la  page  46. 

Eu  effet,  l’équation  M+IVpx:o  donnant  p— ^ conduit  h 
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58.  Si  on  demandait  la  valeur  que  reçoit  la  fonction 

lx 

— quand  x est  infini , ou , ce  qui  est  la  même  chose,  la 

limite  de  cette  fonction , on  ne  pourrait  y parvenir  par 
aucun  des  procèdes  dont  nous  avons  fait  usage  jusqu’à 
présent , à cause  de  l’impossibilité  de  réduire  lx  en 
série  , et  il  faudrait  recourir  aux  considérations  par- 
ticulières à la  nature  de  la  fonction  proposée  lx. 


En  changeant  x en  n et  a en  x dans  le  dévelop- 
pement de  a*  (24)  , on  aura 

. nlx  , n’Clx)1  , n3(lx)3  , 

x"  = H P — — - -f-  + etc. 

1 1.2  1.2.0 


d’où  l’on  conclura 


fi  — lorsque  les  quantités  AI  et  IV  s'évanouisse» t e*  même  temps  j 
mais  (Uns  ce  cas  le  développement  complet  d’où  cette  équation  est 
tirée , . 

MK  -f.  Pfmh  -t-  Ph * + Ça»  + R*' h'  4-  S IP  + etc.  = o , . 
sc  réduit  à 

Pk * 4-  ÇWt*  4*  Rv'h'  4-  Sh * + etc.  = 0 , 

«t  devient  divisiblcpar  IP  ; puis  passant  aux  limites,  en  faisant  h=o  , 
cl  changeant  w-  eu  p , on  obtient 

P 4-  Qp  4-  Rp*  — o : 

<m  trouve  donc  dans  ce  cas  deux  valeurs  de  p. 

Si  le*  valeurs  de  x et  de  y , qui  font  disparaître  les  quantités  Af 
«t  IV , anéantissaient  aussi  les  quantités  P , Q et  R , il  faudrait  re- 
courir aux  termes  où  l'accroissement  h monte  au  troisième  degré, 
pour  obtenir  p , qui  aurait  alors  trois  valeurs.  On  verra  dans  la  suit* 
comment  les  quantité*  P , Q , R , etc.  qu'un  peut  calculer  h pïinrt, 
eu  elfcctuani  la  substitution  indiquée  dans  la  note  de  la  page  4 ü,  se 
forment  aussi  par  des  diSVtuutialions. 
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1 X lx 


«Le  «2(1x)“  , n3(Lr)3 

H h -i + etc* 

i î.a  i.a.3 


j-  +n  . 

lx  1.2 


n“lx  n3(lxV 

H r~znr  ~f~  etc- 


1 .2.3 


quantité  qui  tend  à devenir  nulle  à mesure  que  x aug- 
mente , au  moins  tant  que  n n'est  pas  d’une  petitesse 

comparable  à celle  de  ( 57  ) . 

5g.  Une  équation  V~o,  qui  a des  racines  égales, 
est  nécessairement  de  la  forme  • 


V — P {x — a)"  = o, 

le  facteur  P contenant  les  racines  inégales  ; et  il  suit 
de  ce  qui  a été  dit  n°  5a , que  tous  les  coefficiens  diffé- 
d V . , , d n~lV 

rentiels  , jusqu  a ^n_|  inclusivement,  s’éva- 

nouiront par  la  supposition  de  x=<z , parcequ’ils  ren- 
fermeront tous  le  facteur  x—  a.  Les  équations 

T-  d V è”-'V 

V—°>  dx~°'  dx2~ °'”’  dx"-‘  — °* 

auront  donc  lieu  en  même  temps  ; et  si  on  cherche 
le  diviseur  commun  entre  la  première  et  la  seconde , 
qui  sont  respectivement 

dP 

P(x — û)"=o,  (x  — n)”-f-«P(x — c)nT,  = o , 

il  est  visible  qu’on  doit  trouver  ( x — 

On 
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On  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  -p-  = o, 

rj-—  = o etc.  sont  précisément  celles  que  l’on  a dési- 

A 

gnées  par  (A),  (ZI) , etc.  dans  le  n°  ao5  , des  Ëlémens 
d’ Algèbre. 

Ces  considérations  s’appliqueront  aisément  au  cas  ofi 
la  proposée  renfermera  plusieurs  espèces  de  racines 
égales  , c’est-à-dire , sera  de  la  forme 

X(x — o)n  (x — by  =5  o > 

* 

car  en  différentiant  le  premier  membre  suivant  la  règle 
du  n*  1 1 , on  trouvera 

. ' • 

(x — û)"(x — + nX{x  — n)"- 1 (x  — by  ) 

-j-pX(x  — a)n(x — by~ 1 S 

quantité  qui  s’évanouit  aussi  lorsqu’on  fait  x = a ou 
x = b , et  dont  le  diviseur  commun  avec  le  premier 
membre  de  l’équation  proposée  est  évidemment 

(x  — a)""1  (_x—by~‘. 

On  peut  opérer  de  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  (x — «)",  (x  — by,  (x  — c)i , etc . et  on  trou- 
vera toujours  que  le  diviseur  commun  entre  les  equci- 
àV  ‘ , . 

tions  V —o  , -r—  = o , doit  contenir  les  racines 

égales,  élevées  chacune  à une  puissance  moindre  A un» 
unité,  que  dans  la  proposée  'Ë  =0. 

Application  du  Calcul  différentiel  à la 
' théorie  des  courbes. 

6o.  C’est  par  des  recherches  relatives  aux  lignes 
courbes , que  les  Géomètres  sont  parvenus  au  Calcul 
Cale.  dijf.  F. 
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différentiel , qu’on  a présenté  depuis  sous  des  points 
de  vue  très-variés  mais  quelle  que  soit  l’origine  que 
l’on  donne  à ce  Calcul , il  reposera  toujours  immédiate- 
ment sur  un  fait  analytique  préexistant  à toute  hypo- 
thèse, comme  la  chute  des  corps  graves  vers  la  surface 
de  la  terre , préexiste  à toutes  les  explications  qu’on 
en  a données  : et  ce  fait  est  précisément  la  propriété 
dont  jouissent  toutes  les  fonctions  d’admettre  une  li- 
mite dans  le  rapport  que  leurs  accroissemens  ont  avec 
ceux  de  la  variable  dont  elles  dépendent.  Cette  limite , 
différente  pour  chaque  fonction , mais  constamment  la 
même  pour  une  même  fonctîbn,  et  toujours  indépen- 
dante des  valeurs  absolues  des  accroissemens , carac- 
térise d’une  manière  qui  lui  est  propre  , la  marche  de 
cette  fonction  dans  les  divers  états  par  lesquels  elle  peut 
passer.  En  effet,  plus  les  accroissemens  de  la  variable 
indépendante  sont  petits , plus  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  sont  resserrées,  plus  enfin  cette  fonction 
approche  d’être  soumise  à la  loi  de  continuité  dans  ses 
changement,  et  plus  le  rapport  de  ces  changemens  à 
ceux  de  la  variable  indépendante  approche  d’être  égal 
à la  limite  assignée  par  le  calcul.  Par  la  loi  de  conti- 
nuité on  doit  entendre  celle  qui  s’observe  dans  la  des- 
cription des  lignes  par  le  mouvement , et  d’après  la- 
quelle les  points  consécutifs  d’une  même  ligne  se  suc- 
cèdent sans  aucun  intervalle.  Laf  manière  d’envisager 
les  grandeurs  dans  le  calcul , ne  paraît  pas  admettre 
cette  loi , puisqu’on  suppose  toujours  un  intervalle  entre 
deux  valeurs  consécutives  de  la  même  quantité  ; mais, 
plus  cet  intervalle  est  petit , plus  on  se  rapproche  de  la 
loi  de  continuité , à laquelle  la  limite  convient  parfaite- 
ment; c’est  aussi  en  vertu  de  cette  loi  de 'continuité 
que  les  accroissemens  quoiqu’évanouissans  , conservent 
encore,  le  rapport  dont  ils  se  sont  approchés  par  degrés 
ayant  de  s’évanouir. 
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Il  me  paraît  maintenant  très-évident  que  la  méta- 
physique précédente  renferme  l'explication  philoso- 
phique des  propriétés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral , soit  par  rapport  aux  recherches  sur  les  courbes , 
soit  par  rapport  à celles  qui  concernent  le  mouvement. 
La  difficulté  des  unes  et  des  autres  ne  vient  que  de  ce 
qu’il  y a continuité  dans  les  changemens  des  lignes  ou 
dans  ceux  des  vitesse»;  et  la  considération  des  limites 
( ou  toute  autre  équivalente  ) , donne  le  moyen  d’éta- 
blir cette  continuité  daus  le  Calcul. 

6t.  Les  considérations  géométriques  prouvent  d’une 
manière  bien  évidente  que  le  rapport  des  accroissemens 
d’une  fonction  et  de  sa  variable  est  en  général  suscep- 
tible de  limites. 


Toute  fonction  d’une  seule  variable  peut  être  re- 
présentée par  l’ordonnée  d’une  courbe  dont  cette  va- 
riable est  l’abscisse  ( Trig «.  77)  ; et  le’ rapport  de  l’or- 
donnée de  la  courbe  avec  la  soutangente , correspond 
au  coefficient  différentiel  de  la  fonction.  En  effet , si 
dans  une  courbe  quelconque  CD  ,Jig.  1 , on  mène  par 
deux  points  M et  M'  une  sécante  MM'  prolongée  jus- 
qu’à ce  qu’elle  rencontre  en  S , l’axe  des  abscisses  AB , 
qu’on  tire  les  deux  ordonnées  PM , P' M' , et  la  droite 
MQ  , parallèle  à AB , les  triangles  semblables  M'OM 


et  MPS  montreront  que  les  rapports 


M'Û  PM 
M{)  et  ~PS 
sont  toujours  égaux.  Mais  si  l’on  conçoit  que  le  point  M' 
se  rapproche  sans  cesse  du  point  M , le  point  5 se  rap- 
prochera aussi  du  point  T ; la  ligne  PS  tendra  donc 

/ 

à devenir  égale  à la  soutangente  PT  : le  rapport  -pg~ 
s’approchera  de  même  du  rapport  qu’il  aura  pouf 
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limite,  et  qui  sera  parconséquent  aussi  celle  du  rap- 
port des  accroissemens  MQ  et  M'Q  que  reçoivent  si- 
multanément l’abscisse  AP  et  l’ordonnée  PM. 


FIG.  5. 


Il  suit  de  là  que  lorsque  la  fonction  que  représente 
l’ordonnée  sera  connue , son  coefficient  différentiel  don- 


nera l’expression  du  rapport 


PM 

PT 


, et  que  réciproque- 


ment si  l’expression  de  ce  rapport  est  connue  d’ailleurs , 
elle  fournira  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction 
correspondante  à l'ordonnée  (*). 


6a.  Lorsque  l’on  donne  à l’abscisse  des  valeurs  suc- 
cessives , les  ordonnées  qui  répondent  à ces  valeurs  , 
déterminent  sur  la  courbe  des  points  que  l’on  peut  , 
regarder  comme  les  sommets  des  angles  d’un  polygone 
inscrit  à cette  courbe. 

Si  l’on  prend  , par  exemple , sur  l’axe  des  abscisse* 
les  points  P,  P/,  P" , fig.  2,  distans  entr’eux  d’une 
même  quantité  h , on  aura 

AP  = x , AP1  = x -f-  h , AP"  — x-\~o,h,  etc. 

qu’on  élève  les  ordonnées  correspondantes  PM  , P'M' , 
P" M" , et  que  l’on  joigne  les  points  M,  M' , MM,  etc. 


{*)  Quoiqu’on  ne  puisse  guère  révoquer  en  doute  que  deux  quan- 
tités qui  sont  la  limite  d’une  même  quantité  variable  soient  égales,  on 
a coutume  néanmoins  de  démontrer  cette  proposition  comme  il  suit. 

Soient  A,  B , les  deux  premières  quantités  , et  P la  troisième  ; si 
l’on  avait  A- B— T),  et  que  toujours  moindre  que  A,  quelque 

près  qu’il  fût  de  cette  grandeur , sa  différence  avec  B surpasse- 
rait T).  On  ne  peut  pas  dire  non  plus  que  P soit  compris  entre  A et  li, 
car  if  différerait  alors  de  B ou  de  A d’une  quantité  au  moins  égale 
à*Z>;  ainsi  dans  tous  les  cas  P ne  pourrait  approcher  en  même 
temps  aussi  près  qu’oupoudrai t des  deux  quantités  .4  et  B,  cc  qui 
est  contraire  à la  définition  des  limites. 
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par  des  cprdes , on  formera  le  polygone  MM' M" , etc. 
qui  différera  d’autant  moins  de  la  courbe  proposée  que 
les  points  M , M',  M",  etc.  se  rapprocheront  ; mais  en 
même  temps  le  nombre  de  ses  côtés  augmentera  de 
plus  en  plus,  puisque  la  distance  PP'  sera  contenue  un 
nombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand  dans  l’abscisse 
déterminé^  AB.  La  courbe  CD  sera  évidemment  la 
limite  de  tous  ces  polygones , et  parconséquent  les  pro- 
priétés qui  conviendront  à cette  limite,  conviendront 
aussi  à la  courbe  proposée  (*). 

Cela  posé,  si  l’on  mène  MQ  et  M'Q'  parallèles  à 
l’axe  AB,  M'Q  sera  la  différence  des  deux  ordonnées 
consécutives  PM  et  PM' , M"Q'  celle  des  ordonnées 
P'M'  et  P"M" . En  prolongeant  la  droite  MM'  jusqu’en 
jN",  on  formera  les  triangles  égaux  31  M' Q , 31'1S"Q' , 
qui  donneront  M' Q = TV  " Q'  ; et  il  en  résultera 

MUK"=N"Q'  M"Q'  ou  Ma N" =3f"  Q'  — N"  Q'\ 

et  parconséquent  M'  Q'. — M' Q=  rp:  M“K"  selon  que  la 


(')  Leibnitz  a toujours  envisage  le  Calcul  différentiel  sous  un 
point  de  vue  à-peu-près  semblable. 

« Sentio  autera  et  banc  et  alias  ( metliodos  ) hacteniis  adhihita» 
» omnes  dedu^îposse  ex  general  i quodain  raeo  dimetiendorum  curvi- 
» lineomm  pvincipio , qundjigura  curvilinea  censenda  lit  rvqui- 
» pollere  polygano  injinilorum  laterum  ; unde  sequitur , quic- 
» quid  de  tali  polvgono  demonstrari  potest,  sivc  ità,  ut  nnllus 
» babeatur  ad  numerum  laterum  respectus,  sive  ità,  ut  tantô  noa- 
n gis  verificetur,  quanti)  major  sumitur  laterum  numenis , ità,  ut 
» error  tandem  fiat  qnovis  dato  minor  ; id  de  curvà  possc  pro- 
n nuntiari  ».  {Acta  F.ruditorum  arm.  iG8j,  page  585,'. 

Il  est  évident  que  cette  métaphysique  est  aussi  très-lunjincnse, 
et  ne  diffère  de  celle  que  j’ai  présentée  ci  - dessus  que  parccqoo 
la  limite  y est  désignée  comme  un  polygone  d’un  nombre  infini  de 
♦vtés  infiniment  petits. 
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courbe  est  concave  ou  convexe  vers  l’axe-des  abscisses  : 
31“ N"  sera  donc  la  différence  des  lignes  M' Q et  31’ Q' , 

Le  calcul  différentiel  donne  l’expression  de  ces  diverses 
droites;  car  on  a successivement  (21). 


PM  = y 

n,„,  - dy  h , d*y  h*’ 

P M — y -f  -f- -j*- h etc. 

J dx  1 dx  1 . a 

PM’-PM  =SfÇ=^.  * +g4  + etc. 
P"  31” — P'M'  =M"  Q'=  -&■  h + -f  etc . 


dx*  a 


M"  O' — 31'  Q =nr  MW—  . 


dx* 


ù*  -f-  etc. 


d’où  il  suit  que  si  l’on  prend  /r  = dx , la  valeur  de  31 Q 
approchera  de  plus  en  plus  de  la  différentielle  pre- 
mière dy,  celle  de  M'N" , de  la  différentielle  seconde 
d^y.  En  considérant  un  quatrième  point  du  polygone , 
on  trouverait  de  même  la  ligne  correspondante  à la 
différentielle  troisième. 

63.  Les  lignes  PM,  M'Q,  M“N“ , ont,  par  rapport 
au  Calcul  des  limites , une  subordination  marquée  par 
Içs  exposans  dont  l’accroissement  h est  affecté  dans  leur 
premier  ternie  , exposant  qui  est  le  même  que  celui  de 
l’ordre  de  la  différentielle  à laquelle  ils  correspondent. 
On  voit  en  effet  que  le  rapport  de  M' Q à PM  diminue 
sans  cesse  et  finit  par  s’évanouir,  lorsque  k=  o,  qu’il  en 
est  de  même  du  rapport  de  M"N‘  à 31'  Q ; mais  que  si 
l’on  comparait  la  première  de  celles-ci  au  quarré  de  la 


r 
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seconde , le  rapport  aurait  alors  une  limite  assignable  qui 

dfly  * dya  * 

serait  le  rapport  de  à (5S)  (*). 

64-  O11  voit  en  même  temps  par  ce  qui  précède,  que 

f * (]  y 

le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  -p  , expri- 
PM 

mant  le  rapport  p-p  fig.  1 , donne  la  tangente  tri-  ne.  i. 

gonométrique  de  l’angle  MTP , que  fait  avec  l’axe  des 
abscisses  AB , la  droite  qui  touche  la  courbe  ap  point 
M. 

• 

De  plus , si  l’on  fait  attention  que  lorsque  l’ordonnée 
est  positive  , la  différence  M"Q'  — M'Q  fig.  2 , est  r,G-  a- 
négative  ou  positive  selon  que  la  courbe  est  concave  ou 
convexe  vers  l’axe  des  abscisses,  et  que  cette  circons- 
tance doit  avoir  lieu  quelque  près  qu’on  suppose  les 
points  P , P',  P",  ou  quelque  petite  que  soit  h , on 

day 

en  conclura  que  le  terme  h*,  qui  commence  le 

développement  de  M"Q'  — M'Q,  et  qui  peut  être 
Tendu  le  plus  considérable,  doit  avoir  le  même  signe 
que  la  différence  M“Q' — M'Q-,  or  la  quantité  h* 
étant  essentiellement  positive,  il  suit  de  ce  qui  pré- 
cède que  est  négatif  quand  la  courbe  est  concave  • 

vers  son  axe  des  abscisses , et  positif  dans  le  cas  con- 
traire. 

L’inspection  des  courbes  cm  placées  au-dessous  de 


(*)  Ceci  fournit  une  explication  bien  «impie  des  différons  ordres 
«T infiniment  petits  (|uc  Leibnitz  admettait.  Il  regardait  la  difi'ç- 
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ï ax©  des  abscisses , montre  que  les  signes  de 

doivent  etre  pris  dans  un  ordre  inverse  quand  l’or- 
donnée est  néghtive  , et  que  parconséquent  : une 
courbe  est  concave , ou  convexe  vers  l’axe  des  asbeisses 
selon  que  P ordonnée  et  son  coefficient  différentiel  du 
second  otdre,  sont  de  signes  contraires  ou  de  même 
signe. 

65.  Connaissant  par  le  coefficient  , l'angle  MTP, 

dx  ° 

rien  n’est  plus  aisé  que  de  construire  la  tangente  MT-, 
1 î mais  on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sous- 
tangente  PT , qui  se  calcule  en  observant  que 


PM  dy  PMdx 

Fr=Edo"”e-Pr=-d7- 


Le  triangle  PMT,  rectangle  en  T,  donne  la  tangente 

MT—  V~ ÏM+  ~PÎ’=y  j/ 1+^. 

* La  considération  des  triangles  semblables  PMT  et 
P MR  ( Trig.  1 5a  )_,  donne  la  sounormale 


PR  = PM 


PM ydy 

~PT~~Ax‘ 


Le  triangle  P MR,  rectangle  en  P,  donne  la  nor- 
male 


rcntielle  première  comme  infiniment  petite  A l’égard  de  l’ordonnee; 
la  différentielle  seconde  comme  infiniment  petite  A lVgard  de  Ja 
différentielle  première,  et  ainsi  de  suite.  D’après  ee  principe,  il 
négligeait  les  unes  par  rapport  aux  mures , ce  qu’il  faut  faire  en 
'effet  lorsque  l’on  veut  passer  aux  limites. 


». 
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MR^=V^PM  + PR=y\/  i + ^T- 

* 

66.  Voici  maintenant  quelques  applications  de  ca? 
formules  : 


Ii’équation  générale  des  lignes  du  second  degre 
étant 

y a = mx  -f-  nx*  C Trig.  148  ) , 

on  a 

dy  m-f-an.x m -f-  2 nx 

dx  a y 2 y/  mx  + nx^ 

et  on  tire  de  là 

pT ydx  __  a (mx  -f  nx*) 

dy  m -f-  2 nx 

MT=y[// 1+^=]/^. mx+nx>-\ -4(m  + anx) 

rJÎ_  ydy— 7W~f~27lx 
dx  2 


i+^=V/mx+/*a:1+i(m+2nx)1- 

Dans  le  cas  où  n — o , la  courbe  devient  une  para- 
bole [Trig.  1 14 ) , et  alors  on  a seulement 

PT—  ax,  Ü/T—  y/mx  + 4x» 

PRz= — , MR^y/mx+^m1.  / 

a 

On  déduirait  de  ces  valeurs , les  résultats  et  les  cons- 
tructions indiqués  dans  l’application  de  l’Algèbre  à la 
Géométrie,  pour  les  lignes  du  second  degré. 


a 


* 
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Dans  la  courbe  représentée  par  l’équation^ 


x 3 — 3 axy  + y1  = o, 

on  a 

d y o y — x1 

dx  y»  — ax  ’ 

on  trouvera 

PŸ y — ary  _ 2flxy  — x* 

ay  — x1  ay  — x*  * 

valeur  qui  se  construira  facilement , lorsqu’on  aura  assi- 
gné celle  de  x et  déterminé  celle  de  y ( Trig.  64). 


67.  Il  est  souvent  plus  commode,  et  surtout  plu» 
élégant , de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par 
leur  équation  (.Trig.  148).  Pour  obtenir  celle  de  la 
première,  je  vais  chercher  en  général  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsque  deux  lignes  se  touchent.  En 
considérant  d’abord  ces  lignes  comme  ayant  deux  points 
ic.  1.  M et]ij',Jîg.  i, communs, il  est  évident  que  leurs  équa- 
tions doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  l’ordonnée 
PM  et  de  la  différence  M'Q,  correspondantes  à l’abs- 
cisse ÀP  et  à son  accroissement  PP'.  Si  donc  on 
entend  par  x , y,  les  cçordonnées  particulières  au  point 
M dans  la  courbe  proposée , et  qu’on  désigne  par  x'  ,y't 
celles  des  points  quelconques  de  la  ligne  qui  la  coupe 
en  M et  en  M'  , on  aura  pour  ces  deux  points 

y—y>  h '+ etc- = ^ ^ -4- etc-  ( 82 ). 

La  seconde  équation  est  divisible  par  h , eflorsqu’on 
en  prend  la  limite,  en  supposant  h = o , elle  se  réduit  à 

d./  _dy . 

dx'  dx  ’ 


v 


♦ 
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mais  dans  cette  hypothèse  les  deux  points  d’intersection 
se  réunissent  en  un  seul  qui  devient  un  point  de  contact 
pour  les  lignes  proposées,  puisqu’elles  n’ont  plus  que  ce- 
lui-là de  commun.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  lignes 
se  touchent,  on  a,  pour  le  point  de  contact  seulement. 


y —y» 


dx7  dx 


Lorsqu’il  s’agit  de  la  ligne  droite  dont  l’équation  est 
de  la  forme 

y'  ~Ax'  -f-  B ( Trig.  83),  et  donne  = A , 

on  a , pour  le  contact  de  cette  droite  avec  la  courbe 
proposée , 


y — Ax  -f-  B , 
d’où  on  çenclut 


A— 


dx 


ou 


B=y-xÿx  ety=^af+y-x-^ 

— y=:  4^- (x7— x). 


y —y 


a 


D’après  cette  équation  , celle  de  la  normale , qui  est 
perpendiculaire  à la  tangente  et  qui  passe  par  le  point 
M sera 

/-y  = “^C*W)(7Vig.  88). 

Pour  le  cercle  donné  par  l’équation 
y + xa  = a* , 


on  trouve 
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l’équation  de  sa  tangente  sera  parconséquent 

/— y — ~ x)’  — y3=  — 

ou  yy'  -{-  xx'  = a*  , 

puisque  y -f-  x^  — a*. 

L’équation  de  la  normale  devient 

y— y—y-^x'— *)» 

et  se  réduit  à 


Ce  qui  fait  voir  que  les  normales  du  cercle"  passent 
par  son  centre  qui  est  ici  l’origine  des  coordonnées 
( T ri  g'.  83),  et  ce  qui  doit  être  en  effet,  puisque  les 
normales  d’un  cercle  ne  sont  autre  chose  que  Ses  rayons. 


La  tangente  de  la  courbe  donnée  par  l’équation 
x 3 — 3axy  + y3  = o , 

% a pour  équation 

, ay— x*  , . 

y —y—  (•*  — x), 

u j v — ax 


ou 


yy  — axy' — y-f  axy==ayc' — x?x' — axy-f-x3. 

Si  l’on  met  pour  y sa  valeur,  et  qu’on  réduise , on 
obtiendra 

■>  (y  — ax)y-f-(a:*  — ay)  x'  — axy. 

68.  Si  on  se  proposait  de  mener,  par  un  point  donr 
pris  hors  d’une  courbe,  et  dont  a serait  l’abscisse  et 
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l’ordonnée , une  tangente  à cette  couAe , il  est  évident 
qu’il  faudrait  substituer  * au  lieu  de  x'^t  $ au  lieu  dej^ 
dans  l’équation  de  la  tangente , qui  deviendrait  alors 

v ^-y=È(‘t~xh 

et  servirait,  conjointement  avec  l’équation  de  la  courba 
proposée , à déterminer  les  coordonnées  x et  y du  point 
de  contact. 

Je  prends  le  cercle  pour  premier  exemple  ; l’équation 
de  sa  tangente  étant 

* 

yÿ  xx'  = a4  (n°  précéd.  ) , 

on  aura 

(ly nx  — a1 . 1 

Cette  équation  combinée  avec  celle  du  cercle  déter- 
minera les  coordonnées  a;  et  y des  points  de  contact  , 
ou  , ce  qui  revient  au  même  , ces  points  seront  à la  ren- 
contre du  cercle  avec  la  droite  exprimée  par  l’équation 

fiy  -f-  Ax  — a*  ( Trig.  1 10).  ' 

Dans  la  courbe  correspondante  à l’équation 

x3  — 3 axy  +_y3  = o , 

le  point  de  contact  se  trouverait  en  cherchant  l’intersec- 
tiOn  de  cette  courbe , avec  la  ligne  du  second  ordre  ré- 
sultante de  l’équation 

jS  (j4  — ax)  -f-  a ( x1  — ay)  ■=  axy. 

69.  Pour  mener  une  droite  qui  touche  .une  courbe 
donnée  , et  qui  soit  en  même  temps  parallèle  à une 
droite  donnée  de  position , ou  qui  fasse , avec  l’axe  des 
abscisses,  un  angle  dont  la  tangente  soit  représentée 


) 
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__  ^ dy  , 

para,  il  suffrage  poser  ^-  — a(Fng.  85);  combi- 


nant cette  équation  arec  celle  de  la  courbe  proposée  , 
on  déterminera  les  valeurs  de  a;  et  de  y,  qui  conviennent 
au  point  de  contact  demandé. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  la  parabole 
ordinaire , on  aurait 


_y*  — mx , 
ce  qui  donnerait 


dy m 

dj  2 y 


m m 

y = — et  x — — -, 
J a a 4 a“ 


70.  Dans  tout  ce  qui  précède  , les  coordonnées 
x et  y ont  été  supposées  perpendiculaires  entr’elles; 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  quand  même  elles  fe- 
raient un  angle  quelconque , le  rapport  de  M'Q  à MQ , 
aurait  encore  pour  limite  celui  de  PM  à.  PF-,  l’équation 
de  la  tangente  ne  changerait  pas  de  forme.  A l’égard 
de  MF , de  MR  et  de  PR  on  trouverait  leur  expression 
par  le  moyen  des  triangles  MPF , MF  R et  MPR  , 
dans  lesquels  on  connaîtrait  toujours  ou  un  angle  et 
deux  côtés , ou  deux  angles  et  un  côté. 


71.  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente 
d’une  courbe  proposée  , lorsque  le  point  de  contact 
s’éloigne  de  plus  en  plus  de  l’origine  des  coordonnées  , 
on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a , comme  l’hyper- 
bole , des  lignes  droites  pour  asymptotes  ( Frig . i5 4) , 
et  déterminer  leur  position. 

rtc.  3.  On  voit  çp  effet  que  dans  une  courbe  MX,Jig.  3, 
qui  a une  asymptote  RS,  à mesure  que  le  point  M 
s’éloigne  de  l’origine,  la  tangente  MF  s’approche  de 
l’asymptote,  et  les  points  7’ et  D marchent  respective- 


\ 
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méat  vers  les  poiats  R et  E,  ensorte  que  AR  et  AE  sont 
des  limites  que  les  valeurs  de  AT  et  de  AD  ne  sauraient 
franchir , ni  meme  atteindre , mais  dont  elles  peuvent 
approcher  aussi  près  qu’on  voudra.  Il  suit  de  là  que  pour 
trouver  si  une  courbe  a des  asymptotes,  il  faut  chercher 
si  les  expressions  de  AT  et  de  AD,  relatives  a cette 
courbe  , sont  susceptibles  de  limites;  et  lorsque  cela 
arrivera,  Ces  limites  étant  construites  , donneront 
les  deux  points  R et  E , par  lesquel»  on  mènera  la 
droite  RS , qui  sera  l’asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  AT  et  de  AD  se’tirent  de  celle 
de  PT’-,  la  première,  en  observant  que  AT=  AP — PT) 
la  seconde,  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ADT 
et  MPT)  on  les  déduit  aussi  de  l’equatimi  de  la  tangente 
en  faisant  successivement  y' = o et  A —o  ( Trig.  83). 
On  trouvera 

AT=x-y~,  AD=y-x&. 

72.  Ce  qui  précède  étant  appliqué  à l’équation 


conduit  à 

AT—x— 

* AD=y  — 


y a = mx  -f-  nx* , 
ay* - 


■mx 


m -J-  277X  m -j-  a/ix  ' 
m x anx1  . mx 


2 1/  mx  -f-  nx* 


Les  derniers  membres  de  ces  équations  pouvant  ttre 
mis  sous  les  formes , 


771 


m , | / m . 

— -f-an  2 J/ 71 


leurs  limites  respectives , dans-le  cas  où  on  suppose  x 


FIG. 
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infini,  sont 

— — = AR  et  ~^  — AE. 
an  2 \ ri 

Si  n était  nulle , les  expressions  de  AT  et  de  AD 
deviendraient  infinies  en  même  temps  que  x , et  la 
courbe  proposée  n’aurait  point  d’asymptotes  ; elle  n’en 
aura  pas  non  plus , lorsque  n sera  négative  , parcequ’alors 
son  équation  n’admettra  point  pour  x une  valeur  infinie. 

Dans  la  courbe  représentée  par  l’équation 


on  a 


x3  — Zaxy  +_y3  = o ; 


AT-- 


_£22L 


ar 


ay 


AD  — - 


r- 


ax 


pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  tendent  ces  ex- 
pressions , à mesure  que  y augmente  , il  faudrait 
substituer  au  lieu  de  y la  limite  vers  laquelle  il  tend , 
et  connaître  parconséquenrt-’expression  de  y en  x ; 
mais  on  peut  suppléer  à cette  expression , dans  l’exemple 
présent,  par  un  artifice  analytique  fort  simple.  Si  on 
fait  x~  ty , l’équation  proposée  devient  divisible  par 

- • 3<z£ 

y-,  on  en  tire  y = ; 


et  il  est  facile  de,  voir 


alors  que  la  supposition  de  f = — 1 , rendra  y infini 
et  donnera  x = — y.  En  changeant  x en  — y dans 
les  expressions  de  AT  et  de  AD  , puis  prenant  les 
limites,  on  aura 

A R — — a—  AE\ 


et  menant  par  les  points  R et  E , Jig.  4>  construits  ' 
avec  les  vfleurs  précédentes,  la  droite  RE,  elle  sera 
l’asymptote  des  branches  A Y et  AZ. 

7P' 
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73.  Si,  l’une  des  quantités  AR  ou  AE  restant  finie, 
l’autre  devenait  infinie  , il  est  évident  que  l’asymptote 
serait  parallèle  à l’axe  sur  lequel  se  trouve  cette  dernière. 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit 
avoir  la  courbe  proposée  , il  faut  donc  faire  successi- 
vement x infini  et  y'  infini , et  substituer  dans  les  expres- 
sions de  AT  et  de  AD , chacun  des  résultats  differens 
que  donnent  l’une  et  l’autre  hypothèse.  Lorsque  AT  et 
AD  seront  toujours  infinies  en  même  temps  , on  en 
conclura  que  la  courbe  proposée  n’a  pas  d’asymptote. 


Il  pourrait  arriver  que  ces  quantités  fussent  foute» 
deux  nulles  : dans  ce  cas,  la  courbe  aurait  pour  asymp- 
tote une  droite  menée  par  l’origine  des  coordonnées  ; 
mais  comme  on  n’en  connaîtrait  alors  qu’un  point , il 
faudrait  en  chercher  la  direction,  et  pour  cela  on  pren- 
drait la  limite  de  l’expression  ^ , qui  représente  la 

tangente  de  l’angle  MTP  ( G4)  , pour  un  point  quel- 
conque dé  la  courbe , et  on  aurait  la  tangente  de 
l’angle  S RB. 


. 74-  On  suppose  ordinairement  comme  une  chose 
évidente  , qu’n/t  petit  arc  de  courbe  peut  être  pris  pour 
sa  corde , c’est-à-dire  que  le  rapport  de  l’arc  et^le  sa 
corde  a pour  limite  l’ unité.  Cette  proposition , Lès-im- 
portante , a néanmoins  besoin  d’étre  démontrée  , et 
peut  l’etre  comme  il  suit. 

Le  triangle  rectangle  MM'Q , fig.  5,  donne  ne-  5. 

MM'  = / Wp  + ffîJ?  ; 
on  a de  plus  (Su), 


+ 


•Cale.  dijf. 


etc. 

G 
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On  peut  mettre  ce  développement  sous  la  Forme 

(p  +Ph)  h, 

en  faisant  , 

et  %-=p; 

dx*i.a  dx^i.a.S  dx 

on  obtiendra 

MM'  — \/ hA  (p  + Phy -A*  = h \/ i + {p  + Phÿ. 

Menant  ensuite  la  tangente  MN , on  trouvera 

NQ  = MQ  tang  NMQ  ~ph  (64) 

MN  — Vl?  + P“A“  — W 1 -HP" 

M'N—  NQ  — M'Q  = — ^-^—etc.  — — Ph •; 

et  on  conclura  de  là 

MNJrM'N  h y/'i  -{- p*  — Ph*  y/i-fp*  — Ph 
MM'  ~ h^x+tp+Phy  ~ ÿi+(p+Phÿ  ’ 
rapport  qui  a pour  limite , 

V » +P*  _ , 

l/i-f-p1 

Mais  l’arc  MOM'  est  toujours  compris  entre  la  corde 
MM'  et  la  ligne-brisée  MN  -f  M'N',  donc, à plus  forte 

raison,  le  rapport  •••jfajp-  a pour  llmlte  l unité. 

75.  11  est  évident  que  l’arc  d’une  courbe  est  une 
fonction  de  l’abscisse  ; et  pour  avoir  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  cette  fonction , il  faut  chercher  la  limite  du 
MOM' 

rapport  —pp~  > or  on  a 

MOM'  MM'  w MOM' 

PP'  PP'  * MM'  ’ 
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Substituant  la  valeur  du  premier  rapport  du  second 
membre , faisant  h — o pour  passer  à la  limite  , le 
deuxième  rapport  deviendra  l’unité,  et  l’on  aura  (8) 
VT+ÿ-,  si  l’on  nomme  donc  z l’arc  CM,  il  viendra  v 

d£=[/'+%  ou  <k=t/ àx*  + dy>. 

Le  cercle  dont  l’équation  est 
xu  -\-y*  = a1 , 


donnant 


il  vient 


dz 


oxLr  -f-_ydy  — o , ou  dj  = — , 


= 1/ 


dra 


jr“dx2 


= 


y 

aàx  aàx  ' 

y \/  a* — 3?  * 

résultat  qui  rentre  dans  celui  du  n°  55 , lorsqu’on  sup- 
pose a — 1 . 

76.  La  différentielle  de  l’aire  du  segment  ACMP 
d’une  courbe  s’obtient,  en  observant  que  le  rapport 
des  rectangles  PP' QM  et  P P'M' N,  ftg.  6,  qui  ont  fic.  o. 
, , P'M' 

même  base , est  égal  à —ppp  > et  *îue  sa  limite  est  par- 

conséquent  l’unité.  Il  suit  de  là  que  le  trapèze  curvi- 
ligne PP' MM' , toujours  compris  entre  les  deux  rec- 
tangles dont  on  vient  de  parler,  et  représentant  l'ac- 
croissement que  reçoit  le  segment  ACMP  lorsque  l’abs- 
cisse augmente  de  PP' , tend  sans  cesse  à devenir  égal 
au  rectangle  PP'  QM,  ou  que  le  rapport 

PP'M'M  P P'M'  M 


P P'  X P M 


PP' 


X 


PM 
G a 


\ 
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a pour  limite  l’unité.  En  nommant  donc  s la  fonction 
de  x , correspondante  à l’aire  A CMP , on  aura  pour 
la  limite  (8) 

PP' MM'  __  d£ 

~ d.r 


et 


PP' 

dj  1 . 

X - — i ou  di: 
d*  y 


yàx. 


Dans  le  cercle 


di  — dx  \/  a*  — x*  ; 

ainsi , quoiqu’on  ne  puisse  pas  assigner  l’expression  al- 
gébrique du  segment  circulaire  , on  parvient  à celle  de 
différentielle  par  la  considération  des  limites. 

Recherche  des  points  singuliers  des 
courbes. 

77.  On  appelle  points  singuliers  d’une  courbe  ceux 
dans  lesquels  elle  offre  quelque  circonstance  remar- 
quable ; et  le  calcul  différentiel  fournit  des  moyens 
très-simples  pour  en  reconnaître  l'existence,  et  en  dé- 
terminer la  position. 

Lorsque  le  coefficient  différentiel  -A } qui  exprime  la 

tangente  de  l’angle  MTP  (d>4))  est  nul,  il  s’ensuit  que 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point  M est  parallèle 
à la  ligne  des  abscisses , et  s’il  change  de  signe  après  ce 
point,  la  tangente  incline  alors  du  côté  de  l’ordonnée 
opposé  à celui  où  elle  inclinait  d’abord.  L’inspection 
««■7  des  deux  figures  7 et  8,  montre  que  dans  ce  cas,  l’or- 
C donnée , après  avoir  atteint  une  certaine  grandeur , vient 
à diminuer  ( fig . 7),  ou  bien  qu’après  avoir  diminué 
jusqu’à  certain  point , elle  vient  à croître  (fig-  8 ).  - 
La  première  circonstance  répond  évidemment  au 
maximum  de  l’ordonnée  y , et  la  seconde  à sou  mini - 
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mum.  Quand  l’un  ou  l'autre  ont  lieu , on  a donc  éga- 
lement ^ = o , ainsi  que  le  montrent  les  considérations 

uX 

analytiques  (48). 

78.  Les  considérations  géométriques  prouvent  aussi 
que  ce  caractère  ne  convient  pas  seulement  aux  points 
où  il  y a maximum  ou  minimum , mais  qu’il  a encore 
lierfdans  d’autres  circonstances.  Quoique  la  tangente 
au  point  M de  la  figure  9 soit  parallèle  à la  ligne  des 
abscisses , ce  point  ne  correspond  pourtant  pas  à un 
maximum  , parcequ’au  - delà  l’ordonnée  continue  à 
croître  •,  mais  il  faut  remarquer  que  la  concavité  de  la 
courbe,  d’abord  tournée  vers  l’axe  des  abscisses,  ou 
placée  au-dessous  de  Ja  tangente  , est  ensuite  tournée 
du  côté  opposé.  Cette  circonstance  est  ce  qu’on  appelle 
une  inflexion , et  le  point  M est  un  point  d’inflexion  ; 

elle  se  remarque  parceque  le  coefficient  change 

de  signe  avant  et  après  le  point  M (64)  • Elle  se  recon- 
naît, encore  en  cherchant  la  position  de  la  courbe,  par 
rapport  à sa  tangente , avant  et  après  ce  point. 

L’équation  de  la  tangente  étant  en  général 

• * 

(/-y)  = £(*'-*)  (67)> 

on  aura , en  faisant  x = x + h , 

y -4 


FIG.  p. 


OU 


dy , 


r=y  + £*. 

pour  l’expression  de  P' N',  Jig.  10,  qui  est  l’ordonnée  derio.  10. 
la  tangente  correspondante  au  point  P"  dont  l’abscisse 
est  x -h-,  mais  puisque  y'  est  une  fonction  de  x,  on 
aura  (21  ) pour  P'M'  cette  série 

G 3 
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y + & h-  + Êy  JL + Æ JL.  + e te 

' dx  1 +dx»i.2+  dr*  1.2.3^ 
d’où  on  déduira 


P'M'  —P' N'  : 


JCl 


+ 


d^y  A3 


-f-  etc. 


dx*  x .a  dx3  î .2.3 
Prenant  sur  l’axe  des  abscisses  un  point  P t en  ar- 
rière du  point  P,  et  dont  l’abscisse  soit  x — h , on  tçpu- 
verait  de  meme 

p m -p  n 1_  d>.  — *1 

' ' dx,  1>a  àxs  12_3 


( • * . day 

Il  est  évident  maintenant  que  si  = o 


-f-  etc. 
les  deux 


différences 

P’M' 


-rir=  P, 


A3 


dx3  1.2.3 
d3y  A3 


-f-  etc. 


-f-  etc. 


P,M—  P,Ts\—— * 

' ' • ' ' dx3  1.2.3 

• * 

seront  de  signes  contraires,  au  moins  lorsqu’on  pren- 
dra A assez  petite  pour  que  le  premier  terme  de  la  série 
soit  plus  grand  que  la  somme  des  autres  (48);  ainsi 
la  courbe  proposée , après  avoir  été  au-dessous  de  sa 
tangente,  passera  au-dessus,  et  vice  versa. 
ne.  g.  I]  y aura  donc  au  point  M , Jig.  g , inflexion  et  non 

pas  maximum  ou  minimum  , si  y devient  nul  en 

même  temps  que  , et  en  général  si  le  premier  des 

coefficiens  différentiels  qui  ne  s’anéantissent  pas  est  d’nn 
ordre  inîpair.  Telle  est  la  signification  géométrique 
des  caractères  analytiques  indiqués  dans  le  n°  4,9- 

79.  Il  peut  y avoir  inflexion  dans  des  points  où  la 
tangente  n’est  pas  parallèle  à la  ligne  des  abscisses , et  où 

l’on  n’ait  pas  parconséquent  o;  mais  le  carac- 
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tère  de  ce  point  est  toujours  lejchangement  du  signe  de 
day 

^ par  rapport  a y% 

Il  est  évident  que  toute  quantité  entière  ne  peut 
changer  de  signe  qu’en  passant  par  zéro  ; mais  une 
quantité  fractionnaire  peut  aussi  changer  de  signé  en 
passant  par  l’infini  y ainsi  que  cela  arrive  à l’expression 

- , qui  devient  successivement 
x 1 


« a a 

V Z'  ~by 

lorsqu’on  y fait  x = b,  x=o,  x= — b:  on  peut 
donc  conclure  de  ce  qui  précède  , que  pour  un 

point  d' inflexion  est  nul  ou  infini  ; mais  il  ne  faut 

pas  renverser  cette  proposition.  , 

80.  Quand ^ au  lieu  de  s’évanouir  devient  infini, 

dr  ^ 

T’ordonnée  devient  tangente  comme  enE ,Jig.  îï  ; cette 
circonstance  répond  à une  limite  de  la  courbe  dans  le 
sens  des  abscisses , c’est-à-dire  à un  marimumouàun 
minimum  de  l’abscisse  , à moins  qu’il  n’y  ait  en  ce  point 
une  inflexion  dans  laquelle  la  tangente  soit  perpendi- 
culaire à la  ligne  des  abscisses. 

81.  On  a vu  , n°  55  , flue^.  devenait  infini 

lorsque  quelque  radical  disparaissait.  H faut  remar- 
quer qu’ alors  pour  une  seule  valeur  de  y , le  change- 
ment de  cette  fonction  doit,  contre  la  règle  ordinaire, 
avoir  plusieurs  valeurs;  car  sans  cela  on  n’en  retrouverait 
plus  le  nombre  que  comporte  le  degré  de  la  fonc- 
tion , et  qui  doit  demeurer  toujours  le  même,  l’égalité  de 
plusieurs  de  ces  valeurs  ne  pouvant  être  qu’instantanée. 

Cette  circonstance  se  trouve  au  point  2?  , où  il  est 
visible  que  pour  l’abscisse  Ac , consécutive  à AC,  la 
courbe  a deux  ordonnées , et  que  parconséquent  la 


/ 


a 


FIG- TI. 


( 
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même  ordonnée  CE  a d^ix  différences,  l’une  ce' — CE  , 

et  l'autre  CE — ce. 

Il  en  arrive  autant  au  point  G où  deux  branches 
de  la  courbe  se  coupent  ; l’ordonnée  particulière  FG 
a aussi  pour  le  meme  accroissement  d’abscisse  Ff  deux 
différences , l’une  fg'  — FG , l’autre  FG  — fg-,  mais 
dans  les  autres  parties  de  la  courbe , une  meme  ordonnée 
n’a  pour  chaque  accroissement  d’abscisse  qu’une  seule 
différence.  / 

Les  points  qui  sont  l’intersection  de  plusieurs  branches 
comme  G,  ou  la  réunion  de  deux  branches  GDE  et 
GD'E , comme  E , sont  nommés  points  multiples.  On 
les  reconnaît  parcequ’une  seule  ordonnée  a pour  une 
même  abscisse  plusieurs  différentielles,  ce  qui  fait 
que  le  coefficient  différentiel  y devient  infini.  11  peut 
aussi  s’y  montrer  sous  la  forme  et  cela  arrive  tou- 
jours lorsque  son  expression  contient  en  même  temps 
les  defk  variables  xety\  * 

Dans  chacun  de  ces  points  la  courbe  a plusieurs  tan- 
gentes. En  G,  par  exemple,  elle  en  a deux  bien  dis- 
tinctes ; en  E elle  en  a encore  deux,  mais  réunies  en  une 
seule,  qui  est  la  limite  de  celles  de  la  branche  supérieure 
GD'E  et  de  celles  de  la  branche  inférieure  GDE. 

82.  Les  points  multiples  prennent  quelquefois  deux 
formes  particulières  auxquelles  on  a donné  le  nom  de 
rebroussement , parceque  les  branches  de  courbe  qui 
s’y  rencontrent  ne  s’étendent  pas  au-delà.  Celui  de  la 
ta  fig.  in  , dans  lequel  les  deux  branches  s’opposent  leur 
convexité , est  le  rebroussement  de  la  première  espèce  ; 
et  celui  de  la  fig.  i3,  dans  lequel  les  deux  branches 
tournent  leur  concavité  du  même  côté,  est  le  rebrous- 
sement de  la  seconde  espèce.  * , 

Ces  points  11’ont  qu’une  seule  tangente  , mais  qu’on 
doit  regarder  comme  double , ainsi  que  celle  du  point  E 
dans  la  fig  du  n9  précédent  ; et  ils  se  distinguent  des 


V 
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autres  points  multiples  par  la  marche  que  tient  la  courbe 
avant  et  après,  à l’égard  de  sa  tangente,  et  qu’on  petit 

reconnaître  par  le  signe  du  coefficient  (64),  en 

prenant  successivement  pour  x des  valeurs,  l’une  plus 
grande  et  l’autre  plus  petite  que  l’abscissejrui  corres- 
pond au  point  multiple  qu’on  se  propose  dwaminer. 

83.  Tout  ce  qui  précède  peut  être  réduit  à cette  règle 
aussi  simple  que  sûre  : on  obtiendra  généralement  l'indi- 
cation de  l’abscisse  à laquelle  répond  un  point  singulier, 
en  cherchant  dans  quels  cas  les  coefficiens  différentiels , à 
partir d’ un  ordre  quelconque , deviennent  nuis  ou  infinis 
ou  | : l’on  assignera  l’espèce  du  point,  i°.  en  examinant 
combien  il  passe  de  branches  de  la  courbe  à ce  point , 
et  si  elles  s’étendent  ou  non  en-deçà  et  au-delà  ; a°.  en 
déterminant  la  position  de  leur  tangente  ; 3°.  le  sens 
dans  lequel  elles  tournent  leur  concavité  ou  leur  con- 
vexité. 

84-  On  rencontre  dans  la  famille  de  courbes  repré- 
sentées par  l’équation  très-simple , 

y — b -f-  c (x  — a)m, 

des  exemples  de  presque  toutes  les  particularités  indi- 
quées précédemment  ; et  leur  discussion  est  bien  propre 
à éclaircir  la  règle  ci-dessus. 

L’expression 
d“y  ^ ' 

g-jL  = ro(m— O (m  — n-f-  i ) c (x—  a)"—  , 

lorsqu’on  y fait  x = a , s’évanouissant  pour  tous  le» 
cas oùm>n,  et  devenant  infinie  dans  ceux  où m <fn , 
il  en  résulte  que  l’abscisse  a répond  à un  point  singulier. 

L’exposant  m peut  être  positif  ou  négatif,  plus  grand 
ou  moindre  que  l’unité  : je  le  • supposerai  d’abord  po- 
sitif et  ]>  1 . v # 

S’il  est  un  nomber  pair , ou  fractionnaire  , mais  de 
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numérateur  pair  , on  trouve , i°.  soit  qu’on  prenne 
x <C  a ou  x > a , la  même  valeur  pour  y ; la  courbe 
s etend  donc  sur  les  abscisses  qui  precedent  et  qui  sui- 
vent a,  et  il  ne  passe  qu’une  seule  branche  par  le  point 
qu’on  examine. 

a°.  Par  l’expression 

# 

9 dy 

-f-  —me  Çx  — a)m-'y 


qui  s évanouit  quand  x=a,  on  voit  que  la  tangente 
à ce  point , est  parallèle  à l’axe  des  abscisses. 

3°.  Si  on  fait  alternativement  x <^a  et  x^>  a dans 
la  valeu»  de 

dsy 

(m— i)  c (x  — a)—*, 

et  qu’on  observe  que  , d’après  l’hypothèse  établie  , 
1 exposant  m — 2 est  encore  un  nombre  pair  ou  un  nom- 
bre fractionnaire  de  numérateur  pair  , on  reconnaîtra 
que  ce  coefficient  différentiel  conserve  le  même  signe 
dans  les  deux  cas,  comme  l’ordonnée  y,  et  que  par- 
conséquent  la  courbe  tourne  sa  concavité  du  même  côté 
avant  et  après  le  point  qu’on  examine.  Son  cours  auprès 
ne.  14.  ce  point  j est  donc  un  de  ceux  que  représente  la  fi- 
gure 1 4 ; le  premier , si  c est  négatif,  et  le  second  dans 
le  cas  contraire. 

Si!  exposant  m est  un  nombre  impair,  ou  fractionnaire, 
mais  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  tous 
deux  impairs , l’ordonnée  pour  chaque  abscisse  n’â 
qu’une  seule  valeur  ; et  en  prenant  x<a  etr>o,  on 
trouve  pour^  deux  valeurs  réelles  : la  courbe  s’étendra 
encore  avant  et  après  le  point  qu’on  examine,  et  il  ne  pas 
^ fera  qu’une  branche  à ce  point;  La  tangente  est  toujours 
parallèle  à la  ligne  des  abscisses;  mais  l’exposant  m — 2 
étant  alors  ou  un  nombre  impair  ou  fractionnaire  de 
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numérateur  et  de  dénominateur  impairs , le  coefficient 

changera  de  signe  lorsqu’on  y fera  x < a et  x > a ; 

la  courbe  ne  tournera  parconséquent  pas  sa  concavité 
du  même  côté  avant  et  après  le  point  qu'on  examine  : ce 
point  sera  donc  une  inflexion  comme  dans  la  lig.  i5.  F,c- lj 


Enfin , si  l’exposant  m e^t  un  nombre  fractionnaire 
dont  le  dénominateur  soit  pair,  la  quantité  (x — a)m 
étant  alors  susceptible  des  signes  ± , l’ordonnée  y a 
pour  bloque  abscisse  deux  valeurs  réelles  quand  x^>a, 
et  imaginaires  quand  x<^a;  il  passe  donc  deux 
branches  de  courbe  par  le  point  qu’on  examine  ; mais 
qui  ne  s’étenden£  que  d’un  côté.  Leur  tangente  est 
encore  parallèle  à l’axe  des  abscisses.  Le  coefficient 
day 

a deux  valeurs  de  signes  différons , tandis  que 

celles  de  l’ordonnée  sont  de  même  signe.  Il  suit  de  là 
qu’une  des  branches  tourne  sa  concavité  vers  l’axe  des 
abscisses , et  l’autre  sa  convexité  , ainsi  que  le  montre 
la  figure  16,  ce  qui  produit  un  rebroussement  de  laric  iG. 
première  espèce. 


5°.  Si  l’exposant  m<^i  , comme  on  aurait  alors 


dj» me 

dx  (x — a)1- 1 “ ’ 

la  valeur  x~a  rendrait  ce  coefficient  différentiel  infini  ; 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point  oùi  = a,  serait 
perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses.  On  trouverait,  par 
des  considérations  semblables  aux  précèdent  es,  que  le 
point  C est  une  limite  de  la  courbe  suivant  l’axe  des 
abscisses , lorsque  m est  une  fraction  dont  le  numéra- 
teur est  impair,  et  le  dénominateur  pair;  que  ce  point 
est  un  rebroussement  lorsque  le  numérateur  esjpair 


\ 
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enfin  une  inflexion  lorsque  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur sont  tous  deux  impairs  (*). 

L’ordonnée  deviendrait  infinie,  et  se  changerait  en 
asymptote , si  l’exposant  m était  négatif. 

85.  La  courbe  représentée  par  l’éqaation  > 


(y—x7)1  — x 5 

offre  un  exemple  du  rebroussement  de  la  seconde  es- 
pèce (82).  Dans  cette  courbe , • 

1 

y=x*±xi.  , 


V*  Pour  savoir  si  elle  a quelque  point  singulier,  il  faut 
chercher  si  quelqu’un  des  coelficiens  différentiels  de  la 
fonction  y ne  de'vient  pas  nul  ou  infini.  On  obtient 
d’abord 


d*y  _ 


dx 


5 3 1 
:-.-x  ; 
2 2 


le  premier  de  ces  résultats  s’évanouit  quand  x=o,  le  se- 
cond se  réduit  à a-,  et  l’on  voit  ensuite  que  le  troisième 
coefficient  différentiel , 

T» 

dx3  22e 

devient  infini  dans  ce  cas  : le  point  correspondantàxn=:o, 
est  donc  un  p0nt  singulier.  Il  est  d’abord  évident  que 
ce  point  est  une  limite  de  la  courbe  qui  ne  s’étend  pas 


riG  I"  (*)  Le  rebroussement  «le  la  fig.  17  pourrait  à la  rigueur  #tre  pris 
et  18.'  peur  un  maximum , et  celui  de  la  fig.  18  pour  uu  minimum . 
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du  côté  des  abscisses  négatives , puisque  le  terme  x% 
devient  alors  imaginaire.  Les  valeurs  du  coefficient 


sont  toutes  deux  positives  quand  x est  très-petit 


et  de  même  signe  que  celles  de  y ; les  deux  branches 
de  la  courbe  tournent  donc  en  même  temps  leur  con- 
vexité vers  l’axe  des  abscisses  AD , Jig.  i3  : elles  se  fic.  i3» 
touchent  au  point  A , car  elles  y ont  pour  tangente 


commune  l’axe  AB , puisqu’à  ce  point  ^ — o.  Il  ré- 


sulte de  l’ensemble  de  ces  caractères  que  la  forme  de 
la  courbe  en  ce  point  est  telle  que  la  représente  la 
figure. 


Les  exemples  précédens  ne  se  rapportant  qu’à  des 
points  singuliers  où  les  branches  de  la  courbe  se  touchent, 
ne  donnent  lieu  qu’à  une  seule  tangente;  la  courbe  cor- 
respondante à l’équation  ay=\/  a?  x* — ,r*dun0  52  pré- 
senterait au  point  oùx  = o,  deux  branches  qui  se  cou- 
pent en  deux  tangentes  ; mais  je  ne  m'arrêterai  point  à 
cet  exemple  , parceque  plus  loin  j’en  développerai  un  • 
autre  qui  offrira  la  même  circonstance. 


86.  Les  courbes  sont  accompagnées  quelquefois  de 
points  isolés  qui  ont  le  caractère  des  points  multiples;  mais 

on  les  en  distingue , parceque 

prend  pour  les  premiers  une  valeur  imaginaire. 

Soit  l’équation 


le  coefficient  différentiel  ^ 
d-u 


cy 1 — x3  -f-  bxa  — o , 

d'où  l’on  tire 
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* dv x (3x — 2 6) 

dx  2 y/  OJS*  (x  — i ) 

Le  coefficient  différentiel  devient  ° lorsque  x= : o;  mais 
on  peut  en  avoir  la  vraie  valeur  en  supprimant  le 
facteur  x , commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  : 
on  obtient 

dy 3x — ai 

dx  a a (x  — i)  ’ 

faisant  alors  x r=  o , il  en  résulte 

dy  a b 

dx  2 — ab 

expression  imaginaire.  * 

Dans  la  même  hypothèse,  l’équation  proposée  donne 
y = o;  mais  cette  ordonnée , qui  est  imaginaire  lorsque 
x est  négatif,  redevient  encore  telle  jusqu’à  ce  que  x=i; 
no.  ao.ainsi  le  point  A ,Jig-  20,  quoique  compris  dans  l’équa- 
tion de  la  courbe , en  est  absolument  détaché. 

Les  points  de  cette  espèce  se  nomment  points  con- 
jugués; ils  résultent  de  ce  qu’une  portion  finie  de  la 
courbe  proposée  s’évanouit  par  la  détermination  parti- 
. culière  de  quelque  constante  de  son  équation.  La  courbe 

représentée  par  l’équation 

* 

qya  — x3  -f-  (Z> — Ox*-f-&rx  = q,  v .. 
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qui  donne  * 


X (.r — b ) (jc+  c) 


offre  un  exemple  de  ces  changemens.  Elle  a d’abord 
le  cours  représenté  dansla  fig.  19;  la  supposition  de  c=o 
réduit  la  partie  AF  au  seul  point  A,Jîg.  20,  comme  ne-  ’-Ç), 
on  l’a  vu  ci-dessus  : elle  prend  la  fig.  21  lorsque  b= o , j.ff 

sans  que  c s’évanouisse , et  la  fig.  22 , si  l’on  fait  en 
même  temps  b = o,  c—  o. 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sont  pas  visibles  : ce  sont  ceux  qui  résultent  d’un 
nombre  pair  d’inflexions  qui  se  réunissent  en  une  seule. 

( Voyez  pour  ces  points  et  pour  ceux  de  serpentement 
dont  ils  dérivent , le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral ).  (*) 

Exemple  de  l’analyse  d’une  courbe. 

« 

87.  On  divise  les  lignes  en  différens  ordres  d’après 
le  degré  de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  pre- 
mier ordre,  parcequ’elle  représente  l’équation  géné- 
rale du  premier  degré  à deux  indéterminées.  Les  lignes 
du  second  ou  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les 
équations  montent  au  second  ou  au  troisième  degré  , et 
ainsi  des  autres.  Newton  considérant  que  le  pfemier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite  et  que  les  courbes 


(*)  En  quittant  ce  sujet,  je  ferai  observer  que  la  marche  suivie 
dans  c<v  qui  précédé , pour  de'terminer  les  points  singuliers  des 
courbes  , déjà  tracée  dans  le  premier  volume  du  Traité  du  Cal- 
cul différentiel  et  du  Calcul  intégral , et  la  règle  du  n°  83  , qui 
se  trouve  dans  la  première  éditiou  de  cet  abrégé , paraissent  ne  rien 
laisser  à désirer. 
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ne  commençaient  à se*montrer  que  d|ns  le  second  , 
divisa  ces  dernières  en  genres , et  nomma  courbes  du 
premier  genre  les  lignes  du  second  ordre  , courbes  du 
deuxième  genre  celles  du  troisième  ordre  , et  ainsi  de 
suite. 


Les  lignes  d’un  même  ordre  se  subdivisent  en  espèces 
par  la  considération  des  principales  circonstances  de 
leur  cours. 

S’il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous 
les  degrés , rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le 
cours  de  la  courbe  représentée  par  une  équation  algé- 
brique quelconque.  En  effet,  supposons  que  cette  équa- 
tion étant  résolue  par  rapport  à l’une  des  indétermi- 
nées quelle  renferme,  y , par  exemple,  fournisse  les 
différentes  racines  X' , X" , X ",  etc.  qui  seront  néces- 
sairement des  fonctions  de  x et  de  constantes  ; la  ques- 
tion se  réduira  à examiner  en  particulier  le  cours  de 
chacune  des  lignes  produites  par  les  équations.  t 

yz=X'y  y = X",_  y=X\e  te. 

✓ 

lorsqu’on  donne  à x toutes  les  valeurs  tant  positives  que 
négatives,  que  peuvent  admettre  les  fonctions  X X" , 
X” , etc.  sans  cesser  d’être  réelles.  Ces  lignes  seront 
autant  de  branches  de  la  courbe  qui  représente  l’é- 
quaticm  proposée. 


L’étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par 
celle  que  comprennent  les  diverses  solutions  dont  est 
susceptible  l’équation  qu’elle  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  X' , X" , X " , etc.  il  s’en  trouve 
qui  deviennent  infinies,  ou  dans  lesquelles  on  «puisse 
supposer  x infini , il  en  naîtra  des  branches  dont  le  cours 
sera  infini,  puisqu’elles  pourront  s’éloigner  indéfiniment 
de  l’un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à-la-fois. 

Une 
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Une  branche  ne  s’arrête  que  parceque  l’expression 
de  son  ordonnée  devient  imaginaire , maïs  le  cours  de  la 
courbe  proposée  n’est  pas  interrompu  pour  cela  ; il  ar- 
rive seulement  alors  que  deux  branches  se  réunissent 
et  se  continuent  réciproquement.  On  s’eu  convaincra  en 
observant  que  les  valeurs  imaginaires  de  y sont  néces- 
sairement en  nombre  pair,  et  que  celles  d’un  même 
couple  ont  été  réelles  et  égales  avant  de  devenir  ima- 
ginaires. En  effet , l’équation  proposée  pouvant  tou-» 
jours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  premier  et  du 
second  degré , si  on  représente  pary1 — a Py  -f-Ç=oun 
de  ces  derniers,  on  verra  que  ses  racines,  P dt  v/  P* — Q , 
ne  deviennent  imaginaires  qu’à  cause  que  Q devient 
plus  grand  que  P * , de  moindre  qu’il  était  d’abord , et 
qu’il  y a parconséqueot  un  point  où  les  fonctions  de  x 
que  désignent  les  lettres  P et  Q , sont  telles  qu’on  a 
P*  = Q , ce  qui  anéantit  la  quantité  radicale , et  donne 
pour_y  deux  valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point , il 
arrivera  aussi  qu’un  pareil  nombre  de  valeurs  de  y de- 
viendront égales. 

88.  Soit  l'équation. 


équation 


jSay  + iooaaxa  — • x*  = o. 

Cette  éqtfflfion  résoluble,  soit  par  rapport à^,  soit- 
par  rapport  à x , donne  dans  le  premier  cas 

y ==  dz  yf  48a*  dz  \/  s3o4 a*  — ■ 1 ôôtFüF  -f-  x+. 


En  discutant  chacune  des  valeurs  de  y , comme  on  l’a 
fait  à l’égard  de  celles  de  l’équation  générale  du  second 
degré  à deux  indéterminées  ( Trig . 107  e.t  suiv.  ),  on 
pourrait  découvrir  l’étendue  et  les  limites  des  branches 

Cale.  dijf.  H 
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dont  la  courbe  proposée  se  forme  , déterminer  les  points 
où  elles  rencontrent  les  axes  ( Trig.  81  ) , où  elles  se 
coupent  ou  se  réunissent  mais  l’application  du  Calcul 
différentiel  abrégera  beaucoup  ces  recherches,  et  aura 
l’avantage  de  montrer  comment  elles  peuvent  s’effectuer 
lors  même  que  l’équation  de  la  courbe  proposée  est 
d’un  degré  trop  élevé  pour  qu’on  puisse  obtenir  l’expres- 
sion générale  de  l’une  des  variables  par  le  moyen  de 
l’autre. 


89.  Pour  déterminer  les  limites  de  la  courbe  dans 
le  sens  des  ordonnées,  ou  découvrir  si^  est  susceptible 
de  maximum  ou  de  minimum,  on  examinera  dans  quel 
cas  le  coefficient  différentiel. 


dj' x3 — 5oaax 

dx  y3  — 4&ay 
devient  nul  ; on  aura 

x3  — 5oa*x  — o, 

d’où  *x-  — o , x — rfc  5a  l/a. 


La  première  valeur  de  x,  substituée  dans  l’équation 
proposép,  donne 


_y  — o ety=±:4ai/6 


un  au- 


donnent 
ù-dessus  de 


Les  deux  valeurs  de^  , égales  à 
ns.  a3.  les  points  D et  L/  , Jig.  a3,  situés  1 

l’axe  des  abscisses , l’autre  au-dessous , et  qui  sont  de 
véritables  maxima.  On  s’en  convaincrait,  soit  en  cher- 
chant ce  que  devient  alors  soit  en  vérifiant  par 


l’expression  de  y , si  les  valeurs  des  ordonnées  qui  pré- 
cèdent et  qui  suivent- immédiatement , sont  toutes  deux 
plus  petites  que  4a  V 6- 
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gO.  Le  concours  des  deux  valeurs  x = o , etj?  = o, 

indique  le  point  A , et  rend  en  même  temps  ^ 

dx-  o 

Tour  savoir  ce  que  signifie  cette  dernière  expression  qui 
caractérise  en  général  un  point  multiple , il  faudrait  re- 
courir au  procédé  du  n°  56  ; mais  on  peut  y parvenir 
en  cherchant  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre. 
Pour  cela,  j’observe  que  la  différentielle  première  de 
l’équatian  proposée  est 

(_y3 — 4%ay ) dy  -f- ( 5oa*J7  — ar')dx— o. 


et  la  différentielle  seconde 

. (.y3— 4%ay)ày -f. (3y — 48a*)dy  1 __ 

-f-  ( 5oûa — 3xa)cLca  ! °* 

et  que , dans  le  cas  ou  x et  y s’évanouissent , celle-ci 
se  réduit  à 

— 48a*dya  -J-  5oaadxa  = o , 


que  parconséquent  elle  donne,  pour  ce  cas  seulement, 
les  valeurs  du  coefficient  ^ , qu’on  ne  peut  alors  tirer 
de  la  différentielle  première  : on  a en  effet 


âï  — -+-  i/m  — 

Y *o  — 


dx 


Il  suit  de  ces  valeurs  que  la  courbe  a au  point  A deux 
tangentes , qui  font , avec  l’axe  des  abscisses , des  angles 
dont  les  tangentes  trigonofnétriques  sont  respectivement 


H a 
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et  qu’il  est  parconséquent  aisé  de  construire  (*), 

Il  reste  à examiner  les  racines 


x = dz  5a  [/s 


Énles  substituant  dans  l’équation  proposée,  elles  rendent 
y imaginaire,  et  ne  donnent  parconséquent  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 


i 


g 1 . Pour  obtenir  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens 
des  abscisses , ou  ce  qui  revient  au  même , les  maxima 
et  les  minima  de  x (80) , on  égalera  à o le  dénominateur 

de  la  fraction  qui  exprime  ^ , ce  qui  fournira  l’équa- 


tion y 3 — 4$ay  = o , d’oùy  = o et_y  = zt  [/ 48 a*.  La 
première  valeur  donne  1 00a* x2  — x*=o,  et  l’on  en 
conclut  x=o,  X — ±.\oa.  La  racine  x^=ojpdique 
encore  le  point  multiple  placé  à l’origine  A , mais  les 
deux  autres  répondent  aux  points  I et  J',  où  la  courbe 
rencontre  l’axe  des  abscisses  AB , et  qui  n’avaient  pas 
encore  été  remarqués. 


Les  deux  dernières  valeurs y = ± ^ 48a*  = ±1 4«  |/3 
conduisent  kx~±Ça,  et  x — zizSa  : l'un  de  ces  ré- 
sultats fait  connaître  le  point  jFet  ses  analogues , l’autre 
donne  H et  ses  analogues.  On  observera  qqjaux  points  F 
et  / l’abscisse  est  un  maximum,  et  qu’elle  est  un  mini- 


(*)  On  parviendra  en  général , comme  ci-dessus,  à trouver  la  vrai* 

valeur  de  '1^-.  dans  le  cas  oit  il  devient  - , en  examinant  les  dit- 
dx  o 

férentielles  successives  de  l'équation  proposée,  et  en  descendant 
jusqu’il  l’ordre  dout  l’exposant  est  égal  ai t nombre  d«  valeurs  qu* 

doit  avoir  gjj*. 
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imim  au  point  H , puisque  dans  le  premier  cas  la  courbe 
tourne  sa  concavité  vers  l’axe  AC  des  ordonnées,  au- 
quel elle  présente  sa  convexité  dans  le  second. 

92.  Pour  achever  de  déterminer  les  principales*  cir- 
constances de  la  courbe  proposée,  il  reste  à trou- 
ver la  nature  de  ses  branches  infinies  et  ses  points  d’in- 
flexion, car  connaissant  ses  divers  points  multiples,  on 
sait  déjà  qu’elle  n’a  aucun  rebroussement  : je  com- 
mencerai par  m’occuper  des  hranches  infinies.  On  peut 
facilement  s’assurer  que  deux  des  valeurs  de  y rappor- 
tées dans  le  n°  88 , deviennent  infinies  en  même  tems 
que  x ; mais  sans  recourir  à ces  valeurs , si  l’on  fait 
y—tx,  l’équation  proposée  se  divise  par  x2  et  devient 

t^x*—  96a1*1  -+■  îooa*  — xVte  o , # 
d,’où  l’on  tire 

100a* — qSa’t1 
* = — ï-f'  ’ 

■* 

résultat  qui  donne  x=±  infini,  lorsque  tel;  et 
alors  y = x.  ' • 

On  aura  ensuite  (71) 


__  dy yt — Jfiay* — x^-|-5ba*x* 

^ xdx-  y* — 48<Fÿ 

Ces  expressions  qui  , lorsqu’on  y met  pour  x*  sa  valeur,, 
se  réduisent  à 

48a*y*  — 5oa*x* 
y-tfay 
H 3; 


5oa2x * > 


48oy 


x3— 5oo*x 


dx x*  — 5oo*x*  — y*-f  /fôcfy*- 

*~yTy — 


x3  — 5o  a*x 
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diminuent  sans  cesse  à mesure  que  x et  y augmentent, 
et  n’ont  que  zéro  pour  limite , lorsqu’on  y suppose 
y = x.  On  voit  par  là  (j3)  que  la  courbe  proposée  a 
pour  asymptotes  deux  droites  menées  par  l’origine  A; 

et  comme  l’expression  de  ^ a pour  limite  l’unité  , il 

s’ensuit  que  ces  asymptôtes  font  un  angle  de  cfl,5  avec 
l’axe  des  abscisses.  On  ne  les  a point  menées,  pour  ne 
pas  trop  compliquer  la  figure: 

g3.  Je  passe  maintenant  à la  recherche  des  inflexions. 
On  a 

(3X3—  5oa*  ) — (3/1— 48aa  ) ^ 

" y3  — 48*y 


sîX 

dx* 


cette  expression  devient  * , lorsque  y et  x sont  nuis , ca# 

dans  lequel  ; et  pour  trouver  sa  vraie  valeur , il 

faudra  chercher  la  différentielle  troisième  de  l’équation 
proposée.  Faisant  dans  le  résultat  x et  y égaux  à zéro, 
on  aura  seulement  — îfâà'tydy  o , ce  qui  donne 
d2y 

— = o , et  prouve  que  le  point  A est  en  effet  un  point 

• f , I 

d’inflexion. 

Pour  voir  si  la  courbe  proposée  en  a encore  d’autres , 
il  faut  égaler  le  numérateur  de  zéro,  et 'il  vien- 
dra l’équation  . — ’ 

3.x1  — 5oa* — (3y*-r-48aa) 

mettant  pour  sa  valeur , et  faisant  disparaître  1® 
dénominateur,  on  aura  « ..-G 
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(3x® — 5oaa)  (y3 — fflayy 
— (3y* — 43a*)  (x3-— 5oa3x)3  = o : 

on  petit  donner  à cette  équation  la  forme  suivante  ; 

_y® (y1  — - 43fl> )*  (3X3  — Son3) 

— x3(xi — Soa3)3  (3y3 — 43a!1)  = 0- 


Si  maintenant  on  observe  que  l’équation  proposée 
revient  elle-même  à celle-ci, 

(j'3—- 48a3)3 — (x3  — Son3)3  -{-  196a*  = 0, 

r 

et  qu’on  prenne  la  valeur  de  (y*  — 43«*)*>  P°ur  la 
Substituer  dans  la  précédente , on  trouvera  après  les 
réductions 

(x3  — 5o a3)3  (a5y3  — 24X3) 

-f-  98  oy*  (3x*  — 5o  a1  ) = o : 

cette  dernière  conibinée  avèc  la  proposée , sert' ira  à 
déterminer  les  abscisses  et  les  ordonnées  du  point  d'in- 
flexion K et  de  ses  analogues  dans  les  autres  branches  ; 
on  en  tirera  facilement  la  valeur  de  y* , et  en  sub- 
stituant dans  l’équation  de  la  courbe  proposée’,  on  aura 
un  résultat  qui  ne  contiendra  plus  que  x. 


. . ■* 

En  faisant  infini  )#ou  en  égalant  à zéro  son  déno- 
minateur _y3  — $(fy  , an  trouvera 


•y  = o ety=:±:  [/ 48rt*  : 

ces  valeurs  n’apprennent  rien  de  nouveau  ; elles 
appartiennent  au  point  A qui  a déjà  éjé  remarqué , 
et  aux  points  F , H et  / , qui  ne  sont  pas  des  points 

H 4 * 


v 
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d’inflexion  , mais  seulement  des  limites  de  la  courbe 
dans  le  sens  de  ses  abscisses. 

En  rapprochant  tout  ce  qui  précède , on  voit  que  la 
forme  de  la  courbe  proposée  est  successivement  déter- 
minée par  les  circonstances  qu’offrent  les  points  A,  D , 
F,  /,  U y K et  les  branches  infinies  X et  X' . / 

Des  courbes  osculatrices. 

9 4-  C’est  en  rapportant  une  courbe  à sa  tangente 
qu’on  a appris  la  manière  de  déterminer  les  diverses 
circonstances  de  son-  cours.  Les  géomètres  ne  se  sont 
point  bornés  à comparer  ainsi  les  courbes  à des  lignes* 
droites  dont  elles  s'éloignent  bientôt,  mais  ils  se  sont 
proposé  de  trouver  parmi  des  courbes  simples  comme 
la  parabole , le  cercle  , etc.  celles  qui , dans  un  petit 
espace,  s’approchent  le  plus  d’une  courbe  quelconque. 

La  tangente  d’une  courbe  étant  la  limite  de  toutes 
les  droites  qui  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points, 
on  peut  par  analogie  chercher  en  général  parmi  toutes 
les  lignes  d’ une  espèce  donnée , la  limite  de  celles  qui 
coupent  la  courbe  proposée  en  un  nombre  donné  de 
points.  » 

On  sait , par  exemple , qu’il  faut  trois  points  pour 
déterminer  un  cercle  ; on  peift  supposer  que  ces  trois 
points  soient  pris  sur  la  courbe  proposée  , et  chercher 
à quel  cercle  en  particulier  l’on  arrivera,  si  les  trois 
points  viennent  à coïncider.  Ce  cercle  , qui  se  nomme 
le  cercle  osculateur,  sera  la  limite  de  tous  les  autres, 
pomme  la  tangente  est  celle  de  toutes  les  sécantes. 

• 

Celle-ci  se  détermine  par  les  deux  constantes  qui 
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entrent  dans  son  équation  ( Tri  g.  83  ) , et  le  cercle 
par  les  trois  constantes  qui  expriment  l’abscisse  et  l’or- 
donnée de  son  centre  et  la  grandeur  de  son  rayon 
( Trig.  qo). 

Il  est  visible  que  lorsque  deux  courbes  quelconques 
DX , E Y,  ont  trois  points  communs  M,  M',  M ", 

Jig.  2 4,  elles  ont  nécessairement  trois  ordonnées  corn-  fig.  24. 
munes , ou  ce  qui  est  la  même  chose  , il  y a deux  côtés 
du  polygone  MM'M”  etc.  fig.  a , qui  sont  incrits  rie.  *■ 
en  même  temps  à chacune  de  ces  courbes , et  les  lignes 
PM,  M'Q  et  M*N"  (62)  ont  la  même  valeur  dans 
l’une  et  l’autre.  En  désignant  donc  toujours  par  x,  y, 
les  coordonnées  particulières  au  point  M dans  la  courbe 
proposée  DX,  fig .24,  et  par/,  a/,  celles  d’unpoint  «o.  aj. 
nque  de  la  seconde  courbe  EY , on  aura  par  le 
pour  les  points  M,  M' , M" , 

-V  ’•  .V  J 

y=y  i 

S +etc  - +«tc. 


I || 

.ou'  dx' 


dx' 


y=y 

.etc.=-^+eK. 


-f-etc 


dr“ 


etc. 


en  supposant  qu’on  ait  changé  a/  en  x,  dans  les  expres- 
sions de  /,  ^ etc.  tirées  de  l’équation  de  la 

courbe  EY.  Maintenant  si  on  passe  à la  limite  par  la 
supposition  de  h = o , les  trois  intersections  se  réuniront 
çn  un  seul  point  de  contact , pour  lequel  on  trouvera 
les  conditions  ' 

y'=y 

d/  dy 

da/  dx 

dy  — ày 

dà/a  dx*‘ 
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Si  la  combe  E Y est  le  cercle  représenté  par  l’é- 
quation t 

(x7 — « y 4-  (y — g )* = y ( 7>%.  90  ) , 

en  la  différentiant  deuxfois  consécutives,  il  en  résultera 


C *)  + (ÿ—#  ) fjr  = ° 


et  il  faudra  qu’en  changeant  x'  en  x,  dans  ces  équations, 
elles  donnent  pour  y , et  les  mêmes  valeurs  que 

celles  de  la  courbe  proposée , ou  bien  qu’elles  soientgfe 
tisfaites  lorsqu’on  y substituera  x , y , 
faisant  cette  dernière  substitution , elles  deviendront 

(*_*)■  4 .xy-ty  = y 
(*  — *0  + 0'-^)-^r=° 


1 + 


4.  (y  — $)-pL  = 
di1  e v J'  ri  r1 


d x1 


mais  comme  les  quantités  dérivées  de  la  courbe  proposée 
sont  déterminées  puisqu’elles  appartiennent  à un  point 
particulier  M , il  faudra  que  les  quantités  <*,  li  et  y re- 
çoivent des  valeurs  propres  à vérifier  les  équations 
ci-dessus. 


En  déterminant  par  les  deux  dernières  équations  les 
valeurs  de  y — $ et  de  x — et,  pour  les  substituer  dans 
la  première , on  trouvera 
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y — S 


y 


X * = 


/d  r*-f-  d_y*\ 

d x \ d^y  ) 


(dj^+dy1)* 

dxda_y 


g5.  Le  cercle  dont  je  viens  de  déterminer  la  gran- 
deur et  la  position  varie  pour  chaque  point  dé  la  courbe , 
puisque  les  quantités*,  /S  et  y,  qui  le  caractérisent, 
sont  des  fonctions  de  x et  de_y.  Il  jouit  de  propriétés 
remarquables , qu’on  peut  découvrir  soit  par  des  con- 
sidérations géométriques , soit  par  des  considérations  ana- 
lytiques. Je  commencerai  par  exposer  les  premières. 


Soit  etc. Jîg.  25,1e  polygone  inscrit  àF,c-aj' 

la  courbe  proposée.  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  M , M' ,M” , a son  centre  placé  à l’intersection  des 
droites  NO  et  N' O' , perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  MM'  et  M'M".  Si  l’on  combine  avec  le3  points 
M'  et  M"  un  quatrième  point  M ",  on  déterminera  par 
ces  trois  points  un  nouveau  cercle  'dont  le  centre  sera 
en  O' , à l’intersection  des  droites  N 'O'  et  N "O",  res- 
pectivement perpendiculaires  sur  le  milieu  des  côtés 
M'M"  et  M"M".  En  concevant  que  la  même  opéra- 
tion soit  continuée  dans  toute  l’étendue  du  polygone 
MM 'M"Mm  etc.  les  centres  de  tous  les  cercles  , que 
l’on  considérera  successivement,  formeront  un  polygone 
O O'  O"  O'"  etc.  tel  que  tous  ses  côtés  prolongés  rencon- 
treront à angle  droit  ceux  du  premier. 

Lorsqu’on  passe  aux  limites  , c’est-à-dire  lorsqu’on 
substitue  les  courbes  aux  polygone®,  les  points  M,  M' 

M'  , venant  à coïncider,  la  droite  A’  O devient  normale  à la 
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courbe  qui  est  la  limite  du  polygone  MM'M' "M"  etc., 
et  tangente  à celle  qui  est  la  limite  du  polygone 
00'0"0"  etc.  et  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
MM'M"  devient  le  cercle  osculateur.  Alors  à la  fig.  a5 
»»c.  26.  ü faut  substituer  la  figure  36  , dans  laquelle  les  poly- 
gones sont  remplacés  par  les  courbes  DX  et  FZ , la 
seconde  étant  le  lieu  de  tous  les  cercles  osculateurs 
de  la  première , qui  ont  pour  rayon  la  t^MU)te  MO. 

g6.  Pour  déduire  de  l’analyse  les  propnros  précé- 
dentes , je.  reprends  les  trois  équations  du  n°  9 4 et 
faisant  disparaître  les  différentielles  qui  entrent  comme 
diviseurs  dans  les  deux  dernières , il  vient 


(x—  — &y=yi -0) 

(x — <t)dx-f-  (y — £)dy  =0 (3) 

dx*-j-dy*-j-  (y  — j3)day  = o * (3). 


i°.  La  seconde  donnant 

. dx  , . 

s-r=-çc*-xi 

est  ( 67  ) celle  de  la  normale  menée  du  point  dont  le* 
coordonnées  sont  a.  et  /S , c’est-à-dire , du  point  O 
de  la  courbe  F Z , au  point  M de  la  courbe  propo- 
sée DX. 

i — S 

a0.  En  différentiant  les  deux  premières  équations  non, 
seulement  par  rapport  ài,y(  mais  encore  par  rapport 
aux  quantités  <t,@,  et  y,  en  tant  que  ces  dernières 
sont  fonction  des  premières  (95),  on  aura 

(x — «)dx-f-(y — £)dy — (x — <t)d<* — (y — $)d  @=ydy 
dx*  -f-  dy  a-f-  (y — jS  ) day — d«dx  — d/3dy = o. 

Les  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celles-ci  à 

— (x  — <*)d*  — (y  — £)  d$=ydj'. . .(/f) 

— dadx  — d£ay  (5  J 
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la  dernière  donne  ^ , expression  qui  change 

l’équation 


•n 


*-y=— ^ (*-*) 
y-/3=g(x~*). 


et  qui  montre  parconséquent  (67  ) que  la  normale  MO  t 
est  tangente  dont  les  coordonnées  sont  x et  /S,  c’est- 
à-dire  à la  courbe  FZ. 


• dv 

3°.  Si  on  élimine  x — x,  y — jS,  -je- 
tions (1),  (2),  (4)  et  (5),  on  aura 


entre  les  équa- 


dy'  = d*‘  + d£\ou  ^ — l/»  T U » 

ce  qui  donne  le  coefficient  différentiel  de  y , par  rap- 
port à la  variable  x ; or  (75  ) cette  expression  est  aussi 
celle  du  coefficient  différentiel  de  l’arc  de  la  courbe 
dont  les  coordonnées  sont  x et  /5  ; et  il  résulte  de  cette 
identité  que  le  rayon  du  cercle  osculateur  varie  par  les 
mêmes  différences  que  l’arc  de  la  courbe  F Z (22), 
propriété  qui  mérite  la  plus  grande  attention. 

En  effet,  le  rayon  MO  du  cercle  osculateur  du  point 
M étant  tangent  à la  courbe  FZ , a nécessairement 
la  même  direction  que  celle  que  prendrait  un  fil  en- 
veloppé autour  de  la  convexité  de  cette  courbe , lors- 
qu’en  le  développant  on  serait  parvenu  au  point  O. 
On  remarquera  qu’en  poursuivant  le  développement  de 
O en  O' , ce  fil  s’alongerait  d’une  quantité  égale  à 
l’arc  OO'  de  la  courbe  FZ  ; et  comme  par  ce  qui 
précède,  la  différence  des  rayons  OM  et  OM'  est  aussi 
égale  au  même  arc  OO' , il  s’ensuit  que  le  bout  M du 
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fil  doit  encore  se  trouver  en  M'  sur  la  courbe  propo- 
sée, qu’il  n’a  pas  dit  quitter  dans  le  développement  ef- 
fectué depuis  l’un  de  ces  points  jusqu  à 1 autre  : on 
peut  donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée 
par  le  développement  de  la  courbe  FZ. 

Ce  procédé  a une  grande  analogie  avec  la  descrip- 
tion du  cercle  ; c’est  la  courbe  FZ  qui  fait  l’office  de 
centre,  et  le  rayon  MO , au  lieu  d’etre  constant,  va- 
rie pour  chaque  point.  La  courbe  FZ  s’appelle  la  dé- 
veloppée , la  courbe  DX , sa  développante , et  le  rayon 
du  cercle  osculateur , rayon  de  la  développée  (*). 

En  général  le  cercle  osculateur  touche  et  coupe  la 
courbe , comme  le  fait  la  tangente  à un  point  d’inflexion 
(78).  Si  les  cercles  osculateurs  augmentent  de  rayon 
de  M en  M' , il  est  visible  que  l’arc  MM'  de  la  courbe 
doit  se  trouver  au-dessus  du  cercle  G//,  osculateur  au 
point  M , tandis  que  la  portion  MD  est  au-dessous.  De 
plus,  comme  on  peut  toujours  concevoir  les  points  M 
et  M'  assez  voisins  l’un  de  l’autre,  pour  que  la  diffé- 
rence des  rayons  MO  et  M'O'  soit  d’une  petitesse 
donnée,  et  que  si  on  décrit,  avec  un  rayon  Mo—M’O' , 
le  cercle  C'M'H,  l’arc  D'M'  sera  entièrement  au-des- 
sous, on  reconnaîtra  facilement  qu’il  ne  peut  passer 
aucun  autre  cercle  entre  la  courbe  et  son  cercle^ oscu- 
lateur, puisque  tout  cercle  d’un  rayon  plus  petit  que 
MO  passe  en-dedans  de  l'arc  GMfl , tandis  que  tout 
cercle  d’un  rayon  plus  grand  que  Mo,  se  trouve  au 
dehors  de  l’arc  G'M-H' . 


(*)  C’est  par  cette  dernière  considération  qu’Huyghens  a déter- 
miné le  cercle  oscnkteur , qu’il  a remarqué  le  premier,  et  elle  peut 
conduire  aussi  aux  formules  du  n°  précèdent  ] muis  ce  point  de  vue  , 
séparant  la  recherche  du  cercle  osculateur  de  la  théorie  générale  des 
contacts  des  courbes,  dont  elle  doit  faite  partie,  est  trop  borné  poua* 
l’état  actuel  de  la  science. 
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De  tous  les  cercles  qui  touchent  la  courbe  propo- 
sée au  point  M , le  cercle  osculateur  étant  donc  celui 
qui  s’en  approche  le  plus,  soit  avant,  soit  après  le 
contact,  est  parconséquent  celui  qui  diffère  le  moins 
•de  cette  courbe  dans  le  point  que  l’on  considère.  La 
courbure  du  cercle  est,  uniforme  dans  tous  ses  points  ; 
mais  pour  des  arcs  de  même  longueur,  celle  d’un  pe- 
tit cercle  est  plus  considérable  que  celle  d’un  grand , 
ensorte  que  les  courbures  de  ces  arcs  sont  en  raison 
inverse  des  rayons  des  cercles  auxquels  ils  appartiennent. 
On  peut  donc,  par  le  rayon  du  cercle  osculateur,  ju- 
ger de  la  courbure  d’une  courbe  dans  l’un  quelconque 
de  ses  points.  Cette  considération  a fait  donner  au 
rayon  du  cercle  osculateur  le  nom  de  rayon  de  cour- 
bure; et  on  voit  d’après  ce  qui  précède,  que  la  cour- 
bure d’une  courbe  est  en  raison  inverse  de  son  rayon 
de  courbure. 

La  développée  peut  aussi  être  considérée  comme 
la  limite  des  intersections  des  normales  de  la  courbe 
proposée  , prises  deux  à deux  consécutivement , puis- 
que le  point  K , intersection  des  deux  rayons  MO  et 
M' O' , qui  sont  perpendiculaires  à la  courbe  DK 
en  M et  en  M\  s’approche  d’autant  plus  de  la  courbe 
FZ  que  les  points  M et  M'  sont  plus  voisins  l’un  de 
l’autre. 

97.  On  peut  prouver  aussi , avec  le  secours  de  l’a- 
nalyse, qu’entre  la  courbe  proposée  et  son  cercle 
osculateur , il  ne  saurait  passer  aucun  autre  cercle  ; et 
cette  propriété  conduit  immédiatement  aux  autres. 

En  général,  lorsque  deux  courbes,  dont  les  ordon- 
nées et  les  abscisses  sont  désignées  par  x et  y,  3/  et  y', 
ont  un  point  commun,  et  dans  lequel  parconséquent, 
x —x , ÿ —y , si  on  prend  la  différence  des  sériel 
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etc. 


, h , d!y  h%  d!y  w , 

dx  1 dx®  i . 2 ' dx3  i . a . 3 ^ 

y + h-  + il  + JL.  + etc 

* ^dx'  1 ^ dx'®  i.n^cb/3  1.2.3^ 


qui  expriment  les  ordonnées  des  points  correspondans  à 
l’abscisse  x-\-h,  on  trouvera , en  général , 

(*y  i (A%y  d2y'\  h% 

\dx  dx/  / i ‘ \dx*  d x*J  i.a 

, /d3y  dV\  W , 

+ Vdé  dh/3/  1.2.3"^"  etc‘ 

pour  l’expression  de  la  distance  de  ces  courbes,  dans  le 
sens  de  l’ordonnée  ; mais  si  au  point  particulier  que 

l’on  considère , on  a ^7-  = ^ , cette  distance  sera  ré- 
duite alors  à 

+etc‘ 

Le  rapport  de  ce  développement  au  précédent , deve- 
nant de  plus  en  plus  petit  à mesure  que  h décroît  (56), 
il  en  résulte  que  la  distance  qu’il  représente  entre  les 
deux  courbes  finira  par  être  plus  petite  que  celle  qu’ex- 
prime l’autre,  et  que  parconséquent,  toute  courbe  pour 

laquelle  on  n’aurait  pas  ^ , ne  peut  passer  entre 

celles  qui  remplissent  cette  condition.  C’est  ainsi  , 
qu’entre  une  courbe  et  sa  tangente,  ou  ne  saurait  mener 
aucune  droite  par  leur  point  de  contact. 

La  proximité  deviendrait  encore  plus  grande  si  l’on 


4Xr  = Aucune  des  courbes 


avait  aussi  , . — , 

dj/®  dx® 

satisferaient  qu’aux  deux  conditions 


qui  ne 


/ 
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c’est-à-dire,  qui  n’auraient  qu’un  simple  contact,  ne 
pourrait  , immédiatement  auprès  du  point  commun  , 
approcher  autant  de  la  seconde  courbe  que  le  ferait 
la  première  , et  ne  saurait  passer  entre  l’une  et  l’autre: 
c’est  le  cas  des  cercles  simplement  tangent  par  rapport 
au  cercle  osculateur. 

_ On  voit  encore  que  l’expression  de  la  différence  des 
ordonnées  ayant  au  premier  terme  le  facteur  h 3 , qui 
change  de  signe  lorsqu’on  met  — h au  lieu  de  -f -h , il  ar- 
rive en  général  au  cercle  osculateur,  ce  qu’on  a remarqué 
pour  la  tangente  dans  les  points  d’inflexion  (74) , excepté 
pourtant  dans  les  cas  particuliers  où  l’on  aurait  aussi 
d'y'  d3y 
du/3  ~dx‘* 

Il  n’est  pas  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  considéra- 
tions pour  se  convaincre  que  les  courbes  peuvent  avoir 
entr’elles  des  contacts  plus  ou  moins  immédiats.  En 
suivant  la  marche  tracée  dans  le  n°  q4>  on  trouverait 
que  si  deux  courbes  avaient  quatre  points  communs  , et 
que  l’on  déterminât  furie  de  ces  courbes  de  manière  à 
faire  coïncider  les  quatre  points  , on  aurait  en  meme 
temps. 

, dy'  dy  d4^'  d2y  dV  d^y 

y y ’ du/  dx  ’ du/*  du;4  * du/3  dx3  ’ 


ce  contact  différerait  des  précédens  en  ce  qu’aucune 
des  courbes  qui  n’en  auraient  que  de  l’espèce  de  ces 
derniers,  avec  l’une  des  courbes  proposées  *ne  pourrait 
passer  entre  celle-ci  et  l’autre. 

En  employant  les  conditions  ci-dessus,  à la  déter- 
mination des  constantes  qui  particularisent  l’équation 
dont  les  variables  sont  x etjy , on  voit  qu’il  faudrait  que 
cette  équation  contînt  quatre  constantes. 

Cale.  diff'.  I 
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g8.  Les  contacts  se  divisent  en  ordres  d’après  le 
nombre  de  points  d’intersection  qui  s’y  trouvent  réunis, 
ou  ce  qui  revient  au  même , d’après  le  nombre  de  terme» 
dont  ils  supposent  l’égalité  dans  les  développemens  des 
ordonnées  relatives  au  point  suivant.  Le  plus  élevé  de 
ceux  que  puisse  avoir  en  général  la  courbe  touchante  , 
avec  la  courbe  proposée , contact  dont  l’ordre  est  mar- 
qué par  le  nombre  des  constantes  que  renferme  l’équa- 
tion de  la  première , se  nomme  osculation. 

Ainsi  la  tangente , qui  ne  peut  avoir  en  général  qu’un 
simple  contact  du  premier  ordre , avec  une  courbe  don- 
née , est  une  oscu/atrice  du  premier  ordre.  Le  cercle 
donf  l’équation  renferme  trois  constantes  , peut  avoir  , 
ou  un  simple  contact  du  premier  ordre , ou  un  contact 
du  second  ; mais  ce  dernier , étant  le  plus  élevé,  prend 
le  nom  d’osculation  , et  distingue  le  cercle  oscillateur 
de  tous  les  cercles  tangens. 

9g.  Je  ne  m’étendrai  pas  beaucoup  sur  l’application 
des  formules 

_,_(dx»  + dy)5 
^ dxd^y  ’ 

dy  (dx*  + dy») 

X * dxd'ly  * 

dx*  -f-  dy* 

parceque  cette  application  n’a  aucune  difficulté  lors- 
qu'on possède  bien  le  mécanisme  du  Calcul  différen- 
tiel. 

La  valeur  de  y étant  susceptible  du  double  signe 
on  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  employer  ; car 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  l3l 
il  est  bien  visible  qu’en  général , à chaque  point  de  la 
courbe,  il  n'y  a qu’un  seul  rayon  de  courbure  ; et  ce 
rayon  n’étant  pas  dirigé  suivant  l’ordonnée  ou  l’abs- 
cisse, excepté  dans  quelques  points  particuliers*,  n’a 
pas , à proprement  parler , de  signe  par  rapport  à ces 
lignes.  La  détermination  de  celui  dont  on  l'affecte  or- 
dinairement dépend  de  la  convention  qu’on  a établie 
sur  le  sens  de  la  courbure  par  rapport  à la  normale. 
Si  l’on  veut  que  le  rayon  de  courbure  soit  positif  pour 
les  courbes  dont  la  concavité  est  tournée  vers  l’axe  des 

day 

abscisses , comme  la  valeur  de  -3  est  alors  négative 

(64),  il  faut  affecter  l’expression  de  y du  signe  — ; 
et  dans  ce  cas  le  rayon  de  courbure  deviendra  négatif 
si  la  concavité  de  la  courbe  passe  du  côté  opposé  , parce- 

qu’il  change  de  signe  avec  . Pour  se  conformer  à 

cette  convention , on  pourra  supposer  dans  les  applica- 
tions 

•_  (dx*  + dy»)î 
^ . (Lrd^y 

L’équation  générale  des  lignes  du  second  ordre 


conduisant  à 


y*  ~ mx  -f-  nx* 


(m  -(-  2ruc)dx 

- Ty  1 


gnydr* — (m-f-QnaQdrdy [fay* — (m-f-anx)»~’dx* 

' y==  ay*  _ ’ 4y3  > 


il  en  résultera 


Q 4y * -f-  (/n  -f  - a nx  )a3T 
a (_m  a nx")* 


y— 


I a 
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Si  l’on  substitue  la  valeur  de  ÿ dans  cette  expres- 
sion , on  aura 


Telle  est  l’expression  générale  du  rayon  de  courbure 
dans  les  lignes  du  second  ordre  ; on  la  particularisera  en 
donnant  à m et  à n les  valeurs  qui  conviennent  a chaque 
espèce  de  ces  lignes  {Tng.  *4 7)- 


Ce  résultat  se  réduit  à lorsque  x = o ; la 

courbure  des  lignes  proposées  est  donc  à leur  sommet 
la  même  que  celle  du  cercle  décrit  d un  rayon  égal  au 
demi-paramètre  ( Trig.  i3s  ). 


En  rapprochant  la  valeur  de  y de  celle  qu’on  a 
trouvée  dans  le  n°  66  pour  la  normale , on  verra  que 

. MR  , Qu  que  je  ray0n  de  courbure  dans  les  lignes 


du  second  ordre  est  égal  au  cube  de  la  normale  divisé 
par  le  quarré  du  demi-paramètre. 


Dans  la  parabole  où  n— o,  on  a seulement 

(ma  -f-  i,mx  )» 

^ a ni1 


On  appliquerait  de  même  les'  expressions  générales 
de  x—  * et  de  y—  (S;  et  mettant  pour  y sa  va- 
* leur , on  aurait  deux  équations  enx,  < et  & , des-  - 
quelles , éliminant  x , on  déduirait  l’équation  en 
. * et  jS,  appartenante  à la  développée.  Je  n’efFectuerai 
ce  calcul  que  pour  la  parabole.  On  a dans  ce  cas 
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mdx  m5d.r* 


dy  = - 


*y 


d'y: 


4 r 


:i  » 


et  il  vient 


m 4/  /4y*-f  m'\  _ 4ya-f-m*. 

~ sty  n?  \ 4y1  ) 2 m * 


en  conclut  de  là 


-t=K 

m 


m 2 


mettant  dans  chacune  de  ces  équations  , pour  _y  sa. 

i > 

valeur  m'x*,  il  viendra 


-e=*£ 


TU' 


x — a — — 2X m ; 

a 


prenant  ensuite  la  valeitr  de  x dans  le  second  résultat, 
pour  la  substituer  dans  le  premier , on  obtiendra 


i , î iS 

x — ~{a m),  = 

3 2 27  m 


la  dernière  de  ces  équations  appartient  à la  développée 
de  la  parabole.  Si  on  y change  a — f m en  af,  ou  qu’on 
porte  l’origine  des  abscisses  en  D , Jig.  a y , on  pourra  v}. 

lui  donner  cette  forme  très-simple  , , qui 

montre  que  la  courbe  DF  est  une  des  paraboles  du 

I 3 
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troisième  ordre  (*) , composée  de  deux  branches  DF 
et  Df,  dont  la  première  engendre  par  son  développe- 
ment la  branche  AX  de  la  parabole  ordinaire  XAx  , 
et  la  seconde  produit  la  branche  Ax . 

100.  Il  faut  observer  que  potjf  la  description  de  la 
parabole  XAx , par  le  développement  de  la  courbe 
FDf , le  fil  enveloppé  autour  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
branches  DF  et  Df,  doit  avoir  au  point  D , dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BD , une  longueur  AD 
égale  au  rayon  de  courbure  au  point  A , c’est-à-dire  , 
à la  moitié  du  paramètre  de  la  proposée  ; tout  autre 
point,  tel  que  /,  pris  sur  ce  fil  , produirait  une  courbe 
différente.  Si  le  point  I tombait  sur  le  point  D , le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors,  serait 
nul  à son  origine  , et  parconséquent  elle  aurait  à ce 
point  une  courbure  infinie  (96). 

On  voit  aussi  que  puisque  la  longueur  de  l’arc  DF 
est  égale  à la  différence  qui  se  trouve  entre  le  ravon 
de  courbure  correspondant  MF , et  le  rayon  de  cour- 
bure AD  qui  appartient  à l’origine , la  courbe  FDf 
est  rectifiable , c’est-à-dire  qu'on  peut  assigner  une  ligne 
droite  qui  lui  soit  égale  en  longueur. 

Cette  remarque  est  générale,  car  puisqu’on  peut  tou- 
jours parvenir  à l’expression  du  rayon  de  courbure  des 
courbes  algébriques  , les  développées  de  ces  courbes 
sont  toutes  rectifiables. 


(*)  L’équation  y'  — mx  étant  généralisée  ainsi:  y4  zsmxP,  re- 
présente une  famille  de  courbes  dont  la  parabole  ordinaire  n’est 
qu’un  cas  particulier;  on  Ira  nomme  aussi  paraboles , mata  oa 
Isa  distingue  par  l’exposant  de  leur  degré. 
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Des  courbes  transcendantes . 


101.  Je  n’ai  considéré  jusqu’ici  que  des  courbes  al- 
gébriques , je  vais  maintenant  faire  connaître  quelques- 
uneà  des  courbes  transcendantes  les  plus  remarquables  : 
on  nomme  ainsi  celles  dont  l’équation  ne  peut  s’obtenir 
en  termes-elgébriques.  Je  m’occuperai  d’abord  de  la 
Logarithmique  ou  de  la  courbe  dans  laquelle  les  or- 
données sont  les  logarithmes  des  abscisses. 


On  a dans  cette  courbe  y-=z\x,  et  quand  on  prend 
x = i , il  vient  y —o,ce  qui  fait  voir  qu’elle  rencontre 
l’axe  AB  au  point  E,  fig.  28 , où  l’abscisse  AE  est  ne- in- 
égale à l’unité.  La  branche  EX , qui  répond  aux  abs- 
cisses positives  plus  grandes  que  l’unité,  est  infinie , 
puisque  les  logarithmes  de  ces  abscisses  croissent  tou- 
jours. Dans  la  partie  AE , où  les  abscisses  sont  des 
fractions  , les  ordonnées  sont  négatives  et  augmentent 
à mesure  que  ces  fractions  diminuent , ensorte  que  la 
branche  Ex  a pour  asymptote  la  partie  négative  Ac 
de  l’axe  des  ordonnées  : enfin  la  logarithmique  ne  s’étend 
point  du  côté  des  abscisses  négatives , pareeque  leurs 
logarithmes  sont  imaginaires.  {Voyez  le  Traité  du  Cal- 
cul différentiel  et  du  Calcul  intégral).  * 


En  différentiant  l’équation  y = ir,  il  vient 

. dy  ■'  M . 

£=-(a7>; 


on  voit  par  là  que  la  tangente  de  cette  courbe  est  per- 
pendiculaire à la  ligne  des  abscisses  lorsque  x = o , et 
qu’elle  ne  lui  est  parallèle  qu’en  supposant  x infini  (77). 
L’expression  générale  de  la  soutangente  (65)  donne 

I 4 
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FT~lh''  mais  en  chassant  _y*on  introduit  le  loga- 
rithme de  x,  ainsi  cette  expression  est  transcendante; 
cependant  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  l’axe  AC, 
j'cly  , 

on  aura  OD  — — M,  résultat  bien  remarquable , 

puisqu’il  prouve  que  la  soutangente  OD  est  cons- 
tante et  égale  au  module,  pour  tous  les  points  de  la 
courbe.  On  trouverait  de  même  que  la  tangente  , la 
sotmormale  et  la  normale , prises  par  rapport  à l’axe 
AB  , sont  transcendantes  à cause  que  l’ordonnée  y entre 
dans  leur  expression , mais  qu’elles  deviennent  algé- 
briques, lorsqu’on  les  considère  à l'égard  de  l’axe  AC. 

Je  passe  à la  recherche  du  rayon  de  courbure  On  a 


dy*  A-f-M1 
1 dr*  X*  * 


d*y 

dP~  — 


M 


doù  (94)  >== 

- (x*  + M*)  _ 


M 


(x*  + RP) 


Je  ne  m’arrêterai  point  à considérer  la  développée, 
qui  serait  nécessairement  transcendante  ; ^observerai 
seulement  qu’on  pourrait  obtenir  immédiatement  l’é- 
quation différentielle  de  cette  courbe  , en  éliminant  par 
le  moyen  des  valeurs  dey^  — (h  , de  .r  — * et  de  leurs  dif- 

1 1 • * dx 

férentielles , x,  dx  et  dy  de  l’équation  dy  =■.  RI  — . 


Les  logarithmiques  dilFèrent  entr’elles  à raison  du 
module  relatif  au  système  de  logarithmes  qu’elles  re— 
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présentent.  L’équation  x — a*  donne,  en  prenant  les 
logarithmes  Népériens,  Yx—yl'a,  d’où 


résultat  dont  le  second  membre  n’est  autre  chose  que 
le  logarithme  de  x calculé  pour  un  module  égal 


, 1 

a p—  : cette 
i a 

rithmique. 


équation  appartient  donc  à une  loga- 


102.  La  cycldide  ou  la  courbe  décrite  par  un  point 
pris  sur  la  circonférence  d’un  cercle , pendant  que 
ce  cercle  roule  sur  une  ligne  droite  donnée  de  posi- 
tion, est  encore  une  courbe  transcendante;  la  rela- 
tion entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses , dépend  des 
arcs  du  cercle  générateur  : voici  comment  on  peut 
l’exprimer. 


L’origine  du  mouvement  du  cercle  étant  arbitraire, 
je  la  prends  au  point  A,fig.  39,  où  le  point  décri-  fic.  ag. 
vant  M , se  trouvait  sur  la  droite  AB  parcourue  par 
le  cercle  générateur  QMG._ Puisque  ce  cercle,  en  rou- 
lant , applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  AB , il  est  évident  que 
lorsqu’il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque 
QMG , la  distance  A Q est  égale  à l’arc  MQ , com- 
pris entre  le  point  M qui  touchait  la  droite  AB  en  A , 
et  le  point  Q qui  la  touche  dans  la  position  actuelle. 


Si  on  élève  sur  AB,  par  le  point  Q,  la  perpendiculaire 
QO , qui  passera  par  le  centre  du  cercle  générateur, 
et  qu’on  mène  MN  parallèle  à AB  : MN  sera  le  sinus 
de  l’arc  MQ , et  NQ  en  sera  le  sinus  verse  ( 7'rig.  5). 
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J 38 
Soit 

QO  = a,  AP=x,  PM=  QN=j 
et  on  aura 


MN — y/ zay  - y* , x=.AQ — PQ=  arc  MQ — MN  , 

ou  r=arc  (dont^estle  sin.  verse) — \/  zay  — y*  : 
c’est  là  l’équation  primitive  de  lacycloïde.  (*) 


L’arc  MQ  peut  aussi  s’indiquer  par  son  sinus  MN, 
ouy/a ay — y*\  et  on  le  fait  disparaître  par  la  différen- 
tiation , en  se  servant  de  la  formule  du  n*  75 , dans  la- 
quelle a représente  aussi  le  rayon  et  où  le  sinus  est  dési- 
gné par  x.  En  substituant  \/ aay — y*,  au  lieu  de  x dans 
cette  formule , on  en  tirera 


d.arc  MQ  = 
et  on  aura  ensuite 


V*ay— y 


dxr=  ady  ody— ydy 

V 2«y  —y  V —y  ’ 

ou  . dx 

telle  est  l’équation  différentielle  de  la  cycloïde. 


_ _.yd.y 

y/lay  —y 


(*)  Si  on  voulait  calculer  la  longueur  de  l’arc  MQ , d’après  son 
sinus,  parle  moyen  des  tables  trigonométriques  , afin  de  construire 
la  courbe , il  faudrait  d’abord  rapporter  au  rayon  1 le  sinus  MN , re- 

latif  au  rayon  a , et  l’on  aurait , ou  - V aar — r*.  Désignant 

a a J J 

par  t la  longueur  de  l’arc  relatif  A ce  dernier  sinus,  celle  de 
l’arc  MQ  aura  nécessairement,  avec  le  quadrans  du  cercle  dont 
il  fait  partie,  le  même  rapport  que  l’arc  t,  avec  le  quadrans  des 
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Rien  n’est  plus  facile  maintenant  que  d’obtenir  les 
expressions  de  la  soutangente  et  de  la  tangente , de 
la  sounormale  et  de  la  normale,  dans  la  cycloïde.  On 
trouve , parles  formules  générales  du  numéro  65 , 

PT—  MT—  JTŸJSL. 

PR=\Zaay — y*,  MR—\Zaay. 

On  peut  construire  ces  valeurs  d’une  manière  très- 
simple  ; car  il  est  aisé  de  remarquer  que  MP  ou  y étant 
considéré  comme  l’abscisse  QN  dans  le  cercle  généra- 
teur QMG , la  valeur  donnée  ci-dessus  pour  PR  est 
précisément  celle  de  l’ordonnée  MN  de  ce  cercle , et 
que  , parconséquent,  la  normale  se  conforme  avec  la 
corde  de  l’arc  M Q , comme  on  peut  le  voir  aussi  par 
l’expression  de  MR  : il  suit  de  là  que  la  tangente  MT 
est  le  prolongement  de  la  corde  MG.  Si  on  imagine 
que  le  cercle  QMG  glisse  sur  le  point  Q pour  atteindre 
une  position  quelconque  qmg,  les  lignes  mq  et  mg 
resteront,  malgré  ce  changement,  parallèles  aux  lignes 
MQ  et  MG',  il  suffira  donc,  pour  construire  la  tan- 


tables;  il  en  résultera 


arc  MO  — at, 

* ) 

x — at—y  a ay  —y' , 

et  t~  arc,  dont  la  [sinus  ~ - y lay  — y 

L’expression  de  x,  en  y mettant  pour  t sa  valeur,  s’écrit  ainsi  : 


x = arc  ^sin  = ^ iay  — y’ J — J/aoy  — y’ ; 

«l  en  différentiant  d’après  la  règle  du  n°  3a  , on  retombe  sur  le  ré- 
sultat que  j’ai  donné  ei-dessus. 
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gente  et  la  normale  dans  un  point  donné  M , de  rap- 
porter ce  point  sur  le  cercle  fixe  qmg , ce  qui  se  fera 
en  tirant  la  droite  Mm  parallèle  à AB , et  de  mener 
ensuite  MT  parallèlement  à mg  et  MQ  parallèle- 
ment à mq. 

io3.  Je  passe  à la  recherche  du  rayon  de  courbure.. 
En  dilférentiant  l’équation 


dx 


_ .ydy 


X/zay—f’ 
j’obtiens,  puisque  dx  est  constant, 

c = (yd^y+  dya)  v/^=y  _jdy(ady-ydy)  . 

\/ luy— y' 

réduisant  et  divisant  par  y,  il  vient 


o=  (aqy— y)  daj/  + ady, 

d’où  je  tire 

d-y= 

zay — y1 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  dj>  dans  l’expression- 
du  rayon  de  courbure  (g4) , je  trouve , après  les  ré- 
ductions nécessaires , 

i » • 

y—  a'  (qy)'  =2  j/  a ay. 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  rayon  de  courbure  MM' 
est  double  de  la  normale  MQ , et  qu’il  ne  peut  parcon- 
séquent  devenir  plus  grand  que  le  double  du  diamètre 
du  cercle  générateur,  diamètre  qui  est  à-la-fois  l’ordon- 
née et  la  normale  de  la  cycloïde  au  point  /,  où  le  con- 
tact Q a parcouru  la  moitié  de  la  circonférence. 


i 
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Les  expressions  de  x—<t  et  de  .y — 0 donnent  ensuite 
y — 18  = ay  , x — « = — 2 y/ a ay  — y*  ; 

on  conclut  de  là 

y— — 0 , x=et  — a y/ — 2a0 — 0*. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  primitive  de 
la  cycloïde,  et  réduisant  on  obtient 

«t=arc(dont — 0 est  le  sin.  verse  ) -f-  y/ — a a0 — 0* , 
résultat  qui  a beaucoup  d’analogie  avec  cette  équa- 
tion. Le  radical  y/  — 2 a/5  — 0*  devient  semblable  à 
y/aay — y3  lorsqu’on  fait  0— — aa-f-j6' , ce  qui  re- 
vient à prendre  aulieu  de  l’ordonnée  EM' , toujours 
négative,  l’ordonnée  P'M'  rapportée  à un  axe  A'  B' 
placé  au  - dessous  de  A B à une  distance  A' I = aa. 
Par  cette  transformation  il  vient 

«.  = arc  (dont  2a — 0'  est  le  sin.  verse ) -f- y/aa/s' — 0>a: 

puis  si^M&|bserve  que  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
réunis  flNpôsent  le  diamètre , sont  supplément  l’un 
de  l’autT^et  qu’on  désigne  la  demi  - circonférence  par 

cr , on  pourra  écrire 

ct=cr — arc(  dont/5'  est  le  sinus  verse)  -f- y/ o.a0' — 0'*. 

Prenant  enfin. <*  = *■  — c’est-à-dire,  substituant  à 

l’abscisse  AE , l’abscisse  A' P— AI — AE , il  viendra 

&'=  arc  ( dont  0'  est  le  sin.  verse  ) — y/aajS' — (S'2, 

équation  d’une  cycloïde  dont  l’origine  est  au  point  Ar , 
et  décrite  sur  l’axe  A! B' , par  le  même  cercle  généra- 
teur que  la  proposée , mais  dans  le  sens  A' B'  contraire 
à AB.  t 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
de  la  détermination  du  rayon  de  courbure.  En  pro- 
longeant la  droite  G Q jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  A' B' 
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en  Q',  et  menant  Ç' M' , on  formera  les  triangles  GMQ 
et  QM'Q'  égaux  entr’eux  : l’angle  QM'Q'  sera  donc 
droit;  et  si  on  décrit  sur  QQ comme  diamètre,  un 
cercle,  il  passera  par  le  point  M'  et  sera  égal  au 
cercle  générateur.  Cela  posé,  puisque  l’arc  M'Q'  e st 
le  supplément  de  M'Q,  qui  lui-méme  est  égal  à MQ, 
on  aura 

arc  M' Q'  = QMG  — arc  MQ 

= A I — A Q=  Q1--A  Q' , 

ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  développée  AM'  A, 
est  une  cycloïde  décrite  par  le  cercle  QM'Q',  roulant 
sur  A' Bt  de  A'  vers  B' . 

On  remarquera  sans  doute  que , d’après  ce  qui  pré- 
cède, la  cycloïde  est  rectifiable,  puisqu’elle  est  elle- 
même  sa  développée , et  que  l’expression  de  son  rayon 
de  courbure  est  algébrique  ; et  on  en  déduira  ce  résultat 
curieux,  que  la  longueur  de  l’arc  A'  A , ou  de  son  égal 
AK,  qui  compose  la  moitié  de  la  brancha^Htriu-  par 
une  révolution  entière  du  cercle  générateufT’es!  préci- 
sément la  même  que  celle  de  AK , ou  du  double  du  dia- 
mètre de  ce  cercle. 

La  cycloïde  n’est  pas  terminée  au  point  L où  le  cercle 
a parcouru  sur  la  droite  AL , sa  circonférence  entière  , 
car  rien  ne  limite  la  durée  de  ce  mouvement.  Il  faut 
bien  remarquer,  dans  la  description  des  courbes,  que  les 
diverses  parties  résultantes  d’une  même  construction  ou 
d’un  même  mouvement,  appartiennent  toutes  à la  même 
courbe.  Ainsi  le  cercle  QMG , en  continuant  de  rouler 
sur  la  droite  AB , au-delà  du  point  L,  décrit  une  suite  de 
portions  semblables  à AK  L ; et  il  faut  en  concevoir  au- 
tant sur  la  gauche  du  point  A,  puisque  le  cercle  a pu 
n’arriver  àce  point  qu’à  la  suite  d’un  mouvement  com- 
mencé depuis  un  temps  infini.  L’équation  de  la  courbe 
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conduit  à ces  remarques,  car  rien  n’empêche  d’y  sup- 
poser l’arc  QM , augmenté  ou  diminué  d'autant  da 
circonférences  que  l’on  Voudra.  On  voit  d’ailleurs  que  jf 
ne  pourra  jamais  surpasser  a a.  Il  suit  de  là  que  la  cy- 
cloïde,  conçue  dans  toute  l’étendue  qu’elle  doit  avoir, 
peut  être  coupée  par  une  même  ligne  droite , dans 
une  infinité  de  points. 


Le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  ~4 

dx* 


étant 


égal  à , est  toujours  négatif , puisque  y est  toujours 

^ dy 

positif;  mais  il  devient  infini  ainsi  que  -A-  quandy'mo, 

ce  qui  arrive  lorsque  l’arc  MQ  est  nul  ou  égal  à un 
multiple  quelconque  de  la  circonférence  : dans  les 
mêmes  cas  les  points  A , L,  etc.  où  se  touchent  les  diffé- 
rentes Branches  de  la  cycloïde  sont  donc  des  points 
de  rebroussement  de  la  première  espèce , dans  lesquels  la 
tangente  est  perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses  (83). 

104.  Les  spirales  composent  encore  un  ordre  de 
courbes  transcendantes , remarquables  par  leur  forme 
et  leurs  propriétés.  Voici  comment  s’engendre  celle 
qu’imagina  Conon  de  Syracuse  , et  dont  Archimède 
découvrit  les  principales  propriétés. 


Pendant  que  le  rayon  AO  ,Jig.  3o,  se  meut  autour  fig-  3oj 
du  centre  A du  cercle  OG(J  , un  point  mobile,  parti 
de  ce  centre,  parcourt  uniformément  la  ligne  AO  , et 
avec  une  vitesse  telle  qu’il  arrive  au  point  O , en  même 
temps  que  cette  droite  a achevé  sa  révolution.  Il  suit 
de  là  que  pour  un  point  quelconque  M de  la  spirale 
AMOM' X , le  rapport  de  AM  à AN , est  le  même 
que  celui  de  l’arc  ON  à la  circonférence  OGO  ; mais 
comme  rien  ne  s’oppose  à ce  que  le  point  décrivant 
continue  son  mouvement  au-delà  du  point  O , sur  le 
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rayon  prolongé,  et  que  ce  rayon  peut  lui-même  faire 
un  nombre  indéfini  de  révolutions  la  courbe  AM  O se 
prolongera  en  tournant  toujours  autour  du  point  A , 
de  manière  que  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  point  A et  le  rayon  du  cercle , soit 
égal  à celui  qui  se  trouve  entre  l’arc  parcouru  par  le 
point  O,  depuis  le  commencement  du  mouvement  et 
la  circonférence  entière.  En  M' , par  exemple,  où  le 
rayon  AN  a fait  une  révolution  plus  l’arc  ON , on 
aura 

AM'  OGO  + ON 
AN  ~~  OGO 

Si  donc  on  fait 

ON—t,  AM— u,  ■ 
et  que , prenant  pour  unité  le  rayon  AN,  on.  repré- 
sente par  a r la  circonférence  OGO , on  aura  u = — . 

r 3T 

Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  géo- 
mètres appellent  des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A 
du  cercle  OGO , se  nomme  le  pôle  \ la  ligne  AM , assu- 
jétie  à passer  toujours  par  ce  point,  est  le  rayon  vec- 
teur , et  tient  lieu  de  l’ordonnée  de  la  courbe , tandis 
que  l’arc  ON  remplace  l’abscisse. 

La  spirale  que  je  viens  de  considérer , et  qui  porte 
le  nom  de  spirale  d Archimède  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier des  courbes  que  représente  l’équation  u = atn , 
en  donnant  à n toutes  les  valeurs  possibles  Lorsqu’on 
fait  n~  — 1,  on  a u = at~'  ou  ut  = a,  équation  qui 
appartient  à la  spirale  ^hyperbolique. 

Si  au  lieu  de  la  distance  AM , on  prenait  pour  u la 
partie  MN  du  rayon  vecteur , comprise  entre  le  point 
M et  la  circonférence  du  cercle  OGO , l’equation 

' um 
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ua  = at  serait  celle  de  la  Spirale  parabolique  , ou  de  la 
courbe  quon  formerait  en  roulant  l’axe  d’une  parabole 
autour  du  cercle  OG  • les  ordonnées  se  trouveraient 
alors  perpendiculaires  à la  circonférence  de  ce  cercle 
et  tomberaient  sur  ses  rayons.  * 

Tant  que  n est  un  nombre  positif,  les  spirales  données 
pari  équation  u — atn , prennent  leur  origine  au  point  A- 
mais  quand  n est  négatif,  u,  d’abord  infini , lorsque 
1 — °»  dlimnue  à mesure  que  cet  arc  augmente  et  à 
chaque  nouvelle  révolution  le  point  décrivant  s’appro- 
che du  point  A sans  pouvoir  jamais  y atteindre. 

io5.  Lorsqu’on  rapporte  les  courbes  à des  coordon- 

n^0lTS  ’ la  différentielle  première  du  rayon  vecteur 
AMJig.  3i , est  lapartie  QM'  retranchée  du  rayon  vec-  ko.  3.. 
teur  suivant,  par  l’arc  de  cercle  MQ  décrit  du  point  A 
comme  centre,  avec  le  rayon  MA.  On  regarde  ce  petit 
arc  comme  une  ligne  droite  (74),  et  le  triangle  MQM' 

comme  rectiligne , ce  qui  donne  MM'=  V r QM  4-  QÜp' 
lorsqu’on  mesurel’angte  MAM'  par  un  arcdecercleW 
décrit  d un  rayon  AN  égal  à l’unité,  on  a QM  ^ udt 
et  QM'  étant’  du , il  vient  MM'  = [/d^u'd?. 

i°6.Si  on  mène  AT  parallèle  à la  corde  du  petit 
arc  QM,  et  qu  on  prolonge  jusqu’à  la  rencontre  de 
cette  droite  le  côté  MM'  du  polygone  inscrit  à la  courbe 
on  aura  par  la  similitude  des  triangles  M' QM  et  M' AT 


QM' 

QM' 


AM' 
AT  ' 


Lorsqu  on  passe  aux  limites,  la  corde  QM  peut  être 
pnse  pour  1 arc  , l’angle  QMA  doit  être  regardé  comme 
droit,  la  ligne  MT  comme  tangente  à la  courbe  AT 

* am  * - «—■*;» 

Cale.  dijf. 


K 
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du  u 

wh~ATt 


d,’où  l’on  conclura 


AT— 


du 


107.  La  différentielle  seconde  d2u,  étant  prise  pour  la 
différence  entre  deux  différentielles  premières  consé- 
cutives (Sa)  , sera  représentée  par  M" Q' — M'Q  ; et 
il  faut  observer  que  lorsqu’on  suppose  l’arc  N N' 
constant,  ou  qu’on  fait  toujours  varier  l’angle  t de  la 
même  quantité  , les  arcs  QM,  Q'M' , ne  sont  pas  pour 
cela  égaux  entr’eux,  car  ils  sont  tous  de  rayons  différens. 

On  pourrait  déduire  de  là  les  expressions  des  tan- 
gentes, desçormales,  etc.; mais  j’ai  préféré  d’appliquer 
aux  courbes  qui  sont  rapportées  à des  coordonnées  po- 
laires , les  expressions  des  soutangentes  , des  tangentes, 
etc.  trouvées  relativement  à des  coordonnées  rec- 
tangles, parceque  cette  marche  fournit  l’occasion  de 
transformer  les  coordonnées  du  premier  système  dans 
celles  du  second  , et  de  montrer  comment  on  peut 
passer  de  l’un  à l’autre.  Cela  sera  d’autant  plus  utile , 
qu’on  rapporte  quelquefois  les  courbes  algébriques  à 
• des  coordonnées  polaires;  on  le  fait  surtout  à l’égard 
des  courbes  du  second  degré , en  prenant  leur  foyer 
pour  pôle. 

nc.3o.  108.  Je  placerai  au  point  A ,fig.  3o,  pour  plus  de 
simplicité , l’origine  des  coordonnées  rectangles 

AP  — x,  PM— y ; 

et  pour  fixer  la  position  de  l’axe  AD  des  abscisses  , je 
désignerai  par  m l’arc  QO  compris  entre  cet  axe  et 
le  point  O,  origine  de  l’arc  t.  En  menant  PM  per- 
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pendiculaire  sur  AB,  et  en  observant  que  l’angle  MAP 
est  mesuré  par  l’arc  NQ  égal  à t — ni,  on  trouvera 

• ÂM  = Â~P  + PM, 

A P = AM  cos  NQ , 
PMxzAMànNQ, 

ou  ^ u—  v/  x2  -f  y , 

x = n cos  ( t — m ) , 
jy  ==  u sin  ( I — m). 

Au  moyen  des  deux  dernières  valeurs , on  changera 
toute  équation  algébrique  entre  x et  y , dans  une  autre’ 
qui  ne“Contiendra  plus  que  le  sinus,  le  cosinus  de  l’arc  t, 
et  le  rayon  vecteur  u.  Ces  valeurs  donnent  aussi 

, . ^ 

oc  v 

cos (I — m)=~,  sin  (f  — 

d’où  on  tirera  des  valeurs  de  cos  t et  de  sin  Jeax,y,  u , 
sin  m et  cos  m , qui  , substituées  dans  une  équation 
quelconque  entre  u,  sin  f et  cos’f,  conduiront  à un 
résultat  ne  renfermant  plus  que  x et  y,  puisqu’on  pourra 
remplacer  u par  \/ x * -j-y1- 

Si , pour  abréger , on  suppose  que  la  ligne  AB  se 
confonde  avec  la  ligne  AO , on  aura  seulement 

cos  t s=  - sin  t =£. 

u*  u 

Lorsque  l’équation  mu  et  t , qu’on  se  propose  de 
transformer , contient  l’arc  t lui-même  , il  n’est  plus 
possible  d obtenir  une  relation  algébrique  entre  x et  y 
puisqu  on  n en  a point  de  semblable  entre  l’arc  t , son 
sinus  et  son  cosinus  ; mais  on  parvient  ainsi  qu’on  va 

K a 
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le  voir,  à une  équation  différentielle,  qui  ne  contient 

plus  que  x , y , dx  et  dj. 

On  tire  des  valeurs  trouvées  ci-dessus,  pour  u,  x et^y. 


du  = d.  [/x1  + ya, 

dx  = du  cos  (t — m)  — udf  sin  ( t — m ) , 
dy  — du  sin  ( f — m ) -f-  udt  cos  ( t — m ) ; 


si  on  élimine  du  des  deux  dernières  équations, 
viendra 


dt  = 


dy  cos  (t  — m)  — dx  sin  (t  — m)  _ 
u 


il 


mettant  pour  cos 
leurs,  on  aura 


( t — m),  sin  (t— m)  et 


df  = 


xdy— ^dx 


u,  leurs  va- 


On  pourra  donc  chasser  de  l’équation  en  u et  t,  et 
de  sa  différentielle,  les  quantités  u,  cos  t,  sint,  du  et  àt\ 
les  deux  résultats  qu'on  obtiendra  ne  contenant  plus 
que  t,  on  le  fora  disparaître  par  l’élimination. 

Soit  pour  exemple  l’équation  u=atn,  qui  donne 

i 1 i-i  - 

u=art,  -u"  du=a"d<; 

A 11 

les  expressions  de  u,  de  du  et  de  dt , étant  indépen- 
dantes de  l'angle  m,  il  viendi^  en  les  substituant  et 
en  réduisant  au  même  dénonmateur , 

• 

f . £ 

i(x*+_y*),n  (xdx  +^dy)=u'1  (xdy  — jdx). 
Avec-  cette  équation  on  déterminerait  les  suutan- 
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gentes,  les  tangentes,  etc.  des  spirales,  en  faisant  usage 
des  formules  du  n°  65  ",  mais  il  sera  plus  simple  et  en 
meme  temps  plus  général  de  transformer  ces  formules 
relativement  aux  variables  u et  t , et  c’est  ce  que  je 
vais  faire. 


109.  L’expression  de  la  soutangente  devient,  en  met- 
tant pour  y et  ~ leurs  valeurs , 


PT~  usinât — ni) 


ducos  (f — m) — udisin  (t — m) 
du  sin  (f  — m)  -f-  udlcos  ( t — m)‘ 


On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat , en  observant 
que  la  situation  de  la  ligne  des  abscisses , sur  laquelle 
tombe  la  distance  PT,  est  arbitraire , et  qu’on  peut  par- 
conséquent  prendre  toujours  m tel  que  l’arc  QN , 
soit  is,  auquel  cas  l’ordonnée  PM  se  confond  avec  Ife 
rayon  vecteur  AM , cos  (t  — m)  = o , sin(£— m)%=  1 , 

et  PT  se  change  en  AT'  = — £ 


On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  AM , et  en  por- 
tant sur  cette  droite  la  valeur  de  ArT , donnée  par 
la  formule  ci-dessus.  ^ 

Si  on  applique  cette  formule  à l’équation  u = al ", 
on  trouvera 


AT  — 


u * 

naln~l 


Dans  la  spirale  de  Conon, onan^i  eta  = — ; il  en 


résulte  AT'  — -—-.  On  voit  par  cette  expression  que 


\ • 
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lorsque  t-a-r,  ou  qu’après  une  révolution  du  rayon 
décrivant,  la  soutangente  est  égale  à la  circonférence 
rectifiée  ; on  trouvera  une  soutangente  quadruple  au 
bout  de  deux  révolutions , et  ainsi  de  suite,  comme  l’a 
- remarqué  Archimède. 

Lorsque  n—  — 1 , ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hy- 
perbolique , on  a AT' — a,  c’est-à-dire,  que  la  sou- 
tangente de  cette  courbe  est  constante. 

Je  ne  m’arrête  point  à la  recherche  de  la  sounormale 
et  de  la  normale  , parcequ’on  les  obtient  facilement 
lorsque  la  soutangente  est  connue. 


J’observerai  seulement  que  exprime  la 


Jangente  de  l’anglq  que  fait  avec  le  rayon  vecteur 
AM" la  droite  T'M , qui  touche  la  courbe  au  point  il/, 
et  qu’on  a 


. TM=ÿ ÂM+~Xt''=  u 

110.  Si  dans  la  différentielle  de  l’arc  AM,  qui  est 


, dz  = V dx'J  -f-  dy*  (7 5)  , 

on  substitue  pour  dx  et  dy  leurs  valeurs  en  coordon- 
nées polaires,  on  aura 

dz  = l/ du*  -f-  nadi’, 

ainsi  qu’on  le  conclurait  immédiatement  en  regardant 
FJ«-3i  le  triangle  curviligne  MM'  Ç>  ,Jig.  3i , comme  rectiligne 

et  rectangle , forme  dont  il  diffère  d’autant  moins  que  , 
J*  les  points  M et  M'  sont  plus  rapprochés. 

lit.  La  différentielle  de  l’aire  ADM , prise  rela-» 


*- 
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tivement  aux  coordonnées  polaires , n’est  pas  un  tra- 
pèze , comme  dans  le  cas  des  ordonnées  parallèles , mais 
un  secteur  AMM' . En  passant  aux  limites,  le  rapport 
de  ce  secteur  avec  la  différentielle  NF\'  sera  le  meme  que 
la  limite  des  rapports  que  les  secteurs  AMQ,  AM'R, 
entre  lesquels  il  se  trouve  compris  et  qui  tendent  vers 
l’égalité,  ont  avec  la  meme  différentielle  N N' . On  con- 
clura de  là  que  l’aire  ADM étant  représentée  par  s,  on 
doit  avoir 


ds AM  X MQ u* 

dl  siYiV  ~ H ’ 


ou 


ds 


uad£ 

a 


On  rencontre  souvent  l’expression  du  secteur  ds , en 
coordonnées  rectangles,  et  il  est  parconséquent  utile 
de  la  remarquer.  Elle  se  déduit  de  la  précédente , en 
mettant  pour  dt  et  pour  ua  leurs  valeurs  trouvées  dans 
le  n°  1 08  ; il  vient  alors  • 

d s = Tiy-& 

2 


ria.  Je  passe  à la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
Ici  on  doit  observer  que  la  formule 


(da.-»+dy^ 

dxd^y 


(.94)  > 


suppose  que  l’accroissement  do:  demeure  constant  dans 
toutes  les  différentiations  que  subit  la  fonction  y , et 
que  comme  les  coordonnées  polaires  t et  u sont  des 
fonctions  de  a;  et  de  y , elles  sont  implicitement  de9 
fonctions  de  x r et  varient  parconséquent  ainsi  que 
leurs  différentielles,  ‘lorsque  cette  dernière  quantité 
reçoit  des  changemens.  Il  faudra  donc  différentier  les 
deux  équations 

. K 4 


/ 


♦ 
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dx  = du  cos  (t  — m)  — udisinf  t — m)  , 

dj'  = du  sin  (t  — m)  -f-  adfcos(t  — m)  , 

* 

en  y faisant  varier  à-la-fois  dy , du,  dt  ; et  elles  don- 
neront 


o— d*ucos(t— m) — adudt  sin  (t — m) — ud’f  sin(t — m) 

/ 

' _ — udt’cos(t — m") 

d’y=  d’u  sin  (t — m)  -f  adudicos(£ — m)-J-ud*f  cos(£— m) 

— udt1  sin  (/ — m). 


vie.  3o.  La  position  de  la  ligne  AB  ,Jig-  3o,  étant  arbitraire , 
on  peut , pour  simplifier  ces  expressions  , supposer 
quelle  soit  perpendiculaire  sur  AM (109)  , et  faire  en 
conséquence  t — il  en  résultera 


sin  (t-+-m)  = 1 , cos  (t  — m)=o, 
dx  = — udà,  dy  = du, 

o = — adudl — ud%  d’y  = d ’^-|udl ’ , 
s 

(dx*-f-dy*)»  (du*  -f-u’d/’)7  . 

dxd*_y  udt(d’u — udl’) 


Lorsqu’on  appliquera  la  dernière  formule  , il  sera 
nécessaire  de  faire  varier  en  même  temps  les  deux 
différentielles  du  et  df  des  coordonnées  polaires  uet  t, 
en  assujétisant  la  différentielle  d’t  à l'équation 


o = — adudt  — - ud’f , 

qui  établit  une  relation  entre  d’f  et  dudt,  c’est-à-dire  * 
qu’il  faudra , dans  l’expression  de  d’a , substituer , au 
lieu  de  d’f  sa  valeur  , tirée  dé  l’équation  ci-dessus. 

1 13.  Au  lieu  d£  calculer  les  expressions  des  coor— 
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données  a.  et  |S  de  la  développée  (g4)>  on  a cou- 
tume , lorsqu’on  fait  usage  des  coordonnées  polaires  , 
de  déterminer  la  position  du  centre  du  cercle  oscu- 
lateur  par  celle  de  la  normale  et  par  la  distance  ME, 
comprise  entre  le  point  M et  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire EF , abaissée  du  centre  F du  cercle  osculateur 
sur  la  droite  AM , ce  qui  donne  quelquefois  de  l’élé- 
gance à la  construction  du  rayon  de  courbure. 

La  ligne  AM  étant  prise  pour  l’axe  des  ordonnées^, 
la  partie  AE représente  l’ordonnée  fi  de  la  développée; 
et  parconséquent 

ME=AM — AE=y — fi  = — : 

dy 


donc 


ME: 


( du*  -f  K3d  £s  ) 
d2u  — udt2 


1 1 4 • Pour  faire  une  application  des  formules  pré- 
cédentes , je  prends  la  spirale  logarithmique  dont  l’équa- 
tion est  f=lu.  En  différentiant,  il  vient  (27) 

uàt 


, ,,d  u 

d t — M — ou 
u 


du 


= M, 


ce  qui  montre  ( îoq  ) que  dans  tous  les  points  de  cette 
courbe,  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon 
vecteur. 

Une  seconde  différentiation  effectuée  sur  l’équation 
ud£  — Mdu  = o , 

et  dans  laquelle  d t et  du  varieront  en  même  temps, 
donnera 

ud't  dud£  — Md*u  — o ; 

mettant  pour  ud5£  sa  valeur  — 2dud£  (1 12) , il  viendra 
— dudt  — - Md*u  — 6 , 
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et  si  l’on  substitue  dans  les  expressions  de  MF  et  de- 
ME  cette  valeur  de  dau,  puis  celle  de  d t en  du,  on 
aura 

A IF  — U—~  ^ ME  = u = AM. 

M 

ne.  3a.  Il  suit  de  là  que  la  droite  AF  ,fig.  , menée  perpen- 

diculairement au  rayon  vecteur  AM , rencontreia  la 
normale  MF  au  centre  du  cercle  osculateur , ou  sur 
le  point  correspondant  de  la  développée  FZ. 

Cette  développée  sera  une  spirale  semblable  à la 
proposée  ; car  l'angle étant  égal  à T' MA  , sera 
le  même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  F Z , comme 
pour  ceux  de  la  courbe  AX. 

Du  changement  de  la  variable  indépen- 
dante , ou  comment  on  change  la  dif- 
férentielle qu  on  a prise,  pour  constante  y 
en  une  autre  qui  ne  le  soit  plus. 

il 5.  Dans  la  recherche  du  rayon  de  courbure  , 
pour  les  coordonnées  polaires  , j’ai  regardé  les  va— 
riables  u et  t comme  étant  implicitement  des  fonc- 
tions de  x , *t  j’ai  fait  en  conséquence  varier  en 
même  temps  les  deux  différentielles  dit  et  dt;  cepen- 
dant , puisqu’on  peut  considérer  l’équation  de  la  courbe 
proposée  entre  les  coordonnées  polaires  u et  (,  indé- 
pendamment des  coordonnées  rectangles  x ety»,  on  peut 
aussi  regarder  • u comme  fonction  de  t , et  prendre  dt 
pour%n  accroissement  constant  de  cettedernière  variable 
qui  est  alors  indépendante  de  toute  autre.  Sous  ce  point 
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de  vue  , il  faut  faire  d2t  = o , mais  on  doit  préalable- 
ment changer  les  formules  des  n°‘  113  et  11 3,  dans 
lesquelles  on  a toujours  supposé  que  x était  la  variable 
indépendante  et  que  dx  était  constant. 

J’observe  d’abord  qu’en  prenant  t et  u pour  fonctions 
de  la  variable  x , on  a 


df  = pàx  , du  = qdx  , 
et  parconséquent 

du q 

di  p 

Différentiant  dans  la  même  hypothèse,  où  l’on  regarde 
dt  et  du  comme  des  fonctions  implicites  de  x et  de  dx , 
chaque  membre  de  cette  équation  , il  vient 


dt  dau 


,/d u\ pdq — qdp dx  dx  d 

d w/ — y “ ^çity 


d u d2t 
dx  dx 


çe  qui  revient  à 


(*)  = 


d/dsu  — dud5f 


dt' 


ainsi  qu’il  résulterait  de  la  différentiation  immédiate  de 
la  fraction  ^ ( 1 a) . Dans  cette  hypothèse,  le  coeflicient 

différentiel  de  la  fonction  ~ , ou  la  limite  du  rap- 

Çt 

, , du  , , , * , . . dau 

port  de  d a dt,  n est  plus  exprime  par  , comme 


dt“ 


lorsqu’on  prend/ t pouf  variable  indéperidante , mai* 
par 
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i A did’u  — dudaf 

dit  \dF/—  dF  * 

Si  donc  on  fait 

du  dm. 

,-àr==n> 

en  regardant  m et  n comme  des  fonctions  implicites 
de  t,  on  aura 

dfd’u  — dudJt 
U~  d?  ; 


et  par  réquation  o = 2dudfa  -f-  du  n®  1 1 a , il  vient 


d*/=— 


ndudt 


et  n= 


«d*u-f-2du* 


ndfa 


Maintenant  il  suit  de  la  nature  même  du  Calcul  diffé- 
rentiel que  toutes  les  expressions  que  fournit  ce  Calcul 
doivent  être  indépendantes  des  valeurs  des  accroisse- 
mens  , et  doivent  parconséquent  se  transformer  en 
d’autres  qui  ne  contiennent  plus  que  les  fonctions_déter- 
minées  m,  n , etc.  En  effet,  on  a par  ce  qui  précède 


du=zmdt,  d*u  — 


nudt1 — ad  u3 {nu — 2 ma)  d£a 


substituant  dans  les  expressions  de  MF  et  de  ME , on 
obtiendra 


MF  = 


(ma-f-ua)* 
2/n*  — nu  -f-u3 


■ ME= 

om — nu+ur 

formules  délivrées  des  accroissemens  , et  ne  contenant 
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plus  que  les  fonctions  m et  n qui  sont  les  limites  de 
leurs  rapports;  mais  quand  on  prend  t pour  variable 
indépendante , les  fonctions  m et  n sont  représentées 
• du  dau 

Par  et  î et  1 on  a en  conséquence 

¥ 

L_ 

adu!dt — ;idld“u  -f.  u^dr* 

ME  — u(dua -f- uadfa) 

adua  — ud!u  -f-  uadta  ’ 

formules  qui  supposent  u immédiatement  fonction  de 
f.  Ainsi  pour  les  appliquer,  il  faudra,  en  différentiant 
l’équation  proposée  en  u et  f,  faire  df  constant. 

116.  Il  est  souvent  utile  de  faire  l’inverse  de  ce  qui 
précédé , c est-a-dire , de  transformer  une  expression 
différentielle  prise  en  regardai»  y comme  une  fonction 
de  x,  en  une  autre  où  x et_y  soient  toutes  deux  envi- 
sagées îomme  des  fonctions  d’une  troisième  varijpsle 
quelconque  z , que  l'on  supposera  indépendante. 

Lu  coefficient  p = ^ revient  alors  à 
dx 


dz 


on  doit  donc  regarder  aussi  ày  et  dx  comme  des  fonc- 
tions de  z , et  les  diffërentier  en  conséquence , ce  qui 
donnera 
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faisant  ensuite  dp  = qdx , on  trouvera 

_ _ ± j M _ dxd*y  — dyd*x 
^ dx  \dx/  dx3 


En  poursuivant  de  la  même  manière  , on  aura 


dx2dy — 3dxd*xd*_y  — f—  3d  yd*x* — dxdyd3x 
dx* 

posant  d q = rdx , on  obtiendra 

dxadf_y  — 3dxd*xd*y  -f-  3dyd*x*  — dxdyd3x 
r=  du* 


C’est  ainsi  que  les  quantités  p,  q,  r,  etc.  qui  sont 
des  fonctions  implicites  de  x,  s’expriment  au  moyen 
de  dx,  dy,  d*x,  etc.  rggardées  comme  des  fonctions 
de  z ; et  en  substituant  ces  valeurs  dans  quelque  formule 
quexe  soit,  ramenée  à ne  contenir  que  des  coçfficiens 
diffwentiels , on  la  transformera  sous  le  point  de  vue 
général  proposé. 

L’expression  du  ray.on  de  courbure , par  exemple , 

( dx1  -j-  dy*  ) * 

^ dxd^y  * 

étant  mise  d’abord  sous  la  forme 


deviendra 


» = — 


( 


^dxV 

dx* 


(i  +P1)* 
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(dx*  -f-  dy*)*r 
^ dxdy — dydax* 

117.  Les  expressions  de  q , r,  etc.  sont  indéterminées,' 
tant  qu’on  n’assigne  aucune  relation  entre  les  variablesx, 
y et  z ; mais  l’effet  de  cette  relation  établit  une  dépen- 
dance entre  dax  et  day , puisque  z pouvant  aussi  être 
envisagé  comme  une  fonction  de  x et  dey , dz  en  est 
pareillement  une  de  ces  variables  et  de  leurs  différen- 
tielles, et  la  supposition  de  dz  constant  emporte  l’équa- 
tion d*z  = o. 

Il  n’est  pas  même  nécessaire  , pour  obtenir  cette  der- 
nière, de  connaître  la  relation  primitive  entre  x ,y  et 
la  variable  z qu’on  veut  regarder  comme  indépendante  ; 
il  suffit  d’avoir  l’expression  de  dz. 

Si  l’on  prenait , par  exemple  , pour  cette  variable 
l’arc  de  la  courbe  proposée , on  aurait  alors  (76) 

dz=  v/dx*-f-d y*; 

et  en  différentiant  dx  et  dy  comme  des  fonctions  de  z, 
il  viendrait 

dxdax  -f-  dyday  = 0 ; 1 

chassant  à l’aide  de  cette  équation  et  de  ses  différen- 
tielles , les  différentielles  dax , d’x  , etc.  des  expres- 
sions de  q,  r,  etc.  on  aurait  les  formes  que  prennent 
les  coefïiciens  différentiels  lorsqu’on  fait  varier  x et  y, 
en  conséquence  du  changement  de  l’arc  z , ou  lorsqu’on 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  indépendante , ou 
enfin  lorsqu’on  prend  sa  différentielle  pour  constante. 

Les  considérations  géométriques  répondent  très-clai- 
rement à cette  circonstance  ; car  il  est  visible  que  pour 
particulariser  le  polygone  MM'M"  etc.  Jig.  a,  qu’on  se  no.  a. 
propose  d’inscrire  dans  une  courbe  quelconque  CM , 
il  faut  assigner  une  loi  dans  la  succession  des  angles  de 


Digitized  by  Google 


\ 


iGo  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

ce  polygone.  J’ai  d’abord  pris  les  différences  d’abs- 
cisses PP'  , P' P"  i etc.  égales  entr’elles;  mais  on 
peut  remplacer  cette  loi  par  toute  autre  : supposer,  par 
exemple , que  les  côtés  MM',  M'M",  etc.  soient  égaux. 

On  peut  aussi  faire  à volonté 

dz=dx,  ou  dz  = dy. 


d’où  il  résulte 

dax  = o ou  d^y— o; 

et  par  le  moyen  de  ces  hypothèses , on  prend  alterna- 
tivement x ou  y pour  variable  indépendante  ; c’est- 
à-dire  que  l’on  regarde  y comme  fonction  de  x ou  x 
comme  fonction  de  y.  Dans  le  premier  cas 

q—^-  et  dans  le  second  q = — ^dx^~' 

Si  on  met  cette  dernière  valeur  dans  l’expression 


y <7 

on  la  transformera  immédiatement  en  celle  qui  con- 
vient au  cas  où  l’on  regarde  x comine  fonction  de  y , 
§t  qui  est 

(dx»-fdy>)» 

7 d_yd*x  * 

Tout  qe  qui  précède  ne  porte  que  sur  les  signes 
• et  n’est  enfin  qu’une  manière  particulière  d’écrire  les 
coefïiciens  différentiels  ; car  que  y varie  à cause  du 
changement  que  suint  spontanément  x , ou  à cause  de 
celui  que  subit  une  autre  variable  z,  de  laquelle  x dé- 
pend , tout  cela  revient  au  même  pour  les  limites  qui 
sont  indépendantes  des  valeurs  des  accroissemens  ; aussi 
lorsqu’on  différentie  une  équation  entre  x et  y,  en  fai- 
sant 
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sant  varier  dx  aussi  bien  que  dy , on  peut  transformer 
ensuite  les  résultats  en  coefficiens  différentiels  au  moyen 
des  formules  du  n°  116,  comme  on  le  ferait  en  diffé- 
rentiant  suivant  le  procédé  du  n°  n5  : de  l’une  ou  de 
l’autre  manière  on  parvient  au  même  résultat.  Les 
formules  obtenues  par  la  première  sont  en  quelque 
sorte  plus  élégantes  , parceque  les  deux  variables  y sont 
• traitées  symétriquement.  On  trouvera,  sur  ce  sujet, 
dans  le  premier  chapitre  du  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel et  du  Calcul  intégral,  des  détails  assez  im- 
portans  et  qui  n’avaient  ençore  été  donnés  par  personne 
que  je  sache  avant  la  publication  de  cet  ouvrage. 

118.  D’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  on  pourra  tou- 
jours différentier  le  système  de  deux  équations , conte- 
nant trois  variables , système  duquel  il  résulte  que  deux 
quelconques  de  ces  variables  sont  des  fonctions  déter- 
minées de  la  troisième.  Si  U—  o et  o désignent 
deux  équations  entre  x , y et  z,  on  en  prendra  les  dif- 
férentielles successives  en  faisant  varier  en  même  temps 
celles  des  deux  indéterminées  que  l’on  regarde  comme 
fonctions  de  la  troisième. 

Si  l’on  avait  trois  équations  U =0 , V — o et  TV—o, 
entre  quatre  variables  t,x,y,  z,  trois  de  ces  variables 
nécessairement  déterminées  par  la  quatrième , seraient 
des  fonctions  de  celles-ci , et  leurs  différentielles  de- 
vraient varier. 

En  général , un  nombre  m d’équations  entre  m -f- 1 
variables  déterminant  m de  ces  variables,  au  moyen  de 
Celle  qui  reste , ne  doit  être  regardé  que  comme  con- 
tenant des  fonctions  de  cette  variable  ; il  faut  donc  dans 
les  différentiations  successives  de  ces  équations  faire 
varier  les  différentielles  des  indéterminées  qui  repré- 
sentent des  fonctions  de  la  variable  que  l’on  considère 
comme  indépendante , et  dont  on  prend  la  différentielle 
pour  constante. 

Cale.  dff.  L 
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119.  Lorsqu’on  a des  équations  de  cette  nature,  on 
peut  toujours  en  tirer  un  résultat  unique , entre  deux 
quelconques  des  variables  , par  un  procédé  que  je  vais 
exposer  sur  deux  équations  à trois  variables,  et  qu’il 
sera  facile  d’étendre  ensuite  autant  qu’on  le  voudra. 

Soient  U — o,  V—<5 , ces  équations,  l’une  de 
l’ordre  m et  l’autre  de  l’ordre  n , entre  les  variables  x, 
yy  t et  leurs  différentielles,  et  dont  on  veuille  élimi- 
ner t ; la  première  pourra  contenir  outre  la  variable  t, 
les  différentielles  df,  d3f,...dm£,  et  la  seconde  d£ , 
dîf,...dn£.  Comme  on  n’a  point  les  équations  primi- 
tives, ni  tontes  les  différentielles  des  ordres  inférieurs 
à ceux  des  proposées,  il  faut  nécessairement  se  procu- 
rer de  nouvelles  équations  pour  chasser  les  quantités 
inconnues  d£ , da£ , etc.  , et  c’est  ce  qu’on  fera  en  dif- 
férentiant  n fois  l’équation  U = o,  et  m fois  l’équation 
y— o.  On  obtiendra  par  ce  moyen  re-f-m  équations 
nouvelles;  et  on  en  aura  en  tout  un  nombre  m-f-n-f- a, 
en  comptant  les  deux  proposées  : les  inconnues  à éli— 

•-  miner,  savoir,  t,  d t,  da£, dmf, dm+"£,  étant  au 

nombre  de  m -J -n  -j-  1 , il  restera  donc  une  équation 
finale,  en  x,y  et  leurs  différentielles. 

Si  d t était  constant,  il  semblerait  qu’en  différentiant 
une  seule  fois  l’une  des  équations  proposées , on  pour- 
rait éliminer  t et  d£,  puisqu’on  aurait  alors  tfois  équa- 
tions; mais  on  doit  observer  que  les  différentielles  d*x, 
d^y,  contiennent  implicitement  t , puisqu’alors  on  a re- 
gardé x et  y comme  des  fonctions  de  cette  variable 
(118);  il  faut  donc  prendre  pour  constante  la  différen- 
tielle de  l’une  des  variables  que  l’on  veut  conserver. 

Delà  différentiation  des  fonctions  de  deux 

ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables. 

120.  Lorsque  l’on  n’a  qu’une  seule  équation  entre 
trois  variables,  il  faut  d’abord  fixer  arbitrairement  lei 
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valeurs  de  deux  quelconques  de  ces  variables  pour  dé- 
terminer la  troisième , qui  par  conséquent  est  une  fonc- 
tion des  deux  premières.  Si  l’on  a,  par  exemple,  l’équation 

**+.yV+**=a*,  « 

on  ne  pourra  obtenir  z,  sans  avoir  préalablement  assigné 
des  valeurs  à X et  à^<;  mais  il  convient  d’observer  que 
les  quantités  x et^y  n’étant  liées  entr’ elles  par  aucune 
relation , la  seconde  peut  demeurer  la  même , quoique 
la  première  ait  changé,  et  réciproquement. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  * peut  varier  de 
plusieurs  manières , i°.  en  conséquence  d’un  changement 
arrivé  à x ou  à y seul  ; 2°.  par  le  concours  de  ces  deux 
circonstances.  Dans  le  premier  cas,  la  quantité  y , ou 
la  quantité  x , étant  regardée  comme  constante,  l’équa- 
tion proposée  revient  au  fond  à une  équation  à deux 
variables;  ainsi  lorsque  x change  seul,  on  .a 

xdx+-zdz=a,  ou  =o. 

dr  9 

et  lorsque  c’est  y , il  vient 

yty  -h zdz  =* o , ou  = 

L’on  a donc  successivement 

/ J ' v ’ 

dz=—^f,  dz=z~y&- 

P Z * 

mais  il  faut  observer  que  la  première  de  ces  différen- 
tielles est  relative  à la  variabilité  particulière  de  x et 
la  seconde  à celle  de_y  ; c’est  ce  qu’on  exprime  en  disant 
que  l’une  est  la  différentielle  partielle  relative  à x,  et 
l’autre  la  différentielle  partielle  relative  à y,  * 

Le  sens  de  la  question  suffit  pour  empêcher  qu’on 
ne  les  confonde,  et  on  les  distingue  d’ailleurs  suffisam- 
ment en  faisant  attention  à la  différentielle  de  la  va- 
riable indépendante  qui  les  affecte. 

Les  coefficiens  différentiels  analogues  sont 
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dz  x dz y 

dx  z * dy  z' 

En  général  lorsqu’il  s’agit  d’une  fonction  de  plusieurs 

variables  , on  doit  bien  se  rappeler  que  dans  ^ , dz  est 

la  différentielle  partielle  de  z relativement  à x,  tandia 
dz 

que  dans  dz  est  la  différentielle  partielle  rela- 
tive à y.  » 

îai.  Si  f(x,  y)  représente  une  fonction  quel- 
conque de  x et  de  y ; en  supposant  d’abord  que  la  va- 
riable x change  seule  et  devienne  x-\~h , il  faudra  re- 
garder y comme  une  constante , et  traiter  la  fonction 
proposée  de  même  qu’une  fonction  de  x ; on  aura  donc 
par  le  théorème  du  n°  21  , en  faisant  pour  abréger 
f (x,  y)  = u, 

cf  , l \ , du  h d’n  h * * d3n  hs 

f(*+W=»+aîI+&— +Æ?rj:5+«c.  , 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée 
lorsque  y seul  prend  un  accroissement  k , on  re- 
garderait x comme  une  constante,  et  f (x,y)  , ou  u, 
comme  une  fonction  dey  ; par-là  on  aurait 

cr  . is  . àuft  . d““  **  , d3“  . * 

f(r,j,+S)=»+^T+j-:_+çi— +.tc. 

Dans  le  cas  où  les  quantités  x et  y varient  en  même 
temps  et  deviennent  x -f-  h et  y -f-  k , comme  on  n’a 
assigné  aucune  forme  particulière  à la  fonction  f (x,y), 
il  n’est  pas  possible  d’y  faire  à la  fois  les  deux  substi- 
tutions indiquées  ; mais  il  est  aisé  de  sentir  qu’on  par- 
viendra au  même  résultat  en  changeant  d’abord  en 
x-\-h,  et  mettant  ensuite  y -f-  k pour  y,  dans  le  dé- 
veloppement qu’on  aura  obtenu  par  la  première  opé- 
ration. 

On  a déjà 


B 
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du  h dau  hx  d3u  h 3 

f(*+W=»+Er+Er^+ï?TX3  + «<c. 

u représentant  f(x,  y).  Pour  développer  les  coefficiens 
des  dilïerens  termes  de  cette  série , en  ayant  égard  au 
changement  arrivé  à y , j’observerai  d’abord  que  danâ 
chacun  d’eux,  x doit  être  regardé  comme  une  quantité 
constante  , et  qu’on  doit  les  traiter  parconséquént 
comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  y.  D’aprè* 
cela,  f(a?,y)  , ou  u , deviendra 

' du  k d’u  k*  d3u  k3 
U dyi"^~dy“  i.a~^dy3  i.a.3*^etC" 

Si  dans  ce  développement  on  écrit  ~ , au  lieu  de  u , 

en  aura  pour  résultat  ce  que  devient  la  fonction  — , 
lorsque  y se  change  en  y -f-  à ; c’est-à-dire, 

d.  , . <“Q  »■  , 'G0  » , 

E+-T7-I+-ap“  I^+“3ÿî_  TX3  + etc- 

Mais  comme  , en  partant  de  la  fonction  u,  l’expression 

d(g) 

— indique  deux  différentiations  faites  successive- 

dy 

ment , la  première  en  ayant  égard  à la  variabilité  de  x 

seul , et  la  seconde  en  ne  considérant  que  celle  dey; 

on  donne  à cette  expression  une  forme  plus  simple 

,,,  . . . ' dau  _ , 

en  i écrivant  ainsi  qu  il  suit  : On»  représente 

, . \dx/  d3u  , , , r 

de  meme  — par  ; et  en  general , il  faut  en- 

tendre  par  , le  coefficient  différentiel  de  l’or- 

y L 3 
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ordre  inverse , et  commencer  par  la  substitution  rela- 
tive ày  ; alors  f(x,y  ) serait  devenue 

ou 

, du  A d*u  A * d3u  A3 

u -f  3 h TT 4 TT 5 "T  etc. 

dy  1 1 dy*  1.2  1 dy*  x 2.3 

La  substitution  de  x -f-  A , au  lieu  de  x , dans  cette 

série , aurait  changé  u en 

, dufc  d“u  A* » d3u  h3 

w + j r -v-j  — ■ 4-  j— t ~ 4-  etc. 

dx  1 ' dx*  x . 2 ' dx3  1.2.3  1 

et  ensuite 


du  du  , d’u  A d3u  A*  dhx  A3 

dy  en  dy  dxdy  x ' dx“dy  x .2  dx’dy  1 .2.3  ' ctc' 

d“u  d*u  d3u  A dhx  A1  d5u  A 3 

dy3  6ndj'“  dxdy* 1 dx*dy*  1 . a dxdy*  x . 2 . 3 

d3u  d3u  d *u  A d5u  A*  d6u  A3 

ày3  Cndy3  'dxdy3  1"3"  dx*dy3  1 .2  ' dxdy3  x .2.3~*"e*C 

on  aurait  eu  parconséquent 


rr  , , , 7,  . duA  , d*u  A*  d3u  A3 

{(x+hj 4.A)==u4--r4--d^r— 4-dari  Ka-5 


duA 


R 

dsu  A A 

dxdy  1 1 

d*u  A* 
dy1  1 . si 


d 3u 


dx*dy  1.2 
d3u 


4- etc. 

a 

A , 

- 4“  etc. 
1 


4 


dxdy* 
d3u 

dy3  1.2.5 


A A*  , 

j-  etc.  j 

1 1.2 

A3 


4-  etc. 
~h  etc* 


Il  est  évident  que  ce  second  développement  doit  être  * 
identique  avec  le  premier  ; car  il  est  indifférent  de  chan- 
ger d’abord  x en  x 4*  A et  ensuite  y en  y 4*  A , ou  de 
faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inverse , 

L 4 
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puisque  d’une  manière  ou  de  l’autre  on  obtient  égale—  t 

ment  f ( x -f-  h ,y  -f-  A). 

Si  on  compare  dans  ces  dçux  développemens  le» 
termes  qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  h et 
de  k , on  trouvera  cette  suite  d’équations , 


dau 

dau 

dydr 

dxdy 

d3u 

d3u 

dyd-r1 

dx*dy 

d’u 

d3u 

dyadx 

dxdja 

d" +mu 

d*i4-nu 

àyndxm 

dx"’dj* 

etc. 

etc. 

Il  résulte  de  la  première  que  le  coefficient  différen- 
tiel du  second  ordré  d’une  fonction  de  deux  variables  a 
pris  en  différentiant  par  rapport  à l’une  d’elles  et 
ensuite  par  rapport  à l’autre , reste  le  même,  quel  que 
soit  l’ordre  qu’on  ait  suivi  dans  les  dfférentiations. 


Soit,  par  exemple,  u—xmyn-,  si  on  différentie  d’abord  en 
regardant  x comme  seule  variable  ,ona^= rnxm~'yn  ; 
pifFérentiant  ensuite  ce  résultat,  en  ne  faisant  varier 

cîa£/  ^ 

que  y , on  obtient  ^ ^ = mnxm~'yn~ 1 : en  opérant  * 

dans  un  ordre  inverse , on  trouve 
du 


dy 


= nxmyn 


et 


u 


dxdy 


= mnxm~'y* 


et  on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  le». 


) 
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deux  cas.  J^es  autres  équations  rapportées  ci-dessus  ne 

«ont  que  des  conséquences  de  la  première. 

» 

xa3.  En  retranchant f(x, y)  ou  udef(x-f-A^y-f-Zt) , 
on  trouve 


î(x+h,y  +k)—î (x,y)  : 


du  h d *u*h* 

dx  1 ' 


dx*  1 .a 
dau 


-f-  etc. 


-f^-4 

dy  1 djdr  1 1 


kh  , 
77+ etc. 


+ 


datt  h% 


-f-  etc.  ' 


dya  1.2 

etc. 

Si  on  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  défi- 
nition que  j’ai  donnée  (5)  de  la  différentielle  d’une 
fonction  , on  verra  que  celle  de  F ( x , y ) , ou  de  u , 
est  comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment  la  pre- 
mière colonne  du  développement  précédent  ; et  en 
changeant  h en  dx  et  k en  dy,  on  aura 

df  ( x,y  ) = du  = ^ dx  -f  ^ dy. 

Il  suit  de  là  que  la  différentielle  totale  d’une  fonction  de 
deux  variables  renferme  deux  parties , savoir  : ^ dx  , 
ou  la  différentielle  prise  en  regardant  x comme  seule  va- 
riable, et  ^ dy , ou  la  différentielle  prise  en  regardant 
y comme  seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables, les  règles  données  (n°  10  et  suiv.)  pour  la  dif- 
férentiation de  Celles  qui  dépendent  d’une  seule , et  pour 
cela  on  dfférentiera  la  fonction  proposée  d’abord  par 
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port  à l’une  des  variables  , et  ensuite  par  rapport  i 
l’autre  : la  somme  des  deux  résultats  sera  la  différen- 
tielle totale  cherchée. 

124.  Je  ne  crois  pas  qu’il  soit  nécessaire  de  donner 
beaucoup  d’exemples  relatifs  à la  différentiation  de* 
fonctions  de*  deux  variables,  puisqu’elle  rentre  dans 
celle  de»  fonctions  qui  n’en  contiennent  qu’une  ; je 
me  bornerai  donc  aux  suivans  : 

On  voit  sur-le-champ  , d’après  la  règle  ci-dessus  , 
que 

d(x-f^y)  = «Lr+dy  * 

d . xy  -=zyàx  -f-  xdy 
^ x dr  xdy _ydx  — xdy 

* ÿ ~ y 'ÿr  y 

Soit  encore  l*.  ux=xnyn\  on  a 


donc 


dit  , , 

— dx  r=  mxm— |yndx 

du  , , 

^dy  = nxmy—%; 


d u—mx™  ,_y"dx-f-nxI7]y''  ’dyxrx"- ^""'(mydx-f-nxdy)  : 

a°-  “ = =a-y^s-fr)~7;  on  a 

du  j_ ' «yxdx 

^dx_  — — i 

(x*-fy*)» 

— dy=  -üày  ay%dy  , • 

dy  (x»-fy)ï  (x*+yf 

donc 


du 


qyxdx 


7 + 


gdy 


(x*-f-y’)ï  (x»4.y)ï  + ‘ 


/ 


I 
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ou  en  réduisant  * 

— ggyd x -f-  orradj 

(x“+/)^ 

3*.  u=Arc^tang=^',  expression  qui  est  celle 
d’un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  1 , et  la  tangente 
pour  la  difFérentier  on  fera  - = z , et  on  cherchera , 

y 

d après  le  n°35,  la  différentielle  de  l’arc  dont  la  tangente 
est  exprimée  par  z ; il  viendra  pour  résultat  - — : on 

aura  donc  du  = — - ; et  mettant  au  lieu  de  z et  de 
d z leur  valeur , on  trouvera 


_ydx  — xdy 


,+f 


__  vd.r  — 1 xdy 
_y*  -f-  x3 


is5.  La  manière  dont  on  écrit  les  différentielles  des 
fonctions  qui  dépendent  de  plusieurs  variables  donne 
lieu  à des  remarques  importantes.  On  a déjà  vu  (120) 

qn’il  ne  faut  pas  confondre  alors  dx  avec  du,  comme 

^pourrait  le  faire  si  u ne  renfermait  que  la  seule 

variable  x , parce  que  l’expression  ~ a dans  ce  ca* 

un  sens  particulier  ; elle  désigne  le  coefficient  différen- 
tiel pri3  dans  l’hypothèse  de  x seul  variable;  ou  le  quo- 
tient du  premier  terme  du  développement  de  la  diffé- 
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rence  prise  dans  cette  hypothèse , divisé  par  l'accrois- 
sement dx  : il  en  est  de  même  de 

dy 

Les  quantités  ^ sont  appelées  ordinairement 
différences  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  u \ 
et  en  général  - représente  une  de  celles  de  l’or- 

dre 77i  -f*  n , prise  en  diffère  nti  an  t m fois  par  rapport 
à x , et  n fois  par  rapport  à.  y. 

Je  crois  devoir  observer  que  la  dénomination  de 
différence  partielle  n’est  pas  exacte  ; car  les  formules 
qu’on  désigne  ainsi  n’expriment  point  la  différence  entre 
deux  quantités.  Les  vraies  différences  partielles  de  «sont 


î{x  + h,y) 

f(*..y  + *)• 


la  première  étant  prise  en  n’ayant  égard  qu’au  chan- 
gement de  x , et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
de_y.  Les  expressions 


d?z , 


du . du  , du , 

7yh-™ïii*-  Ty**' 


qui  sont  les  premiers  termes  des  développemens  de  ces 
différences , doivent  être  nommées  différentielles  par- 
tielles , et  ^ , resteront  toujours  les  coefficiens 

différentiels  du  premier  ordre  de  la  fonction  propoaÉK 
mais  il  faut  remarquer  qu’une  fonction  d’une  seule 
variable  n’a  dans  chaque  ordre  qu’un  coefficient  diffé- 
rentiel (17)  tandis  qu’une  fonction  de  deux  variables  ^1 
deux  coefficiens  différentiels  pour  le  premier  ordre , trois 
pour  le  second , quatre  pour  le  troisième , etc. 
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Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coeffi- 
ciens , en  partant  des  deux  premiers  . 

On  a d’abord  ^ ' 

du  , , du  j 

du=Sd*  + ^dy; 

du  du 

prenant  ensuite  la  différentielle  des  fonctions  et 
qui  doivent  êtr#  traitées  comme  des  fonctions  de  deux 
variables,  il  vient 


4î:=4t-**+ 


dau 


dx* 

dau 


dydx 


' du 

° dÿ  dxdy 


, a d*u  , 

à*+-^ày> 


j — j 

et  parceque  la  différentielle  seconde  n’est  autre  chose 
que  la  différentielle  de  la  différentielle  première  , 

on  aura  * 


d*u: 


£<*+>£%***+¥*■ 


en 


„ ‘d^^dy 

en  regardant  dx  et.dy  comme  des  constantes,  et  er 
observant  que  les  coefficieus  différentiels  dont  les  deno 
minuteurs  ne  présentent  que  les  différens  arrangemen. 
d’un  même  produit  en  dx  et  dy  , sont  identiques  (ma). 

Si  on  différentie  les  coefBciens  différentiels  qui  se 
trouvent  dans  le  résulta!  précédent,  il  viendra 

-.0  ^ 


d*u 


d. 

d. 


dx“ 

i 

d‘u 

dxdy 

d“u 


d3u  * 
dx 


d3u 


dx3 

d3u 


’ dxady 
d3u 


dx  4 


dy*  dxdy® 


dx 


dydx* 

d3u  , 

dydxdy  ^ ’ 

d3u  , 
dy. 


dy3 
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et  parconséquent 


d3u  , , 3d 3u  , , 3d 3u.  , , d3u 


On  continuera  facilement  dette  formation,  et  on  re- 
marquera sans  doute  l’analogie  de  ces  résultats  avec  les 
puissances  du  binôme. 

Il  faut  remarquer  que , d’après  la  Rotation  précé- 
dente.la  série  du  n°  ia3  rentre  dans  celle  du  n°  22, 
lorsqu’on  substitue  dx  à h , et  dy  à k;  ensorte  que 
si  on  désigne  f(x  dx , j -f*  dy)  par  u',  on  a encore 


, du  „ d*u  d3u 

u — u = ^ = 

1 1 .2  1 .2.3 


+ etc. , 


formule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n°  123  , 
puisque  les  accroissemens  dx  et  dy  sont  également 
arbitraires. 


126.  Il  est  aisé  d’étendre  ces  considérations  aux 
fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  variables,  et  de 
s’assurer  que  si  l’on  a 

u = f (t,  x,y,  2), 
il  en  résultera  . .. 


en  désignant  par  * 

du  du  du  0 du 

d?  djP  dy’  dz  * 

les  coelEciens  différentiels  de  la  fonction  u,  pris  en  y 
faisant  varier  seulement  t,  ou  x,  ou  y , ou  z. 
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Cette  notation , due  à Fontaine , est  la  plus  simple  et 
la  plus  expressive  de  toutes  celles  qu’on  a proposées  pour 
remplir  les  mêmes  indications.  Euler,  dans  la  crainte  que 
l’on  ne  confonde , par  exemple , le  coefficient  différen- 
tiel ^ avec  le  rapport  de  la  différentielle  totale  du  à 
dx 

la  différentielle  dx , rapport  qui  est  équivalent  à 

du 

JL 


du  , , du  , , du  , • du  , 

sH'  + dx'^+d^+d;'1* 


dt 


dx 

du 


désigne  ce  rapport  par  tandis  qu’il  exprime  le 


coefficient  différentiel  par 


(£)• 


Le  sens  du  discours 


rend  presque  toujours  cette  distinction  superflue  ; Fon- 
taine d’ailleurs  avait  pourvu  au  cas  où  elle  était  abso- 
lument nécessaire , en  proposant  d’écrire  le  rapport 

ainsi  : du  ; et  sentant  que  ce  rapport  est  employé 

dx 

beaucoup  plus  rarement  que  le  coefficient  différentiel , 
il  avait  affecté  à ce  dernier  le  signe  le  plus  simple  ; 
ce  qui  est  conforme  à la  théorie  de  toutes  les  no- 
menclatures, et  précisément  contraire  à ce  qu’a  fait 
Euler. 

• 

Considérant  que  l’on  n’emploie  jamais  le  rapport  des, 
différentielles  des  deux  quantités  sans  supposer,  au 
moins  implicitement , que  l’une  est  fonction  de  l’autre , 
«t  que  l’expression  » 


du,.  , du,  du  , du  , 

37d.  + d-dx+^d,y+iE<k 

dx  - 


ou 


5— du, 
dx  * 


* 


A 
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n’a  de  sens  qu’autant  qu’on  regarde  les  variables  t , y et  z 
comme  dépendantes  implicitement  de  x,  j’ai  proposé 
d’écrire  cette  expression  ainsi  : 

dp) 

. dx" * , 

renfermant  la  fonction  entre  deux  parenthèses , pour 
montrer  qu’on  y faisait  varier  non-seulement  les  termes  • 
affectés  explicitement  de  x , mais  aussi  toutes  les  quan- 
tités qui  pourraient  dépendre  implicitement  de  celle-ci. 
Cette  notation  a,  comme  celle  de  Fontaine,  l’avantage 
de  consacrer  le  signe  le  plus  simple  au  cas  le  plus 
fréquent. 

127.  Soit  u=o  une  équation  renfermant  x,  y et  z ; 
si  on  regarde  x et  y comme  les  deux  variables  indé- 
pendantes, z sera  une  fonction  de  l’uné  et  de  l’autre, 
et  lorsque  x recevra  un  'accroissement  quelconque  , 
y étant  supposé  constant , z éprouvera  un  changement 
subordonné  à celui  de  x.  Dans  cette  hypothèse , l’équa- 
tion u = o devra  être  envisagée  comme  une  équation 
entre  deux  variables  x et  z ; on  aura  donc  (38) 

• \ - . , 

du  du  dz 

dx  dz  dx  ° * 

et  de  là  on  tirera  le  coefficient  différentiel  de  z relatif 
à la  variabilité  de  x.  Il  faut  se  rappeler  ici , d’après 

dz 

la  distinction  qui  a été  faite  n°  120,  que  dans  , dz 

A * 

n’est  que  la  différentielle  partielle  de  z , prise  par  rap- 
port au  changement  de  x seul. 

Il  est  évident  que  si  on  eût  fait  varier  y on  aurait 
eu,  en  differentiant  l’équation  proposée  comme  ne  con- 
tenant 
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tenant  que  les  variables^  et  z , 

du  du  dz  _ 

+ d£  dy«  ~ °‘ 

Si  on  multiplie  par  dx  la  première  des  équations 
trouvées  ci-dessus,  et  la  seconde  par  dy>,  et  qu’on  les 
ajoute  ensuite , il  viendra 

du  .du  du/dz  , dz  \ 

C lx + % ■b’  + a:  Oc ix + 37' % ) = 0 ; 

mais  ^-dx  -}-  ^dy,  n’est  autre  chose  que  la  différen- 
tielle totale  de  z (ia3)  : on  aura  donc 


du  , . du  j du  , 

E4t+^dj.+  5^  = o, 

c’est-à-dire , qu’on  pourra  égaler  à zéro  la  différentielle 
première  de  l’équation  u = o,  prise  par  rapport  aux 
trois  variables  x,  y et  z.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
que  cette  différentielle  doit  être  regardée  comme  équi- 
valente à deux  équations , car  en  y substituant  pour  dz 

*a  valeur  ^ dx  ^ dy»  ^ il  faudra , à cause  de  l’in- 
dépendance des  accroissemens  dx  et  dy , que  les  quan- 
tités qui  multiplient  chacun  d’eux  soient  séparément 
égales  à zéro. 

128.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  lès 
coefiiciens  des  ordres  supérieurs,  en  différentiant  les 
«quations 

du  du  dz  

dx  dz  dx  ° * 


Cale.  dijf. 


du  du  dz  

dy«  dz  d_y 
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Je  représenterai  la  première  par  = o , et 

la  seconde  par  = o , conformément  à la  notation 
ày 

adoptée  n°  126;  ces  équations  renfermeront  encore  les 
trois  variables  x,y  et  z,  et  pourront  être  traitées  comme 
la  proposée.  En  n’ayant  d'abord  égard  qu’au  change- 
ment de  x,  non-seulement  z variera,  mais  en  même 

temps  le  coefficient  du  premier  ordre  ~ , donnera 

d*z 

naissance  au  coefficient  du  second  ordre  -r — . En  diffé- 

d x* 

, d (b)  , 

rendant  donc  — par  rapport  a x , on  aura , comme 
pour  les  équations  à deux  variables , 


d*(u) 


- ..  dau  d*u  dz3  


d3u 

dTJ 


du  d3z 
dz  dx3 


dx3  ’ dx3  dxdz 
Si  on  différence  , par  rapporj  et  à z , ou 
par  rapport  à x et  à z , en  observant  que  dans 

le  premier  cas,  ^ donne  > et  dans  le  second  ^ 

d3z  d3z  , , . 

donne  -, — r-  = v — , on  aura  un  résultat  unique  , qui 
dxdv  dydr  ^ 

d*(u) 

Sera  dxdj  ’ *°U 


d3u  . d3u  dz 


d3u  dz  du  d5z 


*d3u  dz  dz 


dxdy'dzdydx-  dzdxdy  ' dadxdy  dzadrdy 
Enfin  l’équation  différentiée,  en  regardant^ 
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et  z comme  seules  variables , produira 

«w 

da  (u)  d 'u  d*u  da  dau  dzd  dit  daz 

dj'*  ’ °U  dya  2 dydz  dy  da“  dys  da  d \y*  °‘ 

Mais  puisque  z est  une  fonction  de  x et  deyr,  on  doit 
Tegarder  u comme  une  fonction  de  ces  variable* , par- 
conséquent  on  aura  (ia5)  i 


da(u)=^dx2+  7^râxdy  +^$rdy =°» 

et  en  effet,  si  on  substitue  à . . 1 

d1  (u)  d2  (u)  d*  (ii) 

'•  • ‘die*  * *dxdy  * dy*  * 

les  résultats  trouvés  ci-dessus , et  qu’on  remplace 

. O 


da  , dz  , 


par  la  différentielle  première  totale  da , et 
d'î  . „ , adaz  , , , daz  , „ 

+ -SfAy  ■ 

par  la  différentielle  seconde  totale  d*z,  on  aqpa  la 
même  équation  finale  que  celle  qu’on  aurait  obtenue  t 
si  on  avait  différentié 

■ ■■■  ■'  ■ - — ■ .*  - i , ' <••> . '• 

du  , . du  , . du  , . , , 

-d*+-<!y+_di  = o, 

en  regardant  àx  et  dy  comme  constans , et  z comme 
une  fonction  de  x et  de_y.  j 

12g.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  à tel 
ordre  de  différentiation,  ou  4- tel  nombre  de  variables 

M s 
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qu’on  voudra  ; car  tout  se  réduit  à déterminer  celles 
qui  sont  indépendantes , ce  qu’on  ne  peut  faire  que  par 
la  nature  de  la  question  qui  a conduit  à l'équation  ou 
aux  équations  proposées;  et  ensuite  on  dilférentiera  , 
par  rapport  à chacune  de  ces  variables  en  particulier, 
en  traitant  les  variables  subordonnées  comme  étant  im- 
plicitement des  fonctions  des  variables  indépendantes. 

Si,  par  exemple,  on  avait  les  deux  équations 
u=o,  v = o. 


entre  les  cinq  variables  s,  t,  x\  y et  z,  on  verrait 
que  trois  de  ces  variables  sont  indépendantes.  Suppo— 
sant  donc  que  y et  z soient  leS  deux  variables  subor- 
données , ou  des  fonctions  de  s,  t , x , données  par  les 
équations  proposées  , on  différentiera  successivement  u 
et  v ^tar  rapport  à i , par  rapport  à t,  par  rapport  à x ; 
«t  on  aura 


du  du  dy  du  ds 

<Lr  dy»  di  ' dz  dr 
du  , du  dy  . du  dz 


au  au  ay  au  az 

d*  dy  "3t  "*  dz  dt  * 

du  dudy  ..  du  dz 

î!  « dx  ‘ dy  dx  dzdx 

t - * ' J ' # . 

Si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
di,  dt,  dx,  qu’on  les  ajoute  et  qu’on  mette  dy  au 
lieu  de  < 


•) 


y 
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il  viendra 


On  tirera  un  résultat  semblable  de  l’équation  v r=0i 
et  il  s’ensuit,  qu’en  dilFérentiant  les  équations  u=o 
et  v = o,  par  rapport  à toutes  les  variables  s,  t,  u, 
sc , y et  z,  et  en  y substituant, au  lieu  de  dy  et  de  ds » 
les  expressions  de  ces  différentielles,  considérées  comme 
appartenant  à des  fonctions  de  trois  variables  (m£)  , 
il  faudra  égaler  séparément  à zéro  le  coefficient  de  la 
différentielle  de  chaque  variable  indépendante. 

En  regardant  les  coefficiens  différentiels  eux-mêmes 
comme  de  nouvelles  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes , on  ne  saurait  être  arrêté  dans  la  recherche 
des  différentielles  ultérieures'*,  ainsi  après  quelques  re- 
marques sur  l’élimination  des  constantes  et  des  fonctions, 
je  terminerai  ce  qui  regarde  la  formation  des  équations 
différentielles. 


i3o.  L’équation  u= :o,  entre  x , y et  z , ayant 

deux  différentielles  premières  = o et  = o , 

il  est  évident  qu’on  peut  éliminer  deux  constantes  entre 
ces  trois  équations , et  le  résultat  exprimera  la  relation 

des  variables  x,  y , z et  des  coefficiens  ^ indé- 
pendamment des  quantités  éliminées. 


Si  on  joint  aux  équations  précédentes  les  trois  du 
second  ordre,  , 

da  ( u")  dsfu)  d*  fui 

— °*  1 “d^~  — 

M 3 
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on  aura  six  équations  , entre  lesquelles  on  pourra  éli- 
miner cinq  quantités,  et  ainsi  de  suite. 

i3i.  Ceci  conduit  à,  une  remarque  importante  , 

c’est  qu’on  peut  éliminer  d’une  équation  à trois  ou 

à un  plus  grand  nombre  de  variables  , des  fonctions 

dont  la  forme  est  absolument  inconnue.  Soit  pour 

exemple  l’équation  as  = f (a. r -j-  by)  , dans  laquelle  la 

caractéristique  f désigne  une  fonction  dont  la  forme  n’est 

déterminée  en  aucune  manière  : je  vais  en  déduire 

» dz  dz  . , , 

une  équation  entre  ^ et  , indépendante  de  cette 

fonction  et  qui  conviendra  également  à z = ax  -}-  by , à 
z = \/  ax  -f-  by  , à z a=sin  (or  -f-  by)  et  en  général  à 
toutes  les  fonctions  de  la  quantité  ax  + by , de  quelque 
forme  qu’ elles  sojent.  Je  fais  pour  cela  ax  -}-  by  = t; 
l’équation  proposée  devient  z = f(t),  et  parconsé- 

quent  on  aura  dz  = F ( t ) dt , en  représentant  * - 

par  f ' (t)  ; nuis 

, dz  dz  , 

dt  , dt  , . ’ 

dt=^dx+a-dy> 


[ou 


ây 


ày' 


Mettant  donc  pour  ^ et  ^ leurs  valeurs  a et  b , pui» 

éliminant  f' (t),  il  viendra 

, dz  dz 
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Cette  équation  exprime  un  caractère  au  moyen  du- 
quel on  pourra  reconnaître  si  une  quantité  proposée  est 
une  fonction  de  ax  -j-  by  ou  non  ; car  d’après  sa  for- 
mation, elle  doit  être  satisfaite  ou  dévenir  identique , 

toutes  les  fois  qu’on  v substituera  au  lieu  de  4-  et  4~ 
^ ' de  dy 

les  valeurs  qui  résulteraient  de  la  différentiation  d'une 

fonction  de  ax  -f-  by.  Je  suppose  qu’on  ignorât  l’origine 

du  polynôme  a^x*  -f-  üabxy  -(-  b*y*  : en  l’égalant  à z , 

et  en  différentiant  on  trouvera 

— — a a*x  -f-  aaby  , ^ — a abx  -f-  2 b*y, 

ces  valeurs  mises  dans  Téqàation  = la 

rendent  identique  : on  en  conclura  donc  que  le  poly- 
nôme représenté  par  s , est  une  fonction  de  ax  -j-  by  , 
ce  qui  est  d’ailleurs  évident,  puisque 

a1x1  -f-  2 abxy  -f-' b3y*  = (ax  -p  by)1. 

On  voit  en  général  que  u = o étant  une  équation 
entre  x ,y  , z , et  une  fonction  quelconque  indétermi- 
née représentée  par  f (t),  et  dans  laquelle  on  ne  connaît 
que  la  composition  de  t en  x -,  y et  z,  on  pourra  tou- 
jours éliminer  f (t)  et  'f'(t)  à l’aide  des  équations 


, d O)  __  . d (u) 

' dx  ’ d [y  ' 


O. 


En  passant  au  second  ordre , le  nombre  d’équations 
devenant  plus  grand , il  est  possible  , dans  beaucoup  de 
cas,  d’éliminer  deux  fonctions  indéterminées  ; mais  je 
n’entrerai  point  dans  ces  détails , non  plus  que  dans  ce 
qui  regarde  les  équations  qui  renferment  plus  de  trois 
■yariables. 

M 4 
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i3a.  Je  dirai  ici  très -peu  de  chose  sur  la  ma- 
nière de  réduire  en  séries  les  fonctions  de  deux  varia- 
bles , parcequ’il  arrive  le  plus  souvent  qu’on  ne  les  dé- 
veloppe que  par  rapport  à l’une  des  variables  qu’elles 
contiennent , en  supposant  à Vautre  une  valeur  cons- 
tante , et  qu’alors  elles  doivent  etre  traitées  de  même 
que  les  fonctions  d’une  seule  variable.  II  sera  peut-être 
utile  néanmoins  de  faire  voir  que  la  formule  du  n°  îai  , 
s’emploie  à développer  les  fonctions  "de  deux  variables , 
comme  celle  du  n°  ai  s’applique  aux  fonctions  qui  n’en 
renferment  qu’une. 

Si  on  fait  x = o et^1  — o dans  la  formule  du  n*  121  , 
c’est-à-dire , dans  u et  dans  chacun  de  ses  coefficiens 
différentiels, «lie  donnera  le  développement  de  f(A, à) 
ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités  h et  k ; 
mais  on  pourra  écrire  x au  lieu  de  h , et  y au  lieu  de  k , 
et  il  en  résultera 


f(*o0=»+  i 

+‘t 


+ etc. 


en  observant  de  faire  x et  y nuis,  tant  dans  u que  dans 
les  expressions  qu’on  obtiendra  pour  chacun  des  coefli- 
ciens  différentiels. 


On  pourrait  encore  arriver  an  développement  de 
f (x  ,y)  par  la  différentiation,  ainsi  qu’on  est  parvenu 
à celui  de  f(x)^dans  le  n°  19;  car  si  on  suppose 

u — A-\-Bx+Cy-\-Dx?-{-Exy-±  Fy*  -f  etc. 

les  lettres  A,  B , C,  etc.  désignant  des  quantités  indé- 
pendantes de  x et  de  y,  et  qu’on  différentie  cette  équa- 
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tion  par  rapport  à x et  par  rapport  , plusieurs  foi* 
de  suite , de  manière  à former  les  expressions  des  coef- 
ficiens  différentiels 

àu  du  du*  d*u 
dx’  dy'  dx*  ’ dxd^,etC’ 


on  aura,  en  égalant  à zéro  x et_y , après  les  différen- 
tiations , 

* m 


£— ■ 


du 


= C, 


dy 

d “u  “ _ d*u  _ 

dïty  — llE’  df^-laF>  etc* 


à l’égard  de  A , on  trouvera  sa  valeur  en  cherchant  celle 
de  la  fonction  u , lorsque  x et  y sont  nuis. 


Recherche  des  minima  et  des  maxima  des 
fonctions  de  deux  ■variables. 

i33.  Si  dans  une  fonction  de  deux  variables,  on  en 
regarde  une  comme  constante , et  qu’on  donne  à l’autre 
une  infinité  de  valeurs , à chacune  de  ces  valeurs  il  cor- 
respondra une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  fonction  pro- 
posée, parmi  lesquelles  il  pourra  s’en  trouver  qui  soient 
des  maxima  ou  des  minima,  et  qu’on  déterminera  en 
égalant  à zéro  le  coefficient  différentiel  relatif  à la  va- 
riable à laquelle  on  a attribué  les  changemens  de  la 

fonction  (48)* 

; 

Ainsi  u étant  une  fonction  de  x êt  de  y , si  on  sup- 
pose y constant  et  qu’on  fasse  o , on  obtiendra 

les  valeurs  de  x qui  donnent  les  plus  grandes  et  les  plus 
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petites  valeurs  de  u , parmi  toutes  celles  qui  répondent 

à une  même  valeur  de  y.  , 

Le  résultat  qu’on  obtient  de  cette  manière  est  encore 
indéterminé , puisqu’il  peut  varier  à raison  des  change- 
mens  qu’on  fera  subir  à la  seconde  variable  y,  et  n’offre 
parconséquent  que  des  maxima  ou  des  mirtima  relatifs, 
parmi  lesquels  il  en  existe  nécessairement  un  nombre 
limité  qui  surpassent  ou  qui  sont  moindres  que  tous  les 
autres  , et  qui  répondent  à des  valeurs  déterminées  de  jo 
Ces  derniers  qui  sont  entièrement  déterminés  sont  des 
maxima  ou  des  minimu  absolus  de  la  fonction  proposée; 
on  les  découvrirait  aisément  en  chassant  x de  la  fonc- 

.du 

tion  u , au  moyen  de  1 équation  ^ ; = o , ce  qui  ren- 
drait u fonction  de  y seul  ; et  en  désignant  le  résultat 
par  v , il  suffirait  alors  de  faire  ^ = o , pour  détermi- 
ner^ convenablement  à l’état  de  la  question  (48  ). 


du 


On  peut  parvenir  à une  équation  _ équivalente  i 

' . " . % '/  • 


= 0,  sans  qu’il  soit  besoin  d’éliminer  x;  pour  cela 

du 


il  faut  observer  que  l’équation  ^ = o , fournie  par 

la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  relatif  àx, 
établit  une  relation  entre  les  variables  x et  y , ensui  te 
qu’on  doit  regarder  la  première  comme  une  fonction, 
de  la  seconde.  En  différentiairt  dans  cette  hypothèse,  on 
aura  (126) 

d(u)  d u dx  du 

dy  dx  dy  dy 

résultat  qui  se  réduit  à ^ = o , puisque  par  la  condi- 
tion relative  à x , on  a déjà  ~ =s=  o. 
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On  détermine  donc  les  valeurs  de  x et  de  y qui 
donnent  les  maxima  et  les  minima  absolus  de  la  fonc- 
tion u , au  moyen  des  équations 

^ du  du 

# dl  = °>  d^=°- 

En  étendant  ces  considérations  aux  fonctions  de  tant 
de  variables  qu’on  voudra,  pn  trouvera  que  pour  ob- 
tenir les  maxima  et  les  minima  absolus  de  ces  fonctions , 
il  faut  en  égaler  séparément  à zéro  les  coefficiens  diffé- 
rentiels du  premier  ordre , pris  par  rapport  à chacune 
des  variables  dont  elles  dépendent. 


i34-  Les  caractères  distinctifs  des  maxima  et  des 
minima  dans  les  fonctions  de  plusieurs  variables  se  tirent 
de  principes  analogues  à ceux  qu’on  a employés  à l’égard 
des  fonctions  d’une  seule  variable  (4.9  ) > mais  l’appli- 
cation est  plus  compliquée  ; c’est  pourquoi  je  me  bor- 
\ nerai  à ce  qui  regarde  les  fonctions  de  deux  variables. 

Soit  u une  fonction  de  x et  de y\  pour  abréger,  je 
désignerai  par 

A , B,  C,.  D,  E,  F,  etc. 

la  suite  des  fonctions 

du  du  dau  d2u  d2u 

dx * dy  * d x1  * dxdy  ’ dy*  * * 

le  résultat  de  la  substitution  de  x-{-  h , y -f-  k,  dans  u, 
eera  (îai)  , 

A 4.  Bh  + Ck 

+ { Dh>  + zEhk  4.  ) 

+«tc.  . 
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expression  dont  la  valeur  doit  être  moindre  que  A , loi» 
du  maximum,  absolu , et  plus  grande  lors  du  minimum 
absolu,  quels  que  soient  les  signes  des  lettres  A,  A , 
pourvu  qu’elles  n’expriment  que  de  petits  changemens. 
Mais  comme  les  termes  du  premier  ordre  Wh  , Ck  , 
qu’on  peut  rendre  plus  considérables  que  tous  les  autres, 
en  prenant  A et  k d’une  petitesse  convenable,  changent 
de  signe  en  meme  temps  que  ces  quantités , un  raison- 
nement semblable  à celui  du  n°  48 , fera  voir  qu’ils 
doivent  être  nuis  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  mini- 
mum; on  aura  donc  d’abord. 


du 

^ = o,etc. 


comme  il  résulte  de  la  règle  énoncée  dans  le  n°  pré- 
cédent. 


Ces  conditions  étant  remplies  par  les  valeurs  de  x et 
de  y , déterminées  en  conséquence , il  faudra  ensuite 
que  les  coefficiens  D , E et  F,  ne  s’évanouissent  pas  en 
même  temps  , et  de  plus,  que  le  signe  de  la  quantité  du 
second  ordre , qui  forme  la  deuxième  ligne  du  déve- 
loppement ci-dessus  , soit  indépendant  des  rapports 
qu’on  pourrait  établir  entre  A et  k et  de  leurs  signes. 

On  sait,  par  la  théorie  des  éqnations  algébriques , 
que  toute  expression  de  la  forme  de  leur  premier  mem- 
bre , lorsque  le  second  est  zéro  , ne  peut  passer  du  po- 
sitif au  négatif  , sans  devenir  nulle  dans  l’intervalle;  ét 
que  <juand  elles  n’ont  que  des  racines  imaginaires , elles 
ne  changent  point  de  signa  , quelque  valeur  qu’on  donne 
à l’inconnue.  Il  suit  de  là  que  si  la  quantité 

JDA*  aEhk  -f -Fk\ 

égalée  à zéro  et  résolue , comme  une  équation  , par 


* 
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rapport  à l’une  des  indéterminées  h ou  h , ne  donne 
que  des  racines  imaginaires , on  en  pourra  conclure 
qu’elle  conservera  le  même  signe , quelles  que  soient  ces 
indéterminées.  Prenant  la  valeur  de  h,  par  exemple, 
on  trouve 

f,  _ k(—E±\/—FD  + E2) 

o ' ; 

résultat  qui  sera  imaginaire  , si  la  quantité  comprise 
sous  le  radical  est  négative  , c’est-à-dire , si  l’on  a 
FD>  E \ 11  faut  bien  remarquer  que  cette  condition, 
nécessaire  pour  qu’il  y ait  maximum  ou  minimum,  sup- 
pose que  lès  quantités  E , D sont  toujours  de  même 
signe.  Alors  la  quantité  Dh 1 -f-  a Ehh  -f-  Fk*  ne  pourra 
changer  de  signe  ; et  comme  elle  se  réduit  à Dh lors- 
que k = o , il  faudra  pour  qu’elle  soit  positive , ou  qu’il 
y ait  minimum,  que  D soit  positif  : il  y aura  maximum 
dans  le  cas  contraire. 

i35.  Pour  se  convaincre  à posteriori  , que  lorsque 
les  conditions  qu’on  vient  de  trouver  seront  rempiies , 
l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  de  la  série 
A -f-  Bh  -f-  Ck-j-  etc.  restera  toujours  de  même  signe , 
quels  que  soient  h et  k , il  suffira  de  remarquer  que  le 
premier  membre  de  l’équation  du  second  degré  dont 
les  racines  sont 

h — — \/  — 

ayant  la  forme 

(h  + *y+f 

est  la  somme  de  deux  quarrés,  et  ne  peut  parconséquent 
changer  de  signe.  En  faisant 

(FD  E3')  k% 

“ ' ri  > 13 rïï  t 


D 4 


* 
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l’expression  de  h 

'-jg 


t,  ,Eky,.(.FD-i 

{'■  + DJ+—W 


— 1 (l)h*  -f-  a£M  + Fie) , 

et  l’on  voit  bien  maintenant  que  la  quantité 


Dh'  + a Ehk  + Fie 


ne  peut  changer  de  signe  tant  que  FD  — jE*  sera  une 

t j j Ek 

quantité  positive,  puisque  le  quarrc  de  h -f-  — est  es* 

seutiellement  positif,  quels  que  soient  les  signes  de  h 
et  de  Aw 


. Euler,  dans  son  Calcul  différentiel, . n’indiqua  que 
la  nécessité  d’avoir  D et  F positifs  ou  négatifs  en  même 
temps  ; I.agrange  montra  le  premier  que  cette  condition 
n’était  pas  suffisante,  et  on  lui  doit  la  théorie  que  je 
Vtien%d’ exposer,  r • 


Si  les  coeffiçtens  Ün  second  ordre  s’anéantissaient  en. 
même  temps  que  ceux  du  premier , il  .n’y  aurait  maxi- 
mum ou  minimum  qu'autant  que  les  çoelïiciens  du  troi- 
sième disparaîtraient  aussi , et  que  les  termes  du  qua- 
trième ordre  formeraient  une  quantité  dont  le  signe 
ne  dépendrait  aucunement  de  h et  de  h.  La  considéra- 
tion des  facteurs  imaginaires  que  devrait  avoir^  cette 
quantité  pour  satisfaire  à la  condition  demandée , mè- 
nerait à des  résultats  analogues  aux  précédens.  Au 
teste,  j’observerai  que  , quoi  qu’il  arrive  après  la  subs- 
titution des  valeurs  de  x et  dejy , relatives  au  maximum 
ou  au  minifnum , dans  u et  dans  ses  coefïiciens  différen- 
tiels, il  faut  toujours  que  les  résultat*  obtenus  par  la 


* 
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supposition  de  x ±.h  , y±k,  soient  tous  moindres  ou 
tous  plus  grands  que  u,  et  que  les  diverses  méthodes 
propres  à faire  reconnaître  si  cela  a lieu , le  seront 
aussi  pour  s’assurer  de  l’existence  du  maximum  ou  du 
minimum. 


i36.  Pour  donner  un  Exemple,  j’ai  choisi  la  question 
suivante,  analogue  à celle  du  n°  5o  : partager  la  quan- 
tité a en  trois  parties , x,  y,  a— x— y,  telles  que  le 
vroduit  xmyn(a — x — y)r  soit  un  maximum. 

On  a alors 

u = xmyn  (a  — x —y  )r 
d u 

—z=xm  'yn(a  x— y)p-'-[ma — mx—my — px}  — o 

dit  » 

_ _t.’nyn  . (a — x—y)p-[ [na  — nx  — ny—py  } = o ; 

les  facteurs  ma— mx—my— px  et  na—nx— ny—py  f 
étant  égales  à zéro,  donnent 


x — 


na 


■ — pa 

m+n-f-p  ’ y ~ m-f  n-f-p  ’ ° X 

Pour  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  à un 
maximum , on  les  substituera  dans  les  expressions  géné- 
rales de 

— ^ d‘u 

dx1  ’ dj.dy  ’ dÿ  ’ 

en  faisant  pour  abréger,  nt-f-n-f  p=q,  on  trouvera 

(f)"' 

L(f r Cf  r (f r 


E = — 
F 


mna 

</ 


(frcfr- 


' 
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Les  quantités  D et  F sont  négatives , et  on  s’assurera 
sans  peine  qu’elles  remplissent  la  condition  DF-£S> o , 
lorsque  les  exposans  m,  *i , p , sont  positifs,  ainsi  on 
aura  obtenu  le  maximum  demandé. 

Notions  générales  sur  V application  du 
Calcul  différentiel  à la  Théorie  des 
courbes  à double  courbure  et  des  sur- 
faces courbes. 

137.  J’ai  donné  beaucoup  de  détails  sur  cette  Théo- 
rie, dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral;  on  y trouve  un  extrait  fort  étendu  des  re- 
cherchesde  Monge , réunies  et  liées  avec  celles  qu’Euler 
et  plusieurs  autres  géomètres  ont  faites  sur  le  même 
sujet.  Ici  jè  nie  bornerai  aux  problèmes  les  plus  simple» 
«ur  cette  matière. 

On  sait  ( Trig.  appendice ) que  deux  équations  primi- 
tives entre  trois  variables  , se  représentent  par  une 
courbe  à double  courbure , tandis  qu  une  seule  équa- 
tion entre  trois  variables  appartient  à une  surface. 
Lorsqu’on  veut  appliquer  le  Calcul  différentiel  aux 
courbes  à double  courbure , on  peut  les  considérer  ' 
comme  les  limites  de  polygones  dont  trois  côtés  con- 
sécutifs ne  sauraient  être  dans  le  même  plan.  Le  pro- 
longement de  l’un  de  ces  côtés  donne  la  tangente  de 
même  que  dans  les  courbes  planes 

On  aura  facilement  les  équations  de  la  tangente  MT, 
ne.  33 SlS-  33,  en  obsefvant  que  ses  projections  sont  elles- 
mêmes  tangentes  à crfles  de  la  courbe  XM\  et  comme 
il  suffit  de  connaître  deux  projections  de  cette  droite  , 
je  choisirai  celle  qui  se  'trouve  sur  le  plan  des  x 
et  *,  et  celle  que  contient  le  plan  des  y et  z.  En 

désignant 
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désignant  donc  par  x',  y et  les  coordonnées  d’un  ' 
point  quelconque  de  la  tangente , celles  dn  point  M 
étant  toujours  x,y  et  z,  l’équation  de  la  droite  T"M" 
tangente  à la  projection  X"M",  sera 

et  celle  de  T^M"  y tangente  à X"MW  y sera 


z — z 


-$-(/— y)- 


Supposons  que  des  équations  des  courbes  X"M"  et 
XmM“  on  ait  tiré  les  valeurs  de  y et  de  z en  x et 
qu’après  la  substitution  de  c^  valeurs  dans  les  équa- 
tions de  la  tangente  on  élimine  x,  on  aura  la  relation 
qui  doit  exister  entre  les  coordonnées  x/ , y'  et  z’  de  la 
tangente  TM,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M, 
et  parconséquent  l’équation  de  la  surface  formée  par 
toutes  les  tangentes  de  la  courbe  XM.  On  reconnaîtra 
par  là  si  cette  courbe  est  plane  ou  non  ; car  dans  le 
premier  cas  la  surface  dont  on  vient  de  parler  sera  né- 
cessairement un  plan,  é*t  dans  le  second  une  surface 
courbe.  * 


i38.  Deux  tangentes  consécutives  TM  et  tm,  déter- 
minent le  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutifs  , 
et  qu’on  nomme  plan  oscillateur.  On  peut  trouver  son 
équation  en  le  regardant  comme  passant  par  trois  point* 
consécutifs  de  la  courbe  proposée  : soit  donc 

* t 

Ax'+B/ +Cz'+D=o  son  équation  (Trig.  append.); 

il  faudra  qu’on  ait  d’abord  Ax-\- -By  + Cz+D=o 
puisqu’il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  x , y et  z ; et  pour  que  les  deux  points  suivans 
s y trouvent  aussi,  il  faudra  de  plus' que  la  différentiella 
Cale.  diff.  ' n* 
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première  et  la  différentielle  seconde  de  son  équation, 
aient  lieu  #n  même  temps  que  celles  des  équations  de 
la  courbe  proposée. 

On  pourrait  prendre  une  des  différentielles  dx,  ày  t 
ou  àz  pour  constante  (118);  mais  il  sera  plus  symé- 
trique de  les  traiter  tou|ps  comme  variables  en  même 
temps,  et  il  viendra 

Aàx-^Bây-\-Càz=o,  Aà'x  -f  Bàxy  Cà'z = o , 
d’où  on  tirera 

A dyd*z  — dzd’y  B dzd*x--dxd*z 

~C~ dixty  — dydax * C~ 'dwfy — dyd'as  ‘ 

^ » 

retranchant  l’équation  * 

Ax  + By  -j ~ Cz  Dz=z o, 

de 

AA  *1-  By  -Jr  CA  *4"  D s o , 

u4  B * 

mettant  ensuite*  pour -g-  et  — leurs  valeurs,  et  faisant 

disparaître  le»  dénominateur»,  on  trouvera  le  résultat 
suivant  remarquable  par  sa  forme , 

A)  (dyd'*« — dzd^y)  -f-  (/ — y)  (dzdax — dxd*z) 
—*).(  dxd^ — dyd*x)  = 0. 

- En  y substituant  pour  deux  quelconques  des  trois 
coordonnées  x,y , z,  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
de  la  courbe  proposée  , on  aura  l’équation  du  plan 
oscillateur , particularisée  par  la  coordonnée  restante. 

i3g.  La  différentielle  de  l’arc  d’une  courbe  conai- 
dérée  dans  l'espace  , a pour  expression 
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cela  se  voit  évidemment  en  prenant  la  distance  des 
points  Æf  et  m,  dont  les  coordonnées  respectives  sont 

x,y,  z,x  + d x,y  -f  d y,  et  z -f-  dz. 

140.  Mener  une  normale  à une  courbe  considérée 
dans  l’espace  est  un  problème  indéterminé,  car  il  existe 
un  nombre  infini  de  droites,  qui  passant  par  le  point 
de  contact,  sont  en  même  temps  perpendiculaires  à la 
tangente  ; l’ensemble  de  ces  droites  forme  un  plan  per- 
pendiculaire à cette  tangente , et  qui  se  nomme  plan 
normal:  son  équation  sera  ( T rig.  appendice ) 

S + W -y ) ^ + C a%  ~ z) = 0 » 

ou  . . „ ' ' . 


(a/  — Æ)dr-f  (y-*-j»)dj-f-(z'— t)d8=ao. 


i4i.  Soient  x ,y  et  z les  coordonnées  d’un  point  M, 
fig.  3 4,  situé  sur  une  surface  courbe  quelconque;  onpl0-34, 
.pourra  regarder  l’ordonnée  M'Mxzz  comme  une  fonc- 
tion des  deux  abscisses  AP  = x et  PM'  -y-  Lorsque  x 
variant  seul , deviendra  x -f-  h , on  aura  pour  le  déve- 
loppement de  l’ordonnée  m'nt , prise  dans  la  section 
QMm  faite  par  un  plan  parallèle  à cel«i  des  x et  z et 
passant  par  le  point  proposé , la  sérié 


d*  A d4z  h 4 . . cFz  A* 
z '"dx  i ' dx“  î.a  ' à»3  i.ar.3 


f-  etc. 


* 


Si  c'est  y qui  se  change  en_y  -f-  k , et  que  x demeura 
constant , on  obtiendra  l’ordonnée  n'n , prise  dans  la 
section  PMn  faite  par  un  plan  parallèle  à celui  des_y 
et  z et  passant  par  le  point  proposé.  Le  développement 
de  cette  ordonnée  sera  à 

N a 
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dz  k . dk  A*  <■  . à 3z  k3 


ux>  n.  VA  A»  rv  ^ 

z ' dÿ  T ' dy*  i ;a  '*  dy3  i .2 .3 


4 etc. 


En  faisant  varier  a:  et  y en  même  temps,  on  passera  du 
point  M à un  point  quelconque  N , et  cela  de  deux  ma- 
nières différentes,  savoir,  en  substituant  y -M  au  lieu 
de  y dans  le  premier  développement  ci-dessus , ou 
bien  x 4 h au  lieu  de  X dans  le  second.  Par  l’une  de 
ces  opérations  on  passe  de  1 ordonnée  m m a 1 ordon- 
née N' N,  dans  la  section  pmN , et  par  l’autre  on  passe 
de  n'n  à N 'N,  dans  la  section  qnN.  Il  est  évident  que 
ces  deux  sections  doivent  se  rencontrer  au  point  N,  sans 
quoi  la  surface  proposée  ne  serait  pas  continue  ; il  faut 
donc  que  les  résultats  rapportés  dans  les  n°’  121  et  122 

, . „ , . dk  dk  , , .. 

■oient  identiques  : 1 équation  , a laquelle 

tient  cette  circonstance , n’est  donc  que  l’expression  de 
la  loi  de  continuité . 

Lorsque  dans  la  série 


dz  , . dz  , 

‘+ïï,'  + 3ÿ4 

+:Æi 

‘ 2 \dx* 

4-  etc? 


42 


dk 


d*dy  dy»/ 


qui  représente  le  développement  de  la  valeur  de  z, 
correspondante  à x 4 h et  à_y  4 k , on  cessera  de  re- 
garder les  quantités  h et  k comme  indépendantes  l’un© 
de  l’autre,  et  qu’on  établira  un  rapport  entr’ elles , on 
fixera  la  direction  du  plan  mené  perpendiculairement 
à celui  des  x et  y,  par  les  deux  points  Met  IV,  car 


k 

h 


S^tanfiV'M'm'. 
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II  suit  des  considérations  précédentes , et  dé  ce  qui  a 
été  dit  n°  127 , que  si  u =0  représente  l’équation  d’une 
surface  courbe,  les  équations  différentielles 

• ' 1 - V • . * - 1 • • • J * » 

du  dudz  d«  du  dz 

5x  dzdx  ° 3ÿ"^”5zdy 


appartiendront  respectivement  aux  deux  sections  QMm 
et  PMn\  la  coordonnée^  n’entrera  dans  la  première 
que  comme  une  constante  arbitraire , qui  détermine  la 
position  du  plan  coupant  : il  en  sera  de  même  de  la 
coordonnée  x dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre le  dz  de  l’une  de  ces  équations  a v%c  celui  de 
l’autre  : ces  deux  différentielles  ne  sont  que  partielles , 
ainsi  qu’on  l’a  fait  remarquer  n°  120;  car  la  différen- 
tielle totale  , ou  l’ensemble  des  termes  du  premier 
ordre,  a pour  expression 


dz  — ë dx + % ày =pdx + 


en  faisant  pour  abréger  ^ = ^=<7.  Lorsqu’on 

a seulement  dz  = pdx,  le  dz  est  la  différentielle  de 
l’ordonnée  de  la  section  parallèle  au^plan  des  x et  z ; 
semblablement  dz  — qdy  est  celle  de  l’ordonnée  de  la 
section^parallèle  au  plan  des_y  et  z.  * 

Si  on  prend  dy  = «tdx  , la  différentielle  complète 
— dx(p  -f~  ctq) , appartiendra  à l’ordonnée  de  la  sec- 
tion faite  parlte  plan  M'MNN' , perpendiculaire  à celui 
des  x et  y , en  supposant  N'rri  z=  <t  X M'm\  On  trou- 
vera des  choses  analogues,  en  prenant  successivement 
pour  ordonnées  chacune  des  variables  x et  y,  et  en 
regardant  les  deux  autres  comme  les  abscisses. 

N 3 
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î^a.  On  parvient  à l’équation  du  ^)lan  tangent,  en 
l’assujétissant  à passer  j^r  les  deux  droites  MT  et  Mt 
qui  touchent  respectivement  les  sections  QMm  et  PMn, 
au  point  M ( Compl.  des  Élém.  de  Géom.  ).  Les  fonc- 
dü  d 

tions  -t—  et  — r-  étant  les  coefficiens  différentiels  de  l’or- 
dx  dy 

donnée  z,  considérée  successivement  dans  chacune 
de  ces  sections  , et  les  droites  MT  et  Mt  étant  de  plus 
parallèles  aux  plans  des  x et  z et  des^y  et  z,  il  est  aisé 
de  voir  que  les  équations  de  MT  seront 

, dz  , 

z=5-(x  — x),  y~y  = o)  ^ 
et  que  celles  de  Mt  seront 


dz 


: O. 


Maintenant  si  on  représente  l’équation  du  plan  tangent 
par 

z'  — z = A (x'  — x)  -f  B (y'  — y) , 

il  est  évident  que  cette  équation  doit  s'accorde*  avec 
les  précédentes  , et  pour  cela  il  faut  qu’en  y faisant 
successivement  y — y = o et  a/  — x = oJ  on  trouve 

p 

«t C/^y>  ; 

mais  elle  donne  par  ces  suppositions 

— x)  et  z'-— z = |^y' — y)  : 
en  en  conclura  donc  , 


- v dz  D dz 

•4=dâ;—P>  £ = 
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et  parconséquent 

z'— z=p(a/ --a:) +<?(/— j). 

On  pourrait  craindre  que  le  plan  tangent  déterminé , 
conjme  on  vient  de  le  voir , ne  touchât  la  surface  pro- 
posée que  sur  les  deux  sections  que  l’on  a considérées  : 
mais  en  différentiant  son  équation  par  rapport  à x'  et 
^ Y seuls,  on  aura  dz'  = pdx'  -f-  qdy',  ce  qui  prouvb 
que  lorsqu’on  prendra  dr  = dx'  et  dy  — ày'  , on 
aura  dz  = ds'  , et  que  parconséquent  les  points  de 
la  surfacPproposée , qui  environnent  immédiatement  le 
point  M , coïncident  tous  avec  ceux  du  plan  tangent, 
tant  qu’on  n’a  égard  qu’aux  quantités  du  premier  ordre. 
Il  suit  de  là  qu'un  glan  quelconque  , mené  par  le 
point  M , coupe  la  surface  proposée  dans  une  courbe 
qui  a deux  points  communs  aved  le  plan  tangent , ou , 
ce  qui  est  la  même  chose , a pour  tangente  l’intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  coupant  (67  ). 

i43-  La  normale  à une  surface , étant  perpendicu- 
laire au  plan  tangent , a pour  équations  ( Trig.  àppend.  ) 

/ v 

* x'  — x + p, C»'r-*)  = o, 

<y  — .y + <7(s'  — 30=o. 

On  parvient  encore  à ces  équations,  en  observant  que 
la  normale  est  la  plus  courte  ligne  qu’on  puisse  mener 
d’un  point  quelconque  à cette  surface  ; car  si  X',  y\  z',- 
désignent  les  coordonnées  de  ce  point , la  distance  au 
point  de  la  surface  proposée  dont  les  coordonnées 
sont  x,y , z,  aura  pour  expression 

V ( x'— x)a  + Qy'— ^;a  + Cz'— z)% 

et  à cause  de  la  dépendance  de  z,  sera  seulement  fonc- 
tion de  x et  de  y , lorsqu’on  regardera  comme  inconnu 

, • ..  N4 
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le  point  où  la  normale  doit  rencontrer  la  surface  pro-> 
posée.  En  diflerentiant  dans  cette  hypothèse  (i33)  . 
pour  trouver  le  minimum  de  l’expression , on  obtiendra 

(3/  — x)dx  rf-  (z'  — z)  dz  = 0 
+ (*'  — z)dz  = o, 

résultat  qui  devient  semblable  au  précédent , lorsque^ 
l’on  met  successivement  pdx  et  qdy  pour  dz. 

i44.  Il  convient  de  remarquer  que  lorsqu’on  cherche 
le  maximum  ou  le  minimum  d’une  fonctiorWe  z,  dé- 
pendante de  x et  de  y , on  établit  que  le  plan  tangent 
à la  surface  qui  représente  cette  équation  est  parallèle 
au  plan  des  x,  y , puisqu’on  faijppn  même  temps 
dz  dz 

di  — dÿ  °* 

a vu  n*‘  i33  et  i34- 


- • 


1 


circonstance  analogue  4 çe  q^n  or 


) 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

„ # 

SECONDE  PARTIE. 


CALCUL  INTÉGRAL. 


De  V intégration  des fonctions  rationnelles 
à! une  seule  'variable. 


i45.  Lk  Calcul  intégral  est  l’inverse  du  Calcul 
différentiel  ; il  a pour  but  de  remonter  des  coéfiiciens 
différentiels  aux  fonctions  dont  ils  dérivent.  L’expo- 
sition des  principes  dP  ce  C aïeul  présente  des  divi- 
/ sions  analogues  à celles  qu’offre  le  Calcifl  différentiel. 

Il  peut  arriver  que  la  composition  des  coefïiciens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  cherchée  soit  donnée  immédia- 
tement par  les  variables  indépendantes , ou  qu’on  ait 
seulement  une  équation  entre  quelques-uns  de  ces 

coelhqjens  et  une  ou  plusieurs  des  variables  : le  pre~ 

\ 

* # 
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niier  cas  étant  le  plus  simple , c’est  celui  qu’il  convient 

de  traiter  d’abord. 

Lorsque  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 

( . (Jy 

d’une  fonction  de  x est  donné  eni.  on  a =X,ou 

dx 

dy  = Xdx  ; la  fonction*  cherchée  est  donc  celle  dont 
la  différentielle  est  ,Ydx  -,  et  on  l’indique  comme  il  suit  : 
y — fX dx , la  caractéristique  / étant  l’inverse  de  la 
caractéristique  d (*).  Pour  trouver  cette  fonction,  il 
faut  renverser  les  règles  de  la  différentiation;  mais 
afin  de  procéder  avec  ordre , je  m’occuperai  succes- 
sivement des  différentes  forniÉs  que  peut  avoir  la  fonc- 
tion donnée  X , et  qui  se  classent  ainsi  qu'il  suit  : 
fonctions  rationnelles , 


Ax"1  -f-  Bx*-$-  Cx?-f- U 

Axm+fixn+CxP+- U 

A'x*'+B'x*,+Cxr'-\ J-  ~V* 

fonctions  irrationnelles  , « 

* * 

u .r7, 

fonctions  transcendantes, 

£{U,\U),  i(U,  sinF),  etc. 


(*)  La  lettre  y a été  employée  par  ceux  qui  ow  écrit  le»  “pre- 
mier* sur  le  Calcul  intégrai , comme  l’initiale  du  mot  fomme , parve- 
nue, suivant  les  idées  de  Leibnitz,  ie^ffcrcnriclles  représentant  les 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables , il  s’ensuit  qu’une  va- 
riable quelconque  est  la  somme  du  nombre  infini  d’accroissemens 
qu'elle  a reçus  depuis  sont  origine  jusqu’au  moment  oïl  on  la  con- 
sidère; et  c’est  pour  eda  qu’ils  ont  donné  h la  fonction  qne  nous  ap- 
pelons primitive  le  nom  d? Intégrale , comme  étant  le  résultat  cio 
l’agrégation  de  toutes  ks  différentielles  : ces  dénominations  étant  bien 
entendues,  on  peut  se  servir  indifféremment  de  Tune  ou  de 
l’autfe.  # 


♦ 
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i46-  La  différentielle  de  Ax”-\-B  étant  mAxm~'dx , 


on  en  conclura  que  l’intégrale  de  ox"dx  est 


ai" 


n ■+•  1 


+ Æ» 


car  en  comparant  axnàx  avec  mAxm~'<\x , on  a 

« . . a a 

m — 1 —n,  et  mA  — a ou  A = — = — - — . 

m n-f-i 

Il  résulte  de  cet  exemple,  que  lorsque 


djr  = ax"dx , y ■ 


ax 


n4*i 


+ B, 


» + 1 

c’est-à-dire  , que  pour  intégrer  la  différentielle  monome 
ax"dx>  il  faut  augmenter  l’exposant  de  la  variable 
d’une  unité,  puis  diviser  par  le  nouvel  exposant  et 
par  dx. 

La  constante  B est  arbitraire  (8).  On  peut  lui  donner 

une  forme  semblable  à celle  du  premier  terme  ; car  si 

en  désigne  par  b la  valeur  de  x,  qui  rend  la  fonction^ 

abn+t  . ab "+1 

nulle,  on  aura  — t-B= o,  d’où  B=z- 

n -+•  1 ' 

et  «parconséquent 


n -J-  1 * 


y = 


«(x*4-1  — à"4'1) 
n 1 


résultat  qui  ne  diffère  du  précédent  que  dans  la  forme 
qu’on  a donnée  à la  constante.  # 

147.  Avant  d’aller  plus  loin,  il  est  à propos  d’exa- 
miner un  cas  particulier  dans,  lequel  la  valeur  de  y 

trouvée  ci-dessus  devient  c’est  celui  où  n=— *1 , 

o 

car  on  a alors 

y " o o o- 
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Pour  trouver  la  vraie  valeur  de  cette  fonction  , il  faut 

recourir  à la  règle  du  n°  52  ; et  comme  on  a vu 

(Xe b1 

par  cette  règle,  page  73,  que  — — — se  réduisait  à 

la — 16,  dans  la  supposition  de  x — o , on  aura 
dans  l'exeipple  actuel , en  changeantes  lettres  con— 
nablement,  ^ = a(lx  — 16);  mais  lorsque  n = — î , 

on  a dy—ax~'dx  : donc  dy=  donne 

^r=a(lx  — 16)  ou  y=.à\x-\-B. 

On  aurait  conclu  la  même  chose  du  n°  27 , puisque 

par  ce  numéro  , l’on  a dix  — — . L’exception  que 
4 x , 

présente  ici  la  règle  du  n®  146,  tient  à l’impossibilité 
d’exprimer  la  transcendante  lr  en  un  nombre  fini  de 
termes  algébriques. 

• * , * 

Toute  la  difficulté  de  l’intégration  des  fonctions  d’une 
seule  variable  ne  consiste  plus  que  dans  la  recherche 
des  transformations  propres  à réduire  les  fonctions  pro- 
posées à un  ou  plusieurs  monomes , à chacun  desquels 
on  puisse  appliquer  la  règle  du  n°  précédent. 

148.  Il  est  d’abord  évident  que 

d y ==axmdx  -{-  bx*dx  -j-  cxpdx 


donne 


ax”*'  bx**'  ex**' 

y m + i »+i  P~h  1 


. + B. 


Je  n’ajoute  qu’une  constante  arbitraire  , car  il  est  aisé 
de  voir  que  si  on  en  ajoutait  une  pour  chaque  monome, 
elles  n’équivaudraient  toutes  ensemble  qu’à  une  seule  k 
qui  serait  égale  à leur  somme. 
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En  général,  puisqu’on  a vu,  n°  10,  que 

d(u  -{-  v — w)  =du  -f-  dv — dw , 

on  en  doit  conclure  que  • 

/(du-f-dv — dw)  ==/  du+fdv — fdw, 


et  que 

/ (Pdr  -f-  Çdx — Ràx)  =/Pdx-f-/Çdr — fRdx; 


Je  ferai  remarquer  dès  ce  moment  une  conséquence 
de  cette  règle , qui  sera  fort  utile  dans  la  suite.  En 
intégrant  à part  chaque  terme  de  la  différentielle 
d.uv  = udv-f-vdu(i  i) , il  vient  uv= /vdu-f-  fudv,  ce 
qui  donqe  relation  entre  les  fonctions  primitives  des 
différentielles  udv,  vdu,  ensorte  que  l’une  étant  con- 
nue , l’autre  l’est  aussi  : on  a , par  exemple  , 
fudv  — uv — /vdu.  La  différentielle 


du  dv  , . 

u — (ta) , 

AJ  AJ*  ' * " 


t 


donnera  de  même 


d’où  on  tirera 


Il  est  bon  d’observer  que  ce  résultat  n’est  qu’une 
conséquence  du  précédent  -,  car  en  substituant  dans  la 

valeur  de  fudv , trouvée  ci-dessus,  ^ au  lieu  de  dv,  » 
# ^ 
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ce  qui  revient  à changer  v en  — puisque 

^ = V *diz  = — d.v^'  = — d - , 
v*  v 

on  aura 


Il  suit  de  ce  que  d.au  = adu,  que  JaXdx=afXdx , 
et  qu’on  peut  faire  sortir  du  signe'  / la  constante  a. 


1 4g-  Si  on  se  donnait  dy=  (ox-f-iydr,  on  dé- 
velopperait la  puissance  indiquée  , et  an  intégrerait 
chaque  monome  qui  résulterait  de  cette'bpération  ; maie 
il  est  bon  d’observer  qu’on  peut  arriver  au  résultat  sans 

effectuer  le  développement.  Il  suffit  de  faire  ax-^-b=zl 
^ ^ ^ v 

ce  qui  donne  X— , dx  = — ; substituant  dansl’ex- 

a a 

. , , zmdz  * 

pression  de  d y , on  trouve  dy  = , et  parconsequent 

2m+i 

y — a^m_^  1 ^ + B-  Mettant  pour  z sa  valeur,  on 
aura  donc,  lorsque 

(ax  -f-  b)m+l 


dy=  (or  -f-  ù)mcLc , y 


a(m- f-  1) 


■£. 


Si  on  avait  dy=  (or'+è),"r;n—1dr  ,*la  transforma- 
tion réussirait  encore  , car  en  posant  ax * -f-  b = z,  il 
en  résulterait  noa:"-,dx  = dz,  d’où 


, , dz  , zmàz 

x*~'dx  = — , dy  et  y ; 

na  J na  J 


na(m-j-i) 


+ *, 


ce  qui  donne,  lorsque  ^ 

( cucn  4-  b ^ ^ 

- C ax»+ù)^-’dx,  y = ■ + B. 
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i5o.  Je  passe  aux  fonctions  fractionnaires  , et  pour 
commencer  par  le  cas  le  plus  simple  , je  suppose  qu’on 

ait  d y — — ^ Jf'byi  » en  faisant  ax'~\~b  — z,  on  trouva 


et  parconséquent 


dx: 


dz 


dv— *)"<k. 

J a""*-‘zn  * 

développant  la  puissance  (z  — bm),  multipliant  le  ré- 
sultat par  dz  et  divisant  après  par  z",  on  aura  une  suite 
de  monomes  à intégrer. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  oà  mss3  et  « = a; 
il  viendra 

^=;^^^=^Czd^3M*+3i1z^'dz~4sz-^dz]; 

en  appliquant  à chacun  de  ces  monomes  la  règle  géné- 
rale , il  en  résultera 

A * î . * 

y — + 3M*  + Wr*  4 B. 

On  remettra  ensuite  pour  z sa  valeur  et  l’on  aura  enfin, 

lorsque  , = 

...  k (ax-j-b  Y 

[\(ax+by~Zb{ax+b)+Zb%ajc+b)+&(ax-\-by-'~\+B. 

On  construirait  sans  peine  la  formule  générale  ; et 
si  on  avait  - . . 


d =2  Bx^ûx  -f  CxXàx. . . 
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on  l’écrirait  comme  il  suit 

Axndx  BxPdx  Cx^dx 

et  on  opérerait  sur  chaque  terme  en  particulier,  comme 
je  viens  de  le  faire  sur  le  premier. 


i5i.  Les  différentielles  fractionnaires  et  rationnelle» 
•ont  en  général  de  la  forme 


( Aoc"l  + Bx’t  '-Cxp )dr 


A'x"1'  + B'x«  + Cxr' 


Udx 


que  pour  abréger  je  représenterai  par  ~y~-  fl  faut 

d’abord  observer  que  l’exposant  de  x dans  le  numéra- 
teur peut  être  supposé  moindre  que  dans  le  dénomi- 
nateur, car  si  cela  n’était  pas,  en  divisant  U par  V,  et 
nommant  q le  quotient  de  cette  division  et  R le  reste , 

/r?dx  ^ /i/?dr 

-pr-=fQ dr-f-  / —p~>  mais  Q étant 

une  fonction  rationnelle  et  entière  , fQdx  s’obtien- 
drait par  l’application  immédiate  de  la  règle  du  n°  146, 

et  il  ne  resterait  plus  à trouver  que  J* , formule 

dans  laquelle  la  fonction  R est  par  rapport  à x d’un 
degré  moins  élevé  que  la  fonction  V.  La  forme  la  plu» 

générale  que  puisse  avoir  la  fraction  sera  donc 


( Ax”~{  4-  + Cr*1- 1 . . . -f  7")  dr 

x"  + A'xn~l  + R 'x”-a+  C'xn^  ...  + T'  ' 

La  méthode  générale  pour  intégrer  les  différentielles 
exprimées  par  des  fractions  rationnelles  , consiste  à 
les  déçomposer  en  d’autres  dont  les  dénominateur» 

soient 


+ 
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soient  plus  simples , qu’on  désigne  sous  le  nom  de  frac- 
tions partielles , et  qu’on  obtient  comme  il  suit  : 

En  égalant  à zéro  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  , on  formera  l’équation  ' 

x"  -f  A' xB-‘  + B'  xn_* -f-  T' — o , 

et  concevant  qu’on  ait  déterminé  les  diverses  racines 
de  cette  équation , on  les  représentera  par 

-—a,  — a',  —a®,  — a9,  etc. 

en  supposant  qu’elles  soient  toutes  inégales  ; par  ce 
moyen , le  premier  membre  de  l’équation  ci-dessus,  ou 
le  dénominateur  de  la  fraction  proposée , sera  mis  sou? 
la  forme  d’un  produit  de  ti  facteurs 

x-f-a,  x-\-d  t x-j-a®,  x-}-a*,efe. 

Cela  fait,  on  regardera  la  fraction  proposée  comme 
la  somme  des  fractions 

N TV'  TV" 

J+7»  x+a"’*6- 

' ..  l 

ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  du  dénominateur 
de  la  proposée  et  pour  numérateurs  des  constantes  in- 
déterminées. 

Je  suppose  , pour  fixer  les  idées  , que  la  différentielle 
à intégrer  soit  celle-ci 

( Ax*  -i-  Bx  -4-  C)  dx  * 

•>  • x*-f-  A' C7'  • 

et  qu’on  ait  trouvé 

,4  + jfj?  + &x+  (x-f-a).(x  + * ) ( * + o"). 

Cale,  intéfçr.  O 
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En  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 


A’dx  N'àx  N"àx 

x-j-a*  x-f-a'  ’ x-f-a*' 

/ 

et  en  les  ajoutant  il  viendra 

AT(x4-«)(^+Q',)4-A7,(x+o)(x+off).fAr/'(x-f-a)(x+a/)  J 

(x-f-a)  (x-f-a')  (x-f-a")  x> 

le  dénominateur  sera  le  même  que  celui  de  la  proposée , 
et  le  numérateur  sera  nécessairement  une  fonction  du 
degré  inférieur  à celui  du  numérateur,  c’est-à-dire,  du 
second  degré.  En  développant,  on  a en  effet 

r(J\^A^+AT‘')xa4-(lNT(a'+a")-f.l\r/(a-(-û") -f- AT"  (a-j-  a'))x 
-f- Aa'a" -f-N'aa" + N"aal  dx. 


Cette  fonction  étant  comparée  avec  le  numérateur  de 
la  fraction  proposée,  donne  les  trois  équations, 

N+W +N"=A,  , . 

2V(«'+a")-f  lV'(a-f-a")  +N\a+d)=:B 
Ma"  -f  N' ad'  -f-  N" ad  = C, 

qui  ne  sont  que  du  premier  degré , par  rapport  aux 
indéterminées  N,  N'  et  A7*;  et  lorsqu’elles  seront  ré- 
solues , on  aura 

( A j?  -f-  Ex  -f-  C)  dx Ardx  N'  dx  N"  dx 

x3-} -A'x‘-j-  B' x -f-  C x-f-a  x -f-a'  ‘ x -f-a"  ' 


En  faisant  x -f-  a=z,  on  verra  que  la  différentielle 

- se  transforme  en.  et  a pour  intégrale  A l*  . 
x-f-a  z 1 ° * 

ou  Al  (x-f-a).  On  trouvera  de  même  que 


PN'àx  • , PN" dx 

i.î+a;=i'1Cl+“)’  Jï+ï 


Ar"  dx 


Awl(x+aO; 
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et  on  aura  parconséquent 

/(Ax*-\-Bx+C)  dx 
xl+A'x‘+B'x+C> 

— Al  (x+a)-f'Ayl(JC*f-a')  -f  A^lCr-f -a")  -f*  const. 

= 1 [(x+a)iV(x+«')^,(x+a',)Ar"]  + const. 

Ce  procédé , qu’il  est  facile  d’étendre  à la  formule 
générale  citée  au  commencement  de  l’article,  montre 
que  l’intégration  des  fractions  rationnelles  n’a,  dans  le 
câs  où  leur  dénominateur  se  décompose  en  facteurs 
réels  et  inégaux,  d’autre  difficulté  que  cette  décom- 
position, qui  revient  à'  la  résolution  numérique  des 
équations. 

x5a.  Ce  qui  précède  suppose  que  tous  les  facteurs 
du  dénominateur  de  la  fraction  proposée  soient  iné- 
gaux ; car  dans  le  cas  contraire , la  décomposition  de 
cette  fraction  ne  pourra  plûs  avoir  lieu  dans  la  forme 

indiquée  : on  le  voit  immédiatement  sur  , qu  on 

(jc-HO* 

N N' 

ne  saurait  représenter  par  — | — — - , puisque  ces 

deux  fractions  n’en  forment  qu’une  seule  — . • 

• xA-a 

• < 1 4 

Si  le  dénominateur  xn  -f-  A'xn~'  -f-  B'x*—1 . . . . -f-  T’ , 
de  la  fraction  proposée,  renferme  un  facteur  (x-fn)'’, 
il  faudra  prendre  pour  ce  facteur  une  fraction  partielle 
de  la  forme 

. • • ✓ i , • • 

ÇPxr-'  -f  Ç>x*~*  +Rxr~s . ■ . -f-.F)dx  • , 
■;  ■ (x-t-a)'’  • ’ 

on  déterminera  les  coefficiens  de  son  numérateur  en 
la  réduisant  au  même  dénominateur  avec  les  autres  frac- 

‘ Os  . 
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lions  partielles,  et  en  comparant  la  somme  des  numé- 
rateurs avec  celui  de  la  proposée  ( i5i  ). 

On  intégrerait  ensuite  , par  la  règle  du  n°  i5o;  niai* 
il  est  facile  devoir  que  l’on  peut  substituer  à la  fraction 

( A rP~l  -f-  Qxf~* + Y ) d r 

■ • (*  + *)' 

l’expression  " 

Nàx  AT'dx  A "du  A’"** 'de. 

(x-f -a.y  + (x-f-  a)'-‘ + (x  + a)'-4  ' x + a ’ 

car  en  réduisant  tous  les  termes  de  celle-ci  au  même 
dénominateur  , le  numérateur  qu’on  obtiendra  sera 
de  la  même  forme  que  celui  de  la  première.  Cela  posé, 
soit  x-f-a=»,  il  viendra 

r A’dr  rNàz_Nz~P+'  _ N _ 

J (x+aYj  ~~  i-p  ~ (»—/>)  (x+a)'^1’ 

‘ 'l 

on  trouvera  de  même 


et  ainsi  des  autres  : toute»  ces  intégrales  seront  algé- 
briques, la  dernière  seule,  — 7 — , renfermera  111» 

* " x-f-a 

logarithme. 

i53.  Si  les, valeurs  de  a,  a',  a,  etc,  étaient  ima- 
ginaires , elles  introduiraient  des  expressions  de  cette 
nature  dans  les  numérateurs  des  fractions  partielles  : on 
pourrait  à la  vérité  faire  disparaître  les  imaginaires  ; 
mais  celà  compliquerait  le  calcul , et  on  évite  cette  diffi- 
culté en  ne  décomposant  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  qu’en  facteurs  réel»,  soit  du  premier,  soit  du 
second  degré,  ce  qui  esttoujours  possible  (Compl.  des 
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Elcm.  d'Alg.  37).  Les  facteurs  du  second  degré,  qui 
contiennent  des  racines  imaginaires,  peuvent  être  re- 
présentés par 

x*  + a*x  -f-  «a  -f-  /3a  ; 

et  s’il  s’en  trouve  plusieurs  qui  soient  égaux , le  déno- 
minateur de  la  fraction  proposée  aura  des  facteurs  de 
la  forme  . 

(x*  .-f-  aux  -f-  <**  -f-  ^ )*• 

Au  facteur  simple  x* -}- aax-f-«i*-l-/S*,  correspondra 
une  fraction  partielle  de  la  forme 

(Ax  -f-  Z,)d.r 
xa-f*a ax-|-*a4-  Æ*  * 

et  aux  facteurs  de  la  seconde  espèce , la  fraction 

r 

((/x^-1  -f-fl'x’*-». G.  + Y')âx 

(xa  ■+•  actx  -+-  *a + ’ 

• s 1 

mais  pour  faciliter  l’intégration , et  par  analogie  avec 
les  formules  du  n°  précédent,  on  substitue  à cetteder-  . 
nière , l’expression  suivante  : ' . 

(Ar-J-L)  dx  (K'x-f-L')dx ' 

(x*-f  a<*X-frrt.J-j-  ' (x'-f-aatx+c^-f-':1)’-* 

Lm-)dx 

x^-f-acix-h^-t-P 

Les  coefllciens  des  numérateurs  pourront  se  déterminer 
ainsi  qu’on  l’a  indiqué  dans  les  n“  i5i  , 1 5a. 

Pour  intégrer  la  fraction 

(Ax-fL) dx  • " 
x3  -f-  aax  -j-  <t%  -f-  jS*  ’ 

on  ôbservera  que 

xa -f- Sîtx -j-  œa  + |Sa  =■  (x  -f-  *Y  + '» 

05 
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on  fera 

x -■{-  «t  — z , 

il  viendra 


(Kx+L)dx  (Kz+Ts—Ka)dz  _ (Kz+L,)àz 
z* -y  e?  ~~  z‘+p  * 


en  prenant 
Mais 


L — Ka.~L,. 


{Kz-\-Lx~)dz Kzdz  Lxdz  s 

z.a+j8a  ~ ' 


la  première  partie  du  second  membre  de  l’équation 
ci-dessus  est  intégrable  ; car  en  faisant  x*  -)-  (6a  — « , 

on  a xds=— , ce  qui  donne 


/KzAz  K pdu  i,  r-/ — 

J ~û  ~K  a *“  ~ Mlfi  +F 


Quant  à la  seconde  partie,  si  on  y fait  z — @u,  on 
la  change  en 

L,da  L,  du 

T »■'+»'* 


. rrF  du 

mais  on  a vu,  n®  35,  que — ■ — - 
1 î -f-  u® 

de  l’arc  dont  la  tang  ==  u : donc 


est  la  différentielle 

\ ' 


/ 


Li  du  L,  . . 

j — j.  arc  (tang= u ) + const. 

= j- arc  ( tang  = | ) + const . ; 


réunissant  ces  deux  résultats , ori  obtiendra 
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’ ( Zfz-f-L^dz ; ^ , L, 


ai5 


/'  ^4->-  = «VW^+f ^ (tang=î) 

4-  consf. 

' j 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l’arc  dontla  tangente  est  ^ 


a pour  sinus 


, pour  cosinus 


car 


’ r““ 

cette  considération  offre  le  moyen  de  présenter  l’inté- 
grale proposée  sous  plusieurs  formes , en  désignant  l’ar® 
par  son  sinus  ou  par  son  cosinus. 

Lorsqu’on  remet  pour  z sa  valeur , on  trouvé 


A 


(Kx+L)  dx 


-f-Kl  V x*-f-a«x+a*-HS*  -f-  ^ arc 


^ _-(«,n6=î±î). 

Pour  intégrer  la  différentielle 
' (/Cx  + Z^dr 

(X*  -f-  2*X  -f-  «ta  — f-  £a)*  * 

on  fera  d’abord  x-j -ct  = z et  L — Ka=L,-,  parce 

t ..  r(.Kz+L,)àz 

moyen  on  n aura  plus  a trouver  que  J ' » 

peut  s’écrire  ainsi  : 


jprh  + lA 


dz 


(z'-t-py 


La  première  partie  est  intégrable  immédiatement  ; 
•t  cela  se  voit  en  faisant  za  -f-(Sa  = u , puisqu’on  a 
. dn 

04 
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d'où  l’on  tire 


r zdz  K ràu KvT*** 

J (z*  -f  &*)•>  ~ aj  u!~ 2(1 — q )’ 

et  quant  à la  seconde  -partie  , on  fait  dépendre  son 

dz 

intégration  de  celle  de  la  formule  > ^ans 

laquelle  l’exposant  du  dénominateur  est  moindre  d’un^ 
unité. 


x54-  En  effet  si  on  pose  l’équation 

r dz  Gz  r 

J — (z». 


dz 


(*•+**)*  J (z^  + zS1)»-’ 

G et  H étant  deux  constantes  indéterminées , qu'on 
prenne  les  différentielles  de  chaque  membre , et  qu’on 
réduise  au  même  dénominateur  tous  les  termes  du  ré- 
sultat , on  pourra  supprimer  Ce  dénominateur  , ainsi 
que  le  facteur  commun  dz  ; il  viendra 

i = G ( z4  +j8«  ) — a (q—  i)  Gz4  -f-  ff(z»  +]8»j  ; 

puis  en  comparant  les  termes  semblables , on  formera 
deux  équations. 


i—Gp+m*,  ' g— 

lesquelles  donneront 

• 

Q * 

, T(2q  — 2)/Sa  ’ 
on  aura  parconséquent 
dz 


a(q  — i)  G + H — o, 

(*<7-3)  . 


11  = 


(a<7  — a)  P’ 


fl 


(g?—3) 


(aq 


7-5)  r 
- 2 )/SV  ( 


1 5 

dw <->• 


z* + £*)»- 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  317 

Cette  formule  donne  le  moyen  d’abaisser  jusqu’au 
premier  degré  la  puissance  du  dénominateur  de  la  dif- 
férentielle proposée  ; car  si  on  met  q — i à la  place 
de  q , on  trouvera 


A 


d z 


(z“+/3“)î-‘  (29  —4)!=a(z*  + py~ 


. (a</ — 5)  f dz  m 
r (*q— 4)iSV 


substituant  cette  valeur  dan3  la  même  équation  (a) , il 
en  résultera 


r^J. î_=/ L—  _ 

J p+py  ICaq— 2)P  ( 


z + £»)»-* 


1 . (nq—3) 


.(5). 


~(2<7  — 2)  (2 9 4)£4"  (zS  + |Sa)’_* 

. (2(/— 3)(2qf  — 5)  r ’ dz 

*t'C29^-3)  C *q-4W  (z‘  + * ’ 

/'  dz 

(a» 

en  changeant  q en  q — 2 ; si  on  remet  ensuite  cette 
valeur  dans  l’équation  ( b ) , on  aura 


• r **  r f i a . 

J (z^  + ZS*)»- 1(2^— 

- 1.(3?  — 3>  • Z 

^ ( 3?  - 3 ) ( 2<7  -4)^  • (z*  + 0*)f- 

x.(3<7— 3)(aq-5) z v M 

(29—2)  (2 9—4)  (29— 6)££  ' (z*-}-^)»-^  1 

(29— 5)(29— 5)(ay— 7) 


4 


/•  dz 

(29—3)  (29—4)  (39^-6)/Sl/  (z1-f-/4*)’-3 


( 
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Si  on  déduisait  encore  de  l’équation  (a)  la  valeur  do 

ï > on  aura*t:  UQe  nouvelle  valeur  de 


con- 


fvTFT'  ‘ qui  déi>endrait  de/ y + g-y-t- E" 

tinuant  d’opérer  ainsi , on  formera  une  suite,  qu’il  faudra 
borner  au  terme J*  — 5 car  Ie  terme  suivant , af- 

, , aurait  un  coefficient  infini.  On 

(£  +£  )° 

peut  s’en  assurer  en  faisant  successivement  q = a , et 
q = 3,  dans  les  équations  (è)  et  (c)  ; et  il  est  aisé  de 
sentir  à quoi  tient  cette  circonstance  ; car  si  l’on  pou- 
vait arriver  jusqu’au  terme  dont  je  viens  de  parler, 
on  aurait  algébriquement  l’intégrale  de  la  fraction  pro- 
posée, puisque 

dl  =/<k.  ' 


/; 


On  voit  ici  l’origine  d’une  méthode  d’intégration  qui 
est  aussi  féconde  qu’élégante  ; c’est  celle  par  laquelle 
on  passe  d’une  intégrale  à une  autre  : je  la  dévelop- 
perai par  la  suite  d’une  manière  plus  générale. 

En  rapprochant  les  résultats  ,d es  n°’  précéd. , on  re- 
marquera sans  doute , que  les  différentielles  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  fractions  rationnelles , peuvent 
toujours  s’intégrer,  soit  algébriquement  , soit  par  le 
moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle , et  qu’il 
n’est  besoin  pour  les  préparer , qùe  de  les  décomposer 
en  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  des  binômes 
ou  des  trinômes.  Je  n’ai  encore  indiqué  pour  cette 
opération  que  la  méthode  des  toefficiens  indéterminés , 
parceque  c’est  celle  qui  se  présente  la  première  ; mais 
voici  plusieurs  procédés 'qui  exigent  moins  de  calcul. 


! 
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1 55-  Je  reprends  la  fraction  Soit  i + aun  des 

facteurs  inégaux  du  dénominateur  V , ensorte  qu’on 
ait  V—  (x-f-a)  Q , Ç ne  contenant  pas  x -fa;  si 
UAP 

on  fait  -=r  = 1 — , P étant  une  fonction  indé- 

• V x-+-a  Ç) 

terminée  de  x , mais  dans  laquelle  cette  quantité  n’entre 
point  comme  diviseur  , on  aura  U=AQ  -{-  P(x-f-a)  , 

d’où  on  tirera  P=— Comme  P doit  être  une 

’ x-\-a 

fonction  entière  par  rapport  à x , il  f^it  que  la  quantité 
U — AQ , qui  est  aussi  une  fonction  rationnelle  et  enr- 
tière  de  x , soit  divisible  par  x -f-  a , ou  , ce  qui  est  la 
même  chose , s’évanouisse  lorsqu’on  mettra  au  lieu  de  x , 
la  valeur  — a que  donne  le  facteur  x -f-  a égalé  à zéro  : 
désignant  donc  par  u et  par  q , ce  que  deviennent  U 
et  Q après  cette  substitution  qui  ne  change  rien  à la 
valeur  de  l’indéterminée  A , puisqu’elle  est  indépen- 
dante de  x,  il  viendra  u — Aq  2=  o , et  parconsé- 

, u * 

quent^î  = -, 

<7  ’ 

Le  facteur  Q se  trouve  en  divisant  V par  x -f-  a ; 
mais  sa  valeur  q,  relative  à la  supposition  de  x-f-  « » 
s’obtient  immédiatement  en  différentiant  l’équation 
V~{^x-\ -a)  Q,  car  il  yient 


AV 


Ë2. 

dx  » 


et  si  on  fait  dans  ce  résultat  x -j-  a = o , puis  qu’on 
* . AV 

représente  par  v ce  que  devient  alors  , on  aura 

j,  , . u 

V — q ; d ou  A = 

v 
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L’expression  ■/^=~j  aura  toujours  une  valeur  finie  ; 

car  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  sauraient  de- 
venir nuis , puisque  la  fraction  proposée  est  réduite  à 
sapins  simple  expression,  et  que  parconséquent  la  fonc- 
tion U ne  peut  contenir  le  facteur  x~f a qui  fait  partie 
du  dénominateur,'  et  qui,  ne  s’y  trouvant  qu’une  fois, 
n’entre  point  non  plus  dans  Q.  En  appliquant  d’une  ma- 
nière convenable  ce  raisonnement  aux  différens  cas  qui 
peuvent  se  présenter,  on  se  convaincra  que  la  décom- 
position d’une  fraction  rationnelle  quelconque , dans, 
les  formes  indiques  ci-dessus,  est  toujours  possible. 

i56.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver 
les  numérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent 
aux  facteurs  égaux  du  premier  degré.  Dans  ce  cas  on 
a V=.  Q(x-f-c)",  et  on  doit  supposer 

A A*  A*  An_t  P 

V (x-fa)-",_(x-HG)'— +(x-fa)— <>  ’ 

m 

en  réduisant  au  même  dénominateur,  il  viendra 

V=  ç[^-M>(x+<0-M»(x-K)‘  • • 

ll-~Q\_A+Al{x+a)+AAx+a)'...+An_x{x+ay-^ 

(*+«)" 

et  comme  P doit  être  une  fonction  entière , il  faudra  que 
Je  numérateur  de  son  expression  soit  divisible  n fois  de 
suite  par  x-f  a:  ce  numérateur  s’évanouira  donc  lors- 
qu’on y mettra  — a au  beu  de  x.  On  voit  d’abord  qu’il 
se  réduit  dans  ce  cas  à U — QA  \ mais  pour  que  U—QA 
soit  divisible  par  x-f-a,il  faut,  en  conservant  les  mêmes 
dénofninations  que  dans  le  n°  précédent,  qu’on  ait 

. . u 

u — nA  — o ou  A=~. 

V <7 
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Cette  valeur  changera  la  quantité  U — Q^en  U -O 

qui  se  divisera  par  x-f-a;  et  on  aura  en  effaçant  en  même 
temps  ce  facteur  dans  le  dénominateur , et  faisant  pour 

abréger  U — - Ç>=  l/,(x-fa) , 

i 

p _ U' — (?C^i-H^»Qe4-q) -*-y/»_iÇx-f-Q)ll~1'] 

(x-f-a)”-'  • 

Maintenant  pour  obtenir  Ax,  on  fera  x-f-a =<?,  et  en 
désignant  par  u, , ce  que  devient  Ux , par  la  substitu- 
tion de — u à la  place  de  x,  on  aura  u, — çAt  = o, 

Â u, 
ou  Ax  = — . 

9 

Mettant  ensuite  au  lieu  de  Ax  sa  valeur  dans  {/, — QAX, 
il  en  résultera  la  quantité  TJX  — — 1 Ç , qui  , s’évanouis- 
sant lorsque  x-f-a  = o,  sera  divisible  par  x-f-a , et 
parconséquent  P se  réduira  à 

n-  V<—Q  C^-f -As(x+à)  . . , .-M.-.,(x-HQ-»l 
(x-f-a)— “ * 

£/*  représentant  le  quotient  de  la  division  de  Ux  — — Q 

par  x-f-a.  En  continuant  le  même  procédé  etla  même 

notation,  on  trouvera  encore  u»—qAa-=zo,  d’où  ^*=—  , 

9 

et  ainsi  des  autres.  , 

Le  Calcul  différentiel  fhcilite  beaucoup  le*  opérations 
précédentes.  En  effet  si  on  différentie  successivement 
n — î fois  l’équation 

U=Q[A  + A,  (x-f  a)  + Ai(x-f- a)* 

+ 4„_x  (x  + a)M]+P(i+a)*) 

et  qu’on  fasse  ensuite  x-f-a=*o,  dans  cette  équation 
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et  dans  celles  qu’on  en  aura  déduites , il  viendra 

l 

U— A Q 

dU=  AàQ+A.Qdx 
dlU=Ad*Q-{-  zA^Qdx+aAïQàx* 
d3  U—Ad'Q+SAA*  Çdx+G^d^dx^-fG^Çdx3* 
etc. 

équations  qui  déterminent  chacune  des  inconnues 
A , A,,  A%,  etc.,  par  celles  qui  la  précèdent;  bien 
entendu  qu’il  faudra  écrire  après  les  différentiations 
—a  au  lieu  de  x. 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  valeur  de  Q, 
dans  ce  cas,  est  de  diviser  /P- par  (x-f-u)*,  cependant 
on  peut  y parvenir  par  la  différentiation,  comme  dans 
le  n°  précédent  ; car  puisqu’on  a V“=-  Q(x-j-  a)n,  en 
différentiant  un  nombre  n de  fois  chacun  des  membresde 
cette  équation,  et  faisant  ensuite  x -f-  a=o,  on  trou- 
vera dnV—  1 a. . . .nQdxn  (5a),  et  parconséquent 

x î.a....  ndx“ 


On  parviendra  à l’expression  des  différentielles  de  Q 
dans  l’hypothèse  de  x -J-  a — o,  en  prenant  successive- 
ment celles  de  l’ordre n-f- 1,  n-f-  a,  etc.  de  l’équation 
y==Q(x-{-a)m;  car  il  est  aisé  devoir,  d’après  laremarque 
du  n°  5a , que  dans  ce  cas  àn+'V  —dn~*" . Q(x-f-a)"  , 
par  exemple,  seréduitàd"4'1^=:i  .2.3...(n4-i)dÇdxn. 
Il  suit  de  là  qu’on  pourra  exprimer  les  indéterminées 
Aiy  At>  A$,  etc.  à l’aide  des  différentielles  du  numé- 
rateur U et  de  celles  du  dénominateur  V,  de  la  fraction 
proposée. 

137.  Le  procédé  du  n*  1 55  étant  très-peu  modifié  , 
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sert  aussi  à trouver  le  numérateur  d’une  fraction  par- 
tielle de  la  forme 

Ax  -f-  B 

x*  -J-  actx  -f-  et*  -j-  £*’ 

Soit 

U ’Ax+B  P 

Ç>  * 

■ 

en  réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur 
que  le  premier,  on  trouve  , * 

U=  Q ( Ax  + B ) + P(x*  + aex  + **4-0*) , 

d’où  on  tire  ensuite 

<d__U-Q(Ax  + B) 
x“  -f- a«x  -j-  et”  -f-  /g** 

Comme  P doit  toujours  être  une  fonction  entière  par 
rapport  à x , il  faut  que  la  quantité  U — Q ( Ax  -f- B), 
soit  divisible  par  x*  -f-  aax  -f ■ a* -j-01;  elle  doit  donc  1 
renfermer  au  nombre  de  ses  facteurs , ceux  de  cette 
dernière,  et  s’évanouir  parconséquent  dans.  les  même* 
circonstances.  Mais  les  facteurs  de  x*  -j-  a«x  4-  4-  $*, 

sont  x 4- a.  4- /Si/ — 1 ,x-\-& — — 1 ; si  on  les  égale  à 
zéro,  on  aura  x— — (a-f-S  \Z^T),  x=  — (et— 0 \/^T)  : 
ces  valeurs  étant  substituées  successivement  dans 
V — Ç (Ax B~) , doivent  faire  évanouir  cette  quantité. 
Désignant  donc  par  u rfc  u'  V7— T,  et  par  q±q'  \/~ î , 
ce  que  deviennent  U et  Ç,  après  cette  transformation 
on  aura 

u±u'  \/~—(q±q'  y/~i )[—A(a.±£  \Z=l)+B^  o. 

Cette  équation  est  double  à cause  du  signe  dz  dont  sont 
affectés  plusieurs  de  ses  termes,  et  elle  est  équivalente 
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à celles  qu’on  formerait , en  égalant  séparément  à zéro 
la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  ; d’après  cette 
considération  on  aura 

u -J-  q<tA  — q'0A  — q B = o , 
u'  -f-  q(ZA  -f-  q'  a. A — q'B  = o , 

équations  qui  donneront  les  valeurs  de  A et  de  B. 

On  peut  trouver  q et  q'  à-peu-près  comme  on  a trouvé 
q dans  le  ri*  1 55.  En  effet , si  on  différentie  l’équation 

Q (x*-j-  a«x-j-  =s 

et  qu’on  fasse  ensuite 

/ 

X*  -f-  2etX  + A*  + /S*  = O , 

il  viendra 

AV 

ç(3x4C+2«dx)=dr,  <"‘.ç=^gjqraci 

substituant  au  lieu  de  x ses  deux  valeurs  — (art#  y' — i ) , 

ftpr 

représentant  par  v rfcv'  y — i , ce  que  devient  alors  , 

et  écrivant  q rt  q'  \/  — 1 pour  Q , il  viendra 


multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  du  second 
membre  par  \/  — 1 , et  égalant  ensuite  les  parties 
réelles  et  les  parties  imaginaires  de  chaque  membre , on 
aura 

V'  'y  v 

2(8  * ^ 2/8* 

ï58<  Si  le  facteur  x*  -f-  %*.x  -f-  + 8* , que  pour 

abréger. 


a 
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abréger,  je  représenterai  par  R,  se  trouvait  plusieurs 
fois  dans  le  dénominateur  V , et  qu’on  eût 

Q ( **  + actx  -f  *a  -j-  P )"  = QRn  t 

on  prendrait  dans  ce  cas  ( 1 53  ) , 

Ax-j-B  AtX+B%  p 

RH  ■+*  Rn-i  T ftn-ï  ‘ \*  + » 

réduisant  au  même  dénominateur , et  tirant  la  valeur 
de  P t on  trouvera 

v~ Ql'*x+JJ+(.A,x+B,)R+(LAax+Bàfr+ . . . .1 
“ JTn  : 

En  raisonnant  dans  ce  cas  comme  dans  les  précédens , 
on  conclura  que  le  numérateur  de  cette  expressiori 
doit  s’évanouir  parla  substitution  de  — (a±n 
qui  rend  aussi/ïmo;  et  gardant  les  mêmes  dénomina- 
tions que  ci-dessus , on  aura  après  cette  opération 

u±u' ]/^7- (ç±g'  f_zrj=  0> 

ce  qui  donner» , pour  déterminer  A et  B , les  mêmes 

équations  que  dans  le  n*  précédent.  Ayant  trouvé  les 
valeurs  de  ces  quantités  , on  les  substituera  dans  le  nu- 
mérateur de  P ; et  les  termes  U — Q (Ax-\-  B)  deve- 
nant divisibles  par  R,  ou  xa  -f-  nxx  -f  , l’expres- 

sion entière  le  deviendra  aussi  : nommant  donc  U , le 
quotient  de  U—  Q(Ax  -J-  B)  par  + uxx  -f  «*a  -f  g» 
on  aura 

p — Q[,-4ix-hR>mh(AtT-)-B'1)R-±-. , 1 

En  remettant,  dans  ce  nouveau  numérateur,  pour.*,  les 
Calcul  integr,  p 


m 

sbS  traité  élémentaire 

valeurs  que  donne  l’équation  R = o , et  égalant  le  ré- 
sultat à zéro,  on  déterminera  A,  et  B,  , comme  on 
a déterminé  plus  haut  A et  B , et  on  continuera  d’opé- 
rer de  la  même  manière , pour  parvenir  aux  yaleurs 
des  lettres  Ai,  B*,  A3,  B3,  etc. 

Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à celui  qu’on  a traité 
dans  le  n°  1 56  ; et  le  Calcul  différentiel  s’applique  de  la 
même  manière  , à l’un  et  à l’autre,  au  moyen  de  l’équa- 
tion » 

U=  Q lAx+B+(Aix+Bl)R+('A%x+BÙR'+. . . .] 

+PR\ 

et  de  ses  différentielles , dans  lesquelles , jusqu’à  l’ordre 

n 1 inclusivement,  le  terme  PR'1  s’évanouit  lorsqu’on 

fait  R xo.  Ou  obtiendra  de  cette  manière  les  équations 

U=(Ax  + B ) Q 

àU=(Ax  + B'jdQ-j-  AQâx  + (^,x  + B , ) QdR  , 

etc.  * 

chacune  desquelles  deviendra  double , lorsqu’on  mettra 
pour  xles  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  vertu  de 
l’équation  R = or  ou  x*+ 2 <tx -f- <*a -+•$*  = o.  En 
«galant  séparément  à zéro , la  partie  réelfe  et  la  partie 
imaginaire,  on  obtiendra  un  nombre  suffisant  d’équa- 
tions , pour  déterminer  A , B , At)  Bt>  etc. 

Il  "faut  encore  remarquer  que  de  » 

Vxx  Q (x*  + akx  + *a  + pyf 

on  tirera 

0=  - 
^ d".  (x*-j-2*x-f- /S*  J”* 

lorsqu’on  supposera 

' » > y 

X*  -j-  2etx  + a*  + =.  O. 


m 
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On  trouvera  àQ , d“Ç,  etc.  dans  la  même  hypothèsè, 
• en  prenant  les  différentielles  des  ordres  n 4- 1»  n -l_  » et/ 

> de  i équation 

V=z  Ç (r*  + a4cr+a*+lg«)»> 

et  supprimant  ensiWe  les  termes  que  cette  hypothèse 
rend  nuis. 


ï59.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  applications 

de  ce  qui  précède.  Soit  la  fraction  -, dx  . 

. x*+x7—  x3  ‘ 

les  tacteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  à décou- 
Trir  ; car  il  peut  se  mettre  sous  la  formé 


xXat+x*— x—  i ) ==ar>(Æ-f.  j ) (,**—. , 

J-e  facteur  x ♦ — 1 , se  décompose  en  x*— . i et  x*-f- 1 
oux  — itx-j-i  et  x*  -f-  1 : on  a donc 


x* +x?— x*—x3=x3(x- 1 ) (x-f  ry  (a? 4.  t ) . 

et  parconséquént  la  fraction  proposée  «st  décompo- 
sahle  comme  il  suit  (i5i,  i5a;  i53)  : 

j_  Bàx  t Cdx 
x—  1 ^(x  + i)a  + J+T 
^£>dx  £dx  Fdx  (Gx  + II)dx 

*“  x ' i -f-xi 

• En  réduisant  au  même  dénominateur,  et  comparant  le 

résultat  avec  on  déterminerait  les  • 

numérateurs  inconnus  ; mais  je  vais  faire  usage  des  pro- 
cédés  indiqués  çi-dessus.  r 

Pour  cela  je  considère  séparément  les  quatre  facteurs 

+ x5  et  xa  1, 

P a 
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qui  forment  le  dénctomateur  de  la  fraction  proposée  ; 

au  premier*  répond  une  fraction  de  la  forme  ^ ^ » 

dont  le  dénominateur  étant  égalé  à zéro , donne  i ; 

AV  d.Cx®4--r7 — x* — **)  . 

lf s quantités  U=  r,  et  -gj  — — £ » 

l * 

deviennent  1 et  8 : on  a donc  ( i55  ) A — g , et  pour 
la  première  fraction  partielle  g.  ^ -• 


Au  facteur  -f  i )*  répondent  deux  fractions  par- 
belles  de  la  forme  ■ -pÿ  -f  j C1^)  ayant 
trouvé  immédiatement  que 

V—  (r+i)“ 

u i 

je  fais  x-4*1=°>  d’où  as  := — i,  q — 4,  et-  ^ » 
ainsi  la  sec^ide  fraction  partielle  est  — ^ x.  | x~j^' 
Mettant  dans  l’expression  t/, , du  n®  cite  , au  lieu 

de  A sa  valeur^  , j’ai 
4 

TJ— AO  4— x'+x5— x*+ x1 

Ul—  x + i "■  4(^—0  * 

— — 3x3-f~43-a — 4J  ~f~4  • 


d’où  il  vient  — = i§  = § ; on  a donc  pour  la  troisième 
q 10  o 

fraction  partielle  g x • 


V- 


■s 
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Pour  appliquer  ici  le  calcul  différentiel,  on  formerait 
(l56)  l’équation 

i = Ç[^-fy/1(x  + i)]  + P(x  + 1)% 

qu’il  suffirait  de  diffé rentier  une  fois;  et  posant  en- 
suite x—  — i , il  viendrait 

* 1 — AQ 

o=zAàQ  + AxQdx. 

Q étant  x6 — x5  -f-  x*  — x3 , la  première  de  ces  équa- 
tions donnerait  Az=j,  et  la  seconde  Ax  = 

Le  facteur  x3  fournit  les  trois  fractions  partielles 

A A L At 

x3  ^ x- 

♦ 

qu’on  détermine  au  moyen  de  l’équation 

i = Q £A  + Axx  + Atx> ] + ^x3, 

et  de  ses  différentielles  première  et  seconde.  En  ob- 
servant que  Q -f-  x*  — x — î , et  faisant  x = î , 

dans  Q , d Q et  d3  Q , on  trouve 

A—  — t,  Ax^=.  î , Ai  = — î : 

on  a donc V + —r  — -. 

x3  ' xa  x 

Il  ne  reste  plus  à trouver  que  la  fraction  partielle 
correspondante  au  facteur  x*-f-  î , et  dont  la  forme 

est  ^ j . On  pourrait  la  conclure  en  retranchant  de 

la  proposée  toutes  les  précédentes  ; mais  je  vais  y par- 
venir directement  par  les  formules  du  n°  i5y.  On  a 
d’abord  Q = x6  -f-  x5 — x4— x3;  puis  le  facteur  x“-f-  i , 
étant  égalé  à zéro,  donne 

PS 

s 


\ 
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x ^ — l / — 1 > * = o , (&z=  i , d’où  oa  tire 
9 ± *l'  V'-—ï—  a ±3^—7,  u=i,  et  u=o: 
les  équations  qui  déterminent  A et  B,  deviennent 
1 ~h  zA  + = o , a A — *32?  = o; 

et  on  trouve  parconséquent  A — B=z I.  • 

Voilà  donc  la  fraction  proposée  — — . 

V *8+x7-x4-x*  ’ 
. décomposée  dans  lés  suivantes  : 


dx 


8 x — i 


dx  q dx 

4 (*+  !)*■  8 x-f-i 


__I  (g+Qdx 

X*  X /f  X^-j-  l ' • 

L intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  aucune 
difficulté , et  on  obtiendra  pour  le  résultat 

JlC*_0  *•-* 

O 4 x-f-  1 

~h  0 — j-  — - — Le 

° ax*  x 

l 

— gK-^+O— ^arc(tang=x)  +const. 

La  reunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la 

raCtWn'4xa(i  If^Y>  et  ce^e  des  termes  logarithmi- 
ques donnera 

ï 1 («' — 1 •)  + i 1 ( X + 1 ) -f- 1 ( X + 1 ) _ 1 1 (x«  -f  1 ) _ 1 je 

■ ■ ' !=il@T0+1(£Ti>- 
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on  aura  donc 

/• dr a — sx — 5.x*  î . /x*— -i\ 

xs-|-x7 — x4 — x3  /^(i+x)  5 \x“+i/ 

— iarc  (tang=x)  -f  const. 

De  f intégration  des  fonctions  irration- 
nelles. 

1 So.  Les  fonctions  irrationnelles  doivent  être  regar- 
dées comme  intégrées , toutes  les  fois  que , par  quelque 
^transformation  , on  les  a rendues  rationnelles , ou  du 
moins  lorsqu’on  les  a ramenées  à une  suite  de  monomes 
irrationnels  ; ar  alors  on  peut  y appliquer  immédiate- 
ment les  règles  précédentes. 

_ t 

_ . , (i+\/x — V^^x  -î  ♦ > • 

Soit  pour  exemple  5 — : *1  est  evi- 

i -f-t/x 

dent  qu’en  faisant  x = s* , toutes  les  extractions  in- 

6z5ds(l+a3 — *4)  j-  • 
diquees  s effectuent.  et  on  a — ; aivi- 

n ' 1 -f- z 

ifcant  par  î -f-  z® , il  vient 

— 6|jj7dz  — z6dz — zhàz  -f-  z*àx— z’dz  -f-dz  — ^ 7j , 

% 

dont  l'intégrale  est 

— ^[_8 — 7~ë+  5" “ W 2 7 arc  J +'eQ'ls* 

6 ~ 

et  remettant  pour  z la  valeur  \é  x , on  aura 

— f x \é  I x [/x-f-x-*-|  \/  x^-f-a  \é x— 6|/x-f6arc(tang 

— Vx}  ~h  const. 
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1G1.  La  première  espèce  de  fonctions  irrationnelles 
dont  je  vais  m’occuper , est  celle  qui  ne  renferme  que 
le  radical  A ■+•  Bx  -f-  Cx3,  et  qui  ne  saurait  avoir  que 
l’une  ou  l’autre  des  formes  Xdx  \/  A -f>  Bx  -j-  Cx*  et 
JYdx 

- ....  X étant  une  fonction  rationnelle  de 

\/  A-f-Bx-j-Cx* 

X ■ Il  faut  d’abord  remarquer  que  l’une  de  ces  formes 
rentre  dans  l’autre  ; car  on  peut  écrire  la  première 
ainsi  qu’il  suit  : 

_ V~T+  Bx  + Cx*  Xt  V / A + Bx  + Cx3 

\/  A \ Bx  -(-  C’x*  (| 

X ( A Bx  -f-  Cx*  ) dr 

Ÿ A -f -Bg;  -f-  Ca c*  • 

et  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction 
rationnelle. 

Avant  d’indiquer  les  moj'ens  de  rendre  rationnelle , 
par  rapport  à x , l’expression  \/  A Bx  -f-  Cx? , je 

mettrai  la  quantité  A -f-  Bx  + Cx* , sous  la  forme 


et  faisant  pour  abréger 
* A 


Jil  en  résultera  \/  A- f-  Bx  -f-  Cx*  = y ÿ'  * -f-  j8x  -f-  x*. 

Cela  posé,  si  on  prend  \/  <t-\-  fix  x?  = x -f-  z , en 
élevant  au  quarré  , il  viendra  a + $x  = 2 xz  -f-  z3,  ce 

qui  donnera  x ==;  ■ , dioù 
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\/A  + Bx+C'x*  = '}(x+z)=y 

, a(<t — @z4-z*)àz 

' (a z — liY  ' 

Par  le  moyen  de  ces  valeurs,  on  changera  la  diffé- 

rentielle — - ■ --  en  une  autre  de  la  forme  Zdz, 

\/  A+Bx-pCx1- 

7j  étant  une  fonction  rationnelle  de  z,  et  réelle  tant 
que  C sera  positif;  mais  si  C était  négatif,  y devien- 
drait imaginaire  et  la  transformée  pourrait  le  devenir 
aussi. 

Dans  ce  cas,  on  aurait A-\-Bx — 6’xa  ; et  faisant 


il  viendrait^  \/ a 4- /Sx  — x*.  La  quantité  x3 — dx — <t , 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré  ; si  on  les  représente  par  x — a et  x — a , 
il  est#évident  que 


<t- f-/3x — x®= — (x* — (Sx — <t)  = (x — a)  ( a ' — x). 

Faisant  ensuite  {/ (x — a)  (a' — x)  = (x — a)z,  éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  cette  équation , 
elle  deviendra  divisible  par  x — a,  et  on  aura 
o' — x—  (x — a)za , d’où  on  tirera 


«z3-f-  a' 
za-j - 1 ’ 


(x — a)z= 


(c' — a)z 
z“-t-  1 * 


dx— 


2 (a- — a')zdz 

0‘+0 


9 


valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  différentielle*  - 
proposée. 

ifrï,  Je  prends  d’abord  pour  exemple  la  différentielle 


r 


/ * 
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■^7==^===  \ la  première  des  transformations 

précédentes  donnera  dont  l’intégrale  est 

— -1(2* — £)  4 -const.  Remettant  pour  z sa  valeur 

’”.f  + et  pour  <**/3  et  y les  quantités 

qu  ils  représentent,  il  viendra 

“ Vc]  ~ x v/,c’ + Va+bx+cx^ 


résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 


+ const. 


, -f- const. 

En  réunissant  les  termes  constans,  et  en  observant  que 
le  radical  yC  est  susceptible  du  signe  rh , on  jura 

V ^+œ^+c^~î7Z’ 1 [ ^Yc + x ^ c+  V'*i+Bx+  Cx-Q 

4- const. 

1 63.  Soit  pour  second  exemple  — — dr  - • en 

, . . \/~A-\-Bx — Ce*’ 

faisant  usage  delà  dernière  transformation  du  n°  i6t  . 

— adz 

°n  3Ura  >0a4-i  ) ’ dont  l’intégrale  est 

# .3 

— • - arc  (tang  =z)  4-  const.  * 

Substituant  au  lieu  de  z,  sa  valeur  ^Ç-~X  , tirée  de 

y x — a 


1 . Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL, 
l’équation  d—  x=(x— a)za, 

et  mettant  ,\/ C pour  y,  on  obtiendra 


a55 


dx 


a / V d — x\  , 

— — — . arc  ; tan^—  ■ 1 -}-conif. 

V A+Bx—Ctf  \/ C \ \/  x — a ) 

tr 

a et  d étant  les  racines  de  l’équation 


. *■-  cx~ -c  = °- 

♦ 

Si  on  prend  A — C—  1 , et.  B—  o , la  diffé- 
rentielle proposée  devient1  dans  ce  cas  particulier 

QJJ 

, et  la  formule  précédente  dfinne  pour  son 

y i — x* 

• <i  f V 1 — x\ 

intégrale  — a . arc  ( tang  =:  — \ -f-  coast.  car  a 

j . \ Ÿ i x ) 

et  d étant  alors  les  racines  de  x* — i*=o,  il  faut 

prendre  a = — î et  d=i,  pour  ne  pas  tomber  dan* 
l’imaginaire.  * , 

Je  vais  montrer  que  ce  résultat  revient  à l'arc  dont 

: , exprime  la 


dx 


le  sinus  = x,  et  dont  on  sait  que 

lA — x* 

différentielle  (35).  Pour  cela,  je  rappellerai  que 
( Tri-S-  26), 

■ang  ^ = 

6 1 — tang  A1 

d’oq.il  suit  que  l’arc  double  de  celui  qui  est  indiqué 

, ^ l/  J 

dans  la  formule  précédente,  a pour  tangente— , 

1 x 

et  que  parconséquent  il  est  le  complément  de  l’arc 


dont 


x 


serait  la  tangente  et  xle  sinus.  (TWg.  26). 

V 1— « 
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Nommant  donc  s ce  dernier,  on  aura 

c dx  T * 

I — =»  s 4-  const. 

J \/i—x2  a 


rr 

et  comprenant  l’arc  — - dans  la  constante  arbitraire  > 


il  viendra  C — — =s  -f- 

J [/1—x1 


const. 


J’observerai  qu’on  peut  ramener  immédiatement  la 
différentielle  ■ -z  dr  ' - = - - . à 


ÿ A-j-fix — Cx2  y\/ — x2’ 


celle  d’un  arc  de  cercle:  car  en  faisant  d’abord  x — =z, 

2 


on  aura 


dz 


yy/t+'p—z 


- ; p*oaant  ensuite  et-j-  \$2  g*  ; 


et  z=gu,  on  trouvera 


du 


yV  i— u2 


•-.arc  (sin  = u)-f- const. 

y 


, dont  l’intégrale  est 


dx 


1G4.  L’intégration  de  la  formule  — ■ peut  aussi 

y 1 — x* 

s’effectuer  par  le  moyen  des  logarithmes,  et  conduit  alors 
à des  expressions  imaginaires  du  sinus  et  du  cosinus  , 
qui  sont  très-remarqpables. 

En  comparant  cette  formule  avec  .. 

* . \/j+Bx+* r.x» 

on  trouve  A=  1 , B—o  \ C— — 1;  et  l’intégrale  géné- 
rale devient  (162) 

L=.  1 (x[/  — 1 -f  \/ i—x2)  -f-  const. 

V — 1 


♦ 
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• , dx 

si  l’on  représente  par  z 1 arc  dont 
rentielle,  on  aura  donc 


aS/ 


~ est  la  diffé- 
x4 


+i/T  X4)  -f-  CO/lif. 

y/-i 

Mais  si  l’on  veut  que  cet  arc  soit  nul  en  même  temps  que 
x,  il  faut  supprimer  la  constante  arbitraire  ; car,  en  fai- 
sant x = o , le  second  membre  se  réduit  à cette  cons- 
tante , à cause  que  li  = o. 

Cela  posé , en  observant  que  x étant  le  sinus  de 
l'arc  z,  Y 1 — x4  en  est  le  cosinus,  l’équation  ci- 
dessus  deviendra  * 

z\/ — 1 = 1 (cos  z + 1/ — î sinz); 

et  si  l’on  suppose  z négatif,  comme 

♦ * , 
sin  ( — z)= — sinz,  cos( — z)=cos z,' 

on  aura  encore 

— z \/ — i = 1 (cosz  — y — i sin  z)  , 

résultat  qni  se  réunit  au  précédent , dans  l’équation 

. * _____  * 

±.zY — i =1  (casz±Y' — 1 sinz)  (*). 


(*)  L’expression  iU=n  - 


dx 


: se  change  immédiatement  en  dif- 


V i-x4 

férentielle  logarithmique,  lorsqu’on  multiplie  son  numérateur  et  son 
dénominateur  parle  facteur  x Y — l+V 1 — H vient  par  cette 
opération , 


xdx  Y — i 


, V i— x4 
d*  = 


fd*  d *Y=l — — 

i V i — x* 


xK- i-H/ 1—**  V +Vi—* 

# 
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Prenant  dans  chaque  membre,  au  lieu  des  loga- 
rithmes, les  nombres  auxquels  ils  appartiennent,  il 
viendra 

ï = cos  z rfc  \/ — i sin  z, 
équation  qui  fournit  les  deux  suivantes  : 

e*vr=T  = cos  z -J-  y' — x sin  z, 
e— = cos,  z — — x sin  z. 

Si  l’on  ajoute  celles-ci,  oü  én  tirerà 


et  en  retranchant  la  seconde  de  la  première  , il  en  ré- 
sultera. 


Ces  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  sym- 
boles algébriques,  qui  représentent,  sous  une  forme  abré- 
gée, les  séries  du  n°  36,  ainsi  qu’on  peut  s’en  assu- 
rer, en  mettant  pour  les  exponentielles,  ~l,  e~tV'~l , 
leurs  développemens , formés  d’après  là  série  du  n6  s5  ; 
mais  ces  symboles , quoiqu’on  ne  puisse  leur  assigner  de 
valeur  sous  aucune  forme  finie , ne  s’en  prêtent  pas  moins 
au  calcul  avec  la  plus  grande  facilifé , et  manifestent  * 
toutes  les  propriétés  dont  jouissent  les  lignes  trigono- 
uiétriques  qu’ils  représentent. 


et  l’on  voit  bien  alors  que  le  nume'rateur  de  la  seconde  fraction  est 
la  différentielle  de  son  dénominateur,  ensorle  qu’on  en  conclut 
comme  ci-dessus, 


r 


DE  CALCUL  INTÉGRAL. 
En  mettant  nz  au  lieu  de  z dans  l’équation 

_ = cos  z ± l/“T sin  z, 
elle  devient 


a3g 


CpZniV'—l  _ cog  H-  y/ _x  sin  nz 

9 

• Mais  on  a aussi 

e±Jliy^=[  = (eruV'--l)n.=z  (coszrt  [/^T sin  z)"; 
donc 


(cos  z dt  — i sinz)°  = cosnz  ±.  ]/—i  sin  nz. 

Cette  dernière  équation  conduit  à des  conséquences  très- 
importantes  , que  je  développerai  successivement , à 
mesure  qu’il  en  sera  besoin.  Ici  je  m’arrêterai  sur 
l’usage  qu’on  en  peut  faire  pour  découvrir  les  facteur* 
des  binômes  de  la  forme  xnzfan,  parceque  cette 
recherche  est  nécessaire  dans  l’intégration  des  fraction* 

rationnelles 

x"qf zan 


1 65.  La  fonction  x’d*ro"  se  transforme  en  û"(jr*qp  i ) , 
lorsqu  on  fait  x—  ay\  et  pour  en  connaître  les  facteurs, 
il  suffit  de  résoudre  l’équation 


qui  revient  à 


y = p *=o, 

ya=*±.i. 


L expression  y — cos  z -f-  ]/ — isinz  satisfait  à cette 
équation,  par  une  détermination  très-simple  de  l’arc  z:- 
■car  on  a 


(cosz-f-  \/ — î sin z)n=  cosnz -f-  \S — i sin  nz; 

“ I 

I 


2 4o  traite  élémentaire 

et  comme,  en  désignant  par  n la  demi-circonférence , 
et  par  m un  nombre  entier  quelconque,  il  vient 


sm  nvx  = o , 


cos  tut  — 1 


selon  que  m est  un  nombre  pair  ou  impair , on  n’aura 
qu’à  supposèr  nz  = mv,  jjpur  obtenir  yn  -=.±l  i. 

Afin  de  distinguer  plus  particulièrement  le  cas  où  m 
est  pair,  de  celui  où  il  est  impair,  on  écrit  pour  le 
premier  am  au  lieu  de  ni,  et  pour  le  second  am-f-i  ; 
et  on  fait 

nz  = 2mT,  et  nz—(am- j- 1)  T. 

Dans  la  première  hypothèse,  il  viendra 
2 nvr  . . / . a m.T 


' = cos 


11 


. / . 3 TTVT 

V — i sm  — — , et  y = -fx. 


et  dans  la  seconde , ’ 

y 


: COS 


(am+i)»  / — . (sm-fi)îr  _ 

+ ety=— i. 


Au  moyen  du  nombre  indéterminé  m , chacune 
des  expressions  de  y fournit  toutes  les  valeurs  dont 
cette  quantité  est  susceptible  ; car  on  peut  prendre 
successivement 

m — o,  m~i,  m — a,  m= 3,  etc. 

La  première  formule  donnera 
y ~ cos  o.rr—  i 
y = cos  f-  V — i sm 

n w il 


y 

etc. 


Air  , , . 4 T 

= cos  — (-  V — i sm  — — 

n n 


ot 


i 
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.et  il  est  visible  qu’on  trouvera  toujours  des  résultats 

dilFérens,  jusqu’à  ce  qu’on  soit  parvenu  à m — n — 1 ; 

car , en  supposant  n — m,  on  a ^ = ços2t=  i -,  et  ou 

retombe  sur  la  première  des  valeurs  déjà  obtenues , 

puisqu’en  prenant  m = n -j-  i , il  vient 

(an-f-2)  t / 2tN  st  . 

i i — = cos  [ a-v  -j ) = cos  — ( Tng:.  22.  ) 

n \ n / n 

(ara-J-2)*-  . / . qt\  . 2t 

v ^ — — = sin  ( air-J ) = sin  — : 

n \ n/  n 

ce  qui  ramène  à la  deuxième  valeur,  et  ainsi  des  autres. 

La  seconde  expression  générale  de  y , relative  à l’é- 
quation yn  -f-  1 o , ne  donne  de  même  des  valeurs 
différentes  que  depuis  m = o,  jusqu’à  m=n — 1 in- 
clusivement; puisque  si  on  prend  mz=  n,  il  vient 

(2lî-(-'I  ) t f T\  T 

cos  — = c(js(  ar  + - ) = cos- 

ra  \ n/  n 

. (ân-fi) k . / t\  . t 

sm  — = sin  (a*--) — )=  «a-, 

TV  \ 71/  TV 

ï66.  Non  - seulement  on  trouvqp  par  ce  procédé,* 
précisément  les  ra  racines  de  l'équation  y rp  1 = 0, 
mais  on  reconnaîtra,  avec  un  peu  d’attention,  que 
ces  racines  peuvent  s’arranger  par  couples , en  réunis- 
sant celles  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  radical 
\/ — 1.  En  effet,  puisque 

vcos(2T — p)=cosp  et  sin(2T — p)=—  sinp, 
il  en  résulte  que 

'N 

(ra-f-q)'T  , ./ . (ra-f-q)»  1 

y =cos (-  y — 1 sm^ — 

J n n 

(n-*-q)T  • / . (rt — q)*r 

=cos  — y • — i sm  — — . 

n n 

Cale,  intégr,  ' Q 
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Or  il  est  facile  de  voir  que  les  nombres  n-\-q  et  n — q sont 
tons  deux  pairs  on  impairs  en  même  temps  ; on  peut 
donc;  dans  les  expressions  de  y,  rapportées  ci-dessus, 
se  borner  anx  multiples  de  * quine  surpassent  point  wtt  , 
pourvu  qu’on  prenne  le  radical  y'  — i alternativement 
en  -f-  et  en — , et  elles  deviendront  en  conséquence  , 


2 mi 
n 


y =cos  — — ± \/- 


• i sin  • 


2m.' 


fam-f-i  ^ ./■» — (2m-f-i)'T 

y = COS — V — 1 Z • 

J n.  n 

Lorsque  n q?t  paire , les  valeurs  de  m dans  la  pre- 
mière doivent  être  tous  les  nombres  entiers  depuis 

o jusqu’à  ? inclusivement , et  seulement  jusqu’à  ”■  - - 

dans  la  seconde  ; et  quand  n est  impaire,  l’une  et  l’autre 

, . ».  n — i 

doivent  etre  ponsaeés  jusqu  a — - — . 

Les  deux  valeurs  comprises  dans  la  formule 


û 2 TTITT  /■"  ■“  . 

y = rfc y —i  si 

J Tl 


sin  - 


fi  m* 


n 


donnent  pour  facteurs  du  premier  degré  de  la  quantité 
y" 1 1 les  dettx  expressions  imaginaires 


0 


»i  sin- 


2 ni'T 


Q^C08~)  + \/: 

et  en  4es  multipliant , pif  obtient  l’expression 

...  - • < - - - - r 


2 TTITT 

y— -qy  cos— — J-  i* 

. . -i  ~ 


n 


qui  comprend  tous  les  facteurs  réels  du  second  degré. 
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M3 


On  trouve  de  même  que  les  facteurs  du  second  degré 
de  la  quantité  y*  + 1 sont 

* , 1 -• 

(am+i)r 

y*  — a \y  cos  ^ — —4 — — -f-  i . 

* «v  ' « 

167.  Voici  pour  servir  d’exemple  de  la  formula 

• ürwr  . 2m  rt 

_y  = cos— — zh  V/— 1 sin -,  • 

n ,,  n 

le  tableau  des  facteurs  du  premier  degré  contenus  dans 
la  fonction  V6  — 1 * / ? 

y — 1 -• ^ * 

y + i ~‘r  ü , v 

La  formule  *.  , 

y — ayeos— — f-i 

r 4 

donne  les  facteurs  du  second  degré  ...  , * 

♦ l 

.y  — *y  + , / • :• 

* ’ 1 21  - • 

« y -aycos-g--M 

* . 4 T . 

y — sy  cos  r v 


y + ay-f  j. 


\ 


Le  premier  et  le  dernier  des  facteur»  du  sècond  degré 
sont  les  quarrés  des  facteurs  du  prend  eide  gré  y — i 
ety  -f-  1 , qui  n’entrent  qu'une  fois  dans  la  proposée  ; il 
faudra  donc , lorsqu’on  emploiera  le»  facteur»  du  »*- 

a*-* 
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cond  degré , remplacer  le  premier  et  le  dernier  par 

* . .3 

(y— O CH-O  ou  y1  — !. 

On  a pour  la  fonction  y*  — 1 les  factéurs  du  premier 
degré  . , . * • * , _ , 

' _y,— (cos-^rh  V^— I ' ■ 

Ceux  du  second  degré  sont 

/ y~ay  + r ? ...  • v 

ST  . • 

y%  — sy  cos  -g-  1 

• v -i  • 

4-r 

y — ay  cos  -y-  -f- 1 ; 

mais  il  faut  encore  observer  que'  le  premier  facteur  du 
second  degré  est  le  quarté  du  facteur  y — î , qui  n’entr* 
qu’une  fois  dans  la  fonction  proposée. 

, Par  la  formule 

(am+O*  .J_./-r.;,(aTO+Q,r 

^ y = cos — 1 ■■  — V ~l  sm  ~ > 


n 


t ,r  » a p , 

les  facteurs  du  premier  degré  de  y5  -f*  1 > sont 

. • 

y — (ms  -§-±  V—i  «n ~Ç) 

y + 

•if , Sbr&fivjto.  * r «ÿi/W  -jr  j ’S'jr 1 r , : 1 • i 

ut  la  formule  y’1 — h 1 conduit  a 
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e45 


•7C 


y—  iycos—  + i 


5 

St 


y* — a^cos-g-  + i , 

y>_f_2y_|_  !. 

' « . < ' ' 

La  fonction  j6  -f-  1 a pour  facteurs  du  premier  degré 

(cos T ~ sm  t)  ‘ 

y — (cos ÿ ± sin  y)  ouy =p )/~i 

y— (cos  \/~i  «n  , •'  • . • 

et  pour  facteurs  du  second , 


v 


y — ay  cos  -f- 1 


6 

y — 2^  cos  -f  i ou  y + 1 

, 5-r 

y — «y  cos  -g-  + 1 . 

1 68.  Les  fonctions  de  la  forme  xs" — apx"  -f-  q 
peuvent  être  traitées  comme  celles  qui  ne  renferment 
que  deux  termes.  En  les  résolvant  à la  manière  des  équa- 
tions du  second  degré , on  en  tirera  les  facteurs 

* x"  — (pdrv/p*— q), 

qui  seront  réels  , tant  quep1  surpassera  q\  et  en  faisant 
alors 

±-an—p±  \/p*—q> 

il  viendra  des  fonctions  de  forma 


x"  rp  a* 


Q3 
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à décomposer  en  facteurs. 

Lorsqu'on  aura  q,  on  fera p—<t*,  q=£2a,x~f!yt 
et  il  viendra 

jS*yB— 2<Ln&nyn+&%,'=Pm(ytn—^~yn  + 1 ); 

mais  la  condition  p%  < q ou  <^22n  donnant  a?  , 
la  quantité  — sera  une  fraction , et  p pourra  être  repré- 
sentée par  le  cosinus  d’un  arc  donn»  <T  : la  fonction 
proposée  reviendra  donc  à 

— 2ya  cos  «f  -|-  1 ) , 

et  il  ne  s’agira  plus  que  de  résoudre  l'équation 
y* n — 2 y”  cos  J’  -}-  r sz  o. 

On  en  tire  d’abord 

y”  = cos<f  :fc  — 1 sin  ^ ; 

puis  prenant 

y — cos  z zfc  — i sinz, 

.il  vient  ( 16/Q 

y*=  cos  nz  dt  \/  — t sin  n?. 
et  en  comparant  avec  l’autre  valeur  de  yn , on  obtient 
cos  nz=z  cos  S , sin  nzs=  sin<f. 

On  satisfait  en  général  à ces  relations , en  supposant 
nz  = 2IBT  -f-  S',  TU  étant  uq  nombre  entier  quelconque , 
puisque 

cos  (amT -}-#)=:  cos  <T,  sin(aniT-J-<f)  — sjn^; 

on  aura  donc 

2mT-f-<f  3mT  J-  «T  , , / — ■^2int+^ 

z~ — . v = cos  —~-*d — rfc  y — î sin ; 

n J n • n 

et  Içs  façtejjrs  du  premier  degré  de  la  fonction 
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y**  — ay"  cos  S + t 

seront  pareonséquent  compris  dans  la  formule 
•*  ( amr~j-S'  . , amT-f /i 

y - { c9s  — * r ~x  m —7T*- } - 

' * 

Si  on  avait  x**  + apx"  on  ferait  encor* 

Ctn 

= cgs  S'  ; mais  on  prendrait 

W ' ^ , ► - ‘ *4»  -• 

yn  — zyn  co?(t  — + *• 
puisque  cos  (-T — *)  = — co8<T.  Cela  fait,  il  viendrait 
cosnz  = cos(^-  — <f)  , sin, nz  = sin ( t — J); 

. v • 

et  pareonséquent  / 

4t  - 

7izs=:  amr  + îr  — ■ J = (am+  i ) er—  <T  (*). 

De  ï intégration  des  différentielles 
binômes. 

iSq.  Ces  différentielles  sont  représentées  par  la  for- 
mule 

■ • . ..  i * 

aT-'àx  (a  + bx*)l , ....  ■ : 

dont  on  ne  diminue  pqjnt  la  généralité , en  supposant 
que  m et  n sont  des  nombre»  entiers.  j 

Si  on  avait,  par  exemple,  j£éx(a-+-bx*)*  \ cm  ferai! 


(*■)  Les  formules- <Vs  n"*  i(J6 , 167,  i(S^,  contiennent  implici- 
tement les  théorèmes  Je  Côtes  et  de  Moivfit  , et  remplacent  aven 
avantage  ces  théorèmes,  qjii  ne  sont  plus  maintenant  qu’au  objet  de 
piwa  vurirwité;  je  n'ai  pas  ciyi  par  celte  raison  devoir  tes  insérer"  ici  : 
on  Jes  trouve  daus  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  r/q  Çalçui 
intégral.  • 

Q 4 
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x — a6,  d’où  il  résulterait  6zrdz( a -f-  bziy.  On  peut 
aussi  regarder  n comme  essentiellement  positive,  parce- 

E • 

que  dans  le  cas  où  on  aurait  xm—1  dx(a  -f-  bxr~*y  , on 

i * Z 

supposerait  x= -,  et  il  viendrait — z— m“'dz.  (a  -f-  bz*y . 

Pourcbercherdans  quel  cas  i"“: ,dar(a+ix")î , peut 
devenir  rationnelle , on  fait  a + bxn  = z’ , ensorte  que 

p . 

( a + bxn  ÿ = zP  ; puis  on  trouve 

9 ' 

et  la  différentielle  proposée  devenant  par  là 

\ * 

. • .>  * 

on  voit  alors  qu’elle  sera  rationnelle  toutes  les  fois  que  — 
sera  un  nombre  entier. 

*•  • 

• ♦ f 

L’expression  x*dr  (a -f-bx1)*  ÿtisfait  à cette  condi- 
tion , puisque  , n==5 , — =3,  et  se  transforme  en 


L’expression  x"~'àx  (a  -|-  bx?ÿ  est  susceptible  d’une 
autre  forme,  en  rendant  négatif  l’exposant  de  x dana 


t 
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la  parenthèse , ou  en  divisant  par  x“  la  quantité 
a -f-  bx“  : il  vient  ainsi 

p p 

xr-'àx{a-\-bxny  = xm_,dx[(ax_*-f-i)xn3* 

£ ££, 

— xm— 'dx  ( ax~n-\-bÿx  i 

= xm+  i ldx(ax_n-f  b)i- 
et  d’après  le  calcul  précédent , la  dernière  de  ces  ex - 

*+f 

pressions  peut  être  rendue  rationnelle , lorsque  — • 

est  un  nombre  entier,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

, m . p t 

lorsque J-  - en  est  un. 

n q 

La  différentielle- 

* , '-r.  ' ■ '' 

x4d  x(a-f-bx3y 

est  dans  ce  cas,  puisqu’alors 

m 5 p i m p 6 _ 

# n~  3’  q~  V + 9' 

» 

En  appliquant  à la  différentielle 

m +nJL-  , , , ? 

x » dx(ax— " + &)’, 

la  substitution  indiquée  pour  la  première  for  rite  de 
cette  différentielle,  on  fera 

ax~n  -j - b = zi, 

d’où  on  tirera 

a -f-  bxn  — x"z1  ; « 


! 
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et  si  l’on  transforme  immédiatement  l’expressioit 

p 

xm~'àx{a-fbxa'y>  par  le  moyen  de  l’éqnation  précé- 
dente , on  obtiendra  évidemment  le  même  résultat 
que  si  on  lui  avait  d’abord  donné  la  forme 

m *4r  — 1 P 

x » dx  (a,v~n  -j-  b)?. 

170.  Puisqu’il  n’est  pas  possible  d’intégrer  en  gé- 

p 

. néral  la  formule  /rm_'d.r(a  -j-  bxn  f,  l’idée  qui  se  pré- 
. sente  d’abord  , est  de  chercher  à la  réduire  aux  cas 
les  plus  simples  qu  elle  peut  renfermer , comme 

on  l’a  vu  n°  1 54 , à l’égard  de  J qui  se 

ramène  à J*™  On  y parviendra  par  la  re- 

marque du  n°  148 , en  vertu  de  laquelle  on  a 
fudv—uv — fvàu-,  car  si  on  dÆbompose  la  quantité 

xm~ ’dx  (a  -f-  bxny  en  deux  facteurs  , dont  l’un  pou- 
vant s’intégrer , soit  représenté  par  dv> , et  l’autre  par 
11 , on  fera  dépendre  l'intégration  de  la  formule  pro- 
posée de  celle  de  fvàu , qui  , dans  certains  cas  , sera 
plus  simple  que  la  proposée  , ainsi  qu’on  va  le  voir.  Ce 
procédé  , très-fécond  et  très-remarquable  , s’appelle 
Intégration  par  parties. 

Pour  abréger  un  peu  les  résultats , j’écrirai  p 
* au^ieu  de  et  il  faudra  supposer  que  p est  un  nom- 
bre fractionnaire  quelconque  : on  aura  alors  la  formule 
xm-Idx  (a  -J-  bxny. 

Parmi  les  diverses  manières  de  décomposer  cette 
différentielle  en  facteurs,  je  choisis  celle  qui  tend  à. 
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diminuer  l’exposant  de  x hors  de  la  parenthèse , et  qui 
s’opère  en  écrivant  ainsi, 

. x"- ‘dx(n  -f-  bxny 


la  formule  proposée.  Par  ce  moyen , le  facteur 
xn_Jdx  (a  -P  bxn)f  est  intégrable , quel  que  soit  p (149)  : 
en  le  représentant  par  du , on  a 


(a+b: 

V~  (p+«)«A  * 


et  u — xm~n  ; 


d’où  il  résulte 


xm~"(  a-t-3x")P-M 
’ •(>+-0«6’ 
er 


/ xm—ldx(a-J-ixny=3 
/x™— -dxCa+ùx*)^1 = 


/ xm— "—,dx(a-4-^t'”^(c-f-ix,r)  == 

a f x“~ n— ’dx  (a  -f-  ôx*)?  -\-bf  x"~ !dx(a  -f-  ùx")P  ; 


mettant  cette  dernière  valeur  dans  l’équation  pré- 
cédente , et  rassemblant  les  termes,  affectés  de  l’inté- 
grale fxm~ *~,dx(a-f-&x")'’,  il  vient 


0 + (^7y^  ) fxm-'4<‘>+bx*y= 

xm~H  (a  -fr-  bxn’)rh>  — « (m — ri)  f xm*~”~ldx (a -f-ùxn)? 
(p+i)nb 

d’où  on  tire  f xm~'dx(a-{-bxay’-=s 

*•"’* " (o  -f  ùr0/"1"1  — o (pi — n ) f xm— ‘dx(a-f-ùxny 
ù(pn-f-m) 

Il  est  aisé  de  voir  que  puisqu’on  peut  ramener , par 
cette  formule,  l'intégration  de  fxm~‘dx(_a  -Jr  bx’)1  à 
celle  de  f xm“~*'^'dx((i  -f-  bx")?  t ou  ramènera  aussi 
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cette  dernière  à celle  de  fxm~ln~,àx(a-\-bxny , en 
écrivant  m — n à la  place  de  mdansl'équation(-df)  ; puis , 
changeant  encore  m en  m — a n dans  cette  même  équa- 
tion , elle  fera  connaître  fxm~an~'àx{a-^-bxny , au 
moyen  de  fx"~  n~'àx(a-\-bxny,  et  ainsi  de  suite. 

En  général , si  r désigne  le  nombre  de  réduction* 
effectuées,  on  parviendra  à fxm~,n~'dx(a-:\-bxMy>  et 
la  dernière  formule  sera 

» t 

fxm-(r-Vn-'àx(a+bxny= 

xm~,,'(a-+-bxny~‘ — a(m — rn ) fxm~rn~'àx(a-\rbxny 
b(pn-j-m—(r—i)n)  ‘ 

Il  est  évident,  par  cette  dernière  formule,  que  »i 
m est  un  multiple  de  n,  l’intégration  de  la  formule 
fxm~'dx(a-j-bxny  s’effectuera  algébriquement,  puis- 
que l’anéantissement  du  coefficient  m — rn  qui  aura 
nécessairement  Jjeu,  fera  disparaître  la  dernière  inté- 
grale f xm~,ndx(a+bxny . Ce  résultat  s’accorde  avec 
celui  du  n°  îGq. 

. 

171.  On  peut  obtenir  aussi  une  réduction  par  la- 
quelle l’exposant  de  la  parenthèse  soit  diminué  de  l’uni- 
té-, pour  cela  il  suffit  d’observer  que 

r * 

/ xm~'dx(a-\-bxny~fxm~ ,àx(a-}-bxn)l,~\a-^-bx’,') 
—af xm~'dx(a-\-bxny~'-{-  b f xm+n~làx(a-\-bx*')>,~' , 

et  que  la  formule  ( A ) , en  y changeant  m en  m-f-n  , 
et  p en  p — 1 , donne 

fxm+n~'dx(a+b3?)r~l  = 
xm  (a~\-bxny — am  f xm~'dx(ci-\-bxny~ ' 
b\pn-\-m). 

Substituant  cette  .valeur  dans  l’équation  précédente, 

•/  • v*  J--»'»'' 


« 
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on  aura  (Zî) . . . f xm^’àx(a-\-bxny  = 

xm(a-f-bxny  -f  pna  fxm~làx(a-^-bxny~l 

* ' ' - ' (/>«-+- m) 

Avec  la  formule  (Z?)  , on  ôtera  successivement  du 
nombre  p toutes  les  unités  qu’il  peut  contenir  ; et  par 
• le  moyen  de  cette  formule  et  de  la  formule  {A) , on  • 

fera  dépendre  l’intégrale 

f xjn~làx(a-\-bxny  de  fxm~"'~'iàx(a-\-bxny~i , 

s. 

rn  étant  le  plus  grand  multiple  de  n contenu  dans  m — 1, 

- # et  s le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p. 

! 

L’intégrale /x’dx(a-j-Z>.r3)l*)  par  exemple,  sera  ra- 
menée successivement,  par  la  formule  ( A),‘k 

• ..  . i 5 

f x^dxfju-ybx3)’ , fxàx(a-\-bx'*ÿ2  ; 

5 

•t  la  formule  (Z?)  fera  dépendre  /xdxÇa-f-ix3)*  de 

3 - , 

/ xdxÇn-f-èx3)11  et  celle-ci  de  f xdx(a-{-bx"y . 

- 17a.  Il  est  évident  que  si  met  n étaient  négatives , 
les  for  ules  (A)  et  (B)  ne  rempliraient  pas  la  but 
pour  lequel  elles  ont  été  construites:  elles  augmente- 
raient alors  les  exposans  de.  x hors  de  la  parenthèse, 
et  celui  de  la  parenthèse  ; mais  en  les  renversant , on 

_ «n  trouve  qui  s’appliquent  aux  cas  dont  il  s'agit.  . • 

On  tire  de  (A) 

/xm-a—dx(  a+bx*y  =6 

xm-n(a-\-bxn)r+l  — b(m4-np)  fxm~'dx(a-ybæny 

a(m  — «)  ’ * 

et  mettant  m + s au  lieu  de  m , il  vient  (C) 
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a^n-f-éx'1)'’4'1  — f xjn-'~n~'àx(ci-{-bx*y 

ani  * 

formule  qui  diminue  les  exposarts  hors  la  parenthèse , • 
puisque  m -f-  n — i devient  — m-j-n — 1 , quand  bn  a 
mis  — m à la  place  de  m. 


Pour  renverser  la  formule  (fi) , on  prend 

fxr-'àx(a-\-bxny-'  xx 
xn(a-\-bxny—(m+np)  f xm~'à.x(a-\-bxny 
pria  * 

puis  on  écrit  p*fi  au  lieu  de  p , et  il  vient  ( U) 

fxm-'dx(a+bxny  =s 

(a  A-  bxn)tl'*~' — (m-f-n-f-np)/j*,^ldx(a-f-^x'l)y^"‘ 
(p+0'l° 

Cette  formule  atteint  le  but  proposé  , puisque  p-j- 1 
se  change  en  — p-j- 1,  lorsque  p est  négatif. 

Les  formules  {A),  (fi),  ( C ),  (£>),  deviennent  illu- 
soires, lorsque  leur  dénominateur  s’évanouit.  Cela  ar- 
rive pour  la  formule  {A),  par  exemple,  quand  m~ — np  : 
mais  dans  tous  les  cas  de  cette  espèce , la  fonction  pro- 
posée est  intégrable  soit  algébriquement,  soit  par  loga- 
rithmes. 

1 de  , 

’ — , m étant  un  nom- 

V 1—x* 

bre  entier  positif;  on  trouve  par  la  formule  {A),  en 
y faisant  a=i , — i , n=a , , 


/x^’dx 


xm~*  y/ 


m 


y 1 — x“  m — “2  P 

— î * m — i J 


3dx 
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écrivant  m au  lieu  de  m — 1 , il  vient 


a55 


/xmdx  

^ 1 — X* 


— XÀ  m — 


m 


i f xm-*d;c, 

J 


En  donnant  successivement  à m différentes  valeurs, 
en  commençant  par  les  nombres  impairs  , on  aura 


* P xdx  . y 

7 


v 


x*  -f-  const. 


r-aZÈL.  — I ^ I/TTTT»  4-  ~ f xdx 


xdx 

1 — X* 

/x5d.r  1 4 Z'  x5dx 

7T5 

* — 14,/— -i-gr  "5d-^- 

J y/f=^~  7 V +7 J y/T^? 

etc. 

On  tirefa  de  là 


/xdx  . z . 

-7==— t/i-x*  + 
l/i— x1 


const. 


/*  x7dx  /i  e.  i.G^t  . 1.4.6  . . i.aX6\./ : 1 

I " , » — ( -x6+  = — xf-f-— — xM — — — ) v 1-x1-}- const. 

J V7  ~3.7  ^3.5.7  ~i. 3.5.7/ y 


etc. 

.*  4 


la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente. 
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Passant  aux  valeurs  paires  de  m,  et  supposant  m=s, 
m — 4,  m = 6,  etc.  On  trouve 

--1- tA=P+l  Ç-  dj 

J l/l  — X3  2 ÿ 1 — X* 


/'  dx 

y/7^ 


f M*  - 1^./—.^?  f-gË_  . 

*/ y/i— x3  4 * 4»/  y/ 1 — x* 

æ r * ’ 

• Jÿy-j*  6 y 

etc. 

dans  ce  cas  toutes  les  intégrales  proposées  dépendront 
de  . . 

/ £f_=:  = arc  (sin  = x)  -f*  corut*( 55)  „ # 

V i — x2  • " . *. 

• 

et  en  représentant  par  A l’arc  indiqué , on  aura 

* • * 

+’ 

= A -j-const. 


fJ^=-Lx  y/ 
J y/ 1 — x*  2 

/’  x*dx 

î/T 


I X3-f*  -f-COTUt. 


i.3 


y/ 1 — x* 

x6dx 


Q-*J+r|c)  V'  *— **+53-*  ■+«»'“>• 


etc. 


174.  Je  vais  chercher  maintenant  les  formules  qui 
répondent  aux  cas  où  m est  négative.  On  a alors  par 
la  formule  (C)  (172) 


■/ 
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-._x-"v/1-x»  | Wzi  rjr-m+, djc 
m -r  m J £7== 


357 


en  écrivant  — m,  au  lieu  de  — m - 1 , U vient 

f ^ - VJ— 3?  m—q  A dx  ‘ 

J xmy  i—x*  m-J 

On  ne  peut  pas  supposer  m=  1 , puisque  cette  valeur 
rend  le  denomxnateur  nul;  il  faut  donc  chercher  d priori 

l’intégrale  de  — On  la  tro.tera  tellement 

d'aprè.  ce  qui  a été  dit  n-  16,  ; mais  oa  peut  y par- 

venir  aussi  delà  manière  suivante  : on  fera  1 x2~=z‘- 

d où  il  résultera  ’ 


x — \/7 

et  parconséquent 


dxr= 


— zdz 

V 1— -a" 


. • 


dx 


— dz 


x {/ 1 — x“  1 — ’ 

> ’ 

équation  dont  le  Second  membre  a pour  intégrale 

. — *)=— 
remettant  au  lieu  de  2 sa  valeur , on  aura 

-±1/ i+y^gy  ’•  v 

multipliant  par  1 + )/7=^ , Je»  deux  termes  de  la 
tractipn  comprise  sou»  1*  dgne  1,  ©n  obtiendra 

Cale,  intégr.  H 
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=-1(i±^); 

on  aura  dono  enfin 

* 1 + + c omt. 


f dx. --l(- 

J x\/7^  ' 


yi—x*  \ x 

En  posant  m~ 3,  m-i=5,  etc,  il  viendra 

dr  _ lA— I 1 T dj  ~ 

TaJ  il/ 1— : 


/»  d.r  _ V 

x3  y/ 1— -r3 

/*  dx  

x5  y/ 1 — >*“ 

/»  dx  

X7  l/l-X* 


2X 


y/ 1 — 3 


4x^ 


V7  i— ■ 5 
Gx6 


y/ 1 — x“ 

3 r dx 

4i  x5  y/ 1 — x* 

5 r dx 

6 J x5  y^i— x* 


etc. 


Faisant  ensuite  m = n , m— 4 » fu=6 , ete.  on  trouvera 

r dx  = _ V7^  + consri 
J x*y/i— x* 


X 


f d*  — 

” dx 

' x*y/ 1— x® 

3X3 *'  ^3 J 

x^y/i— x* 

r dx 

y/i-x“  4 / 

r dx 

* x6yA— x*~ 

" 5>'"  + 5 J 

x+y/ 1 — ** 

etc. 

•-  V . ’,4 

.V  . 

- 

De  ces  deux  suites  d’équations  on  tirera,  comme  dans 
le  n°  précédent,  une  classe  de  formules  intégrées  par 
logarithmes,  et  une  autre  classe  qui  sera  algébrique. 
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De  V intégration  par  les  séries. 

175.  L’intégrale  fXàx  s’obtient  facilement  lors- 
qu’on a développé  la  fonction  X en  série  , parcequ’on 
n’a  plus  à intégrer  que  des  raonomes  auxquels  s’appli- 
que immédiatement  la  règle  du  n*  146.  En  effet,  soit 
X = Ax"1  + Bxm+n  + Cxm+am+  Dxm+3n  4.  etc.  7 si  on 
multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dx , 
et  qu’on  intègre  séparément  chaque  terme  du  second , *' 
il  viendra 

* Ax m+1  Bxm+n+l  Cxm+*"+* 

CX dx= — 1 ; ■ | 7 - f-etc.  4-  const. 

J m-j-i  m-j-n-j-i  m-f-an-j-i  r 

Lorsqu’on  rencontrera  da$s  le  développement  de  x 

A " 

un  terme  de  la  forme  — , il  en  résultera  dans  l’intégrale, 
le  terme  Abc  ( 147)- . 

176.  La  fonction  la  plus  simple  qu’on  puisse  réduire 

en  série , est  ■ , et  il  en  résulte 


a +x 

V X , X*  X3 

-■* — r + ~ï— “~t  + etc-  ; 

a a1  a3  a 4 


dx  X ! X1  X*  X4  , ...  . ; 

— ; — — - — - — j + 5-3-*“  77  4-  etc-  4-  const. 

a-f-x  a au*  3 aJ  4fl4 


dx 


a-j-x~ 


= 1 (a  4 x).:  on  aura 


d’où 

A 

mais  on  sait  d’ailleurs  que 
donc 

. X X*  3?  x^ 

1 (a-J-'®)  — ; 4"  5-3 7-7  + etc.  4-  const. 

v ‘ a sa*  3a3  4a4 

Pour  trouver  ce  qu’expjime  la  constante , il  n’y  a qu’à 

faire  .x  = 0 , on  aura  dans  cette  supposition  la  = const. 

R a 
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et  parconséquent , 

^-K'+fK-=+é-é+-- 


résultat  conforme  à celui  du  n°  29. 


Soit  la  différentielle 

da- 


ad.r 
a2  - f-  x* 


, qui  peut  ee  mettre 


sous  la  forme 5 , et  qui  appartient  parconséquent 

° J 

> fZ 

à l’arc  dont  la  tangente  = : en  réduisant 

sérié,  ff  viendra 


en 


JC* 


— _ — = 1 f-j-  —, -f-  etc.  ; 

a2  -f-x2  a rr  •*  a0  a7 

intégrant  cliaque  terme  en  particulier,  on  aura 

• /*  od  r / x\  . 

/ — ü arc  ( tang  = - ) 4-  const.  csz 

Ja*  + x*  \ 6 « / ' 

x a:3  ér5  ■ *'  ar7 

Si  on  veut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  du  plu» 
petit  des  arcs  dont  la  tangente  est  - , il  faudra  suppri- 
mer la  constante  arbitraire , puisque  l’arc  cherché  est 
nul , lorsque  x = o,  et  on  aura  .* 

<•  x\  X X3  . X5  x7 

<Mg=-)=:-s?+J?-~+«c. 

résultat  conforme  à celui  du  n°  37  ; mais  ici  la  loi  est 
évidente. 

' x*dx 

fin  opérant  de  même  sur  ^ — , «a  trouvé 


arc  1 


rsr'r+f 

’ ï'  * '4 


s‘4-ï* 

.VfSCr 


, -, 
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f- 

J a" 


Xmdx  Xm+1  J.W4-H+I 

~ ' (/n  + 1 )an  ( m + ra -f- 1 ) a*' 

; : — etc-  + const. 

: ( m * o n — 1—  1 î/w1* 


• • (m  + üs+iK 

177.  L’objet  de  l’intégration  par  les  séries  étant  de 
se  procurer  des  valeurs  approchées  des  intégrales  qu’on 
ae  peut  obtenir  rigoureusgment , il  est  important  d’avoir 
plusieurs  séries  pour  exprimer  la  meme  intégrale,  afin 
de  choisir  celle  que  rend  convergente  la  Valeur  par- 
ticulière qu’on  se  propose  de  donner  à x.  Les  séries 
qui  procèdent  suivant  les  puissances  positives  de  x , 
dont  les  exposons  vorçt  en  croissant , où  les  séries;  as- 
cendantes, ne  convergent  en  général  que  dans  le  cas  où 
la  variable  x demeiïre  très-petite;  tandis  que  celles 
qui  procèdent  par  des  puissances  négatives  de  x , où 
les  séries  descendantes , le  font  dans  les  cas  où  cette 
variable  est  très-grande.  * 

Pour  parvenir  à une  série  de  cette  espèce  , dans 
l’exemple  ci-dessus,  il  faudrait  changer  l’ordre  des 
termes  du  binôme  an  -f-  xn , ou  mettre  x à la  pïace 

de  a dans  le  développement  de  ■ • ■* — - , et  on  aurait 

rt  f — % 

1 1 o*  , fl*11  a3*  . 1 

• xn-4 -a*  x7*  x*B  x3"  x4“  ‘ 

et  il  viendrait  , après  avoir  multiplié  par  a^dx  et 
intégré , 

/xmdr  r ' 

xn  + an  ( n — m — i)x"~m~' 


(ara — m — 1 )xî',—m— 1 (3ra  — m — i)x1o~m— ‘ 

-f-  etc.  -f-  const. 

Cette  série  deviendrait  illusoire  ,'si  quelqu’un  de  ses  dé- 
fi 3 
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Dominateurs,  compris  dans  la  forme  in — m — i,  s’éva- 
nouissait , ce  qui  arriverait  si  m + i était  un  multiple 
de  n ; dans  ce  cas  la  différentielle  développée  contien— 

dx 

rfrait  un  terme  de  la  forme  — - , dont  l'intégrale 

. , f.  * 

serait  a 0— 

Si  on  fait  dans  le  résultat  ci-dessus  m = o,  n=a 
et  a — 1 , il  devient  0 m 

/rfi? s?  + etc-  + 


mais  quoique  l’expression 


dx 

î+ï? 


, soit  la  différentielle 


de  l’arc  dont  la  tangente  est  x,  il  n’en  faut  pas  conclure 
que  la  série  précédente  soit  le  développement  de  cet 
arc,  puisqu’elle  devient  infinie  lorsque  x = o.  La 
considération  de  la  constante  arbitraire  lèvera  cette 
difficulté , si  l’on  fait  attention  que  pour  connaître 
la  vraie  valeur  d’une  série , il  faut  toujours  partir  du 
cas  où  elle  est  convergente.  Or  la  série 


etc. 


l’est  d’autant  plus , que  x est  plus  grand , et  elle  s’éva- 
nouit lorsque  x est  infini  -,  l’équation 

‘ * » * ' ‘ ‘ , % 

arc  (tang=x)=— - +3^3  — 5^  + etc-  + const. 

se  changera  dans  cette  limite  en  arc  de  ri  =?  - = const. 
substituant  cette  valeur  de  la  constante , on  aura 

arc  (tang=x)=r  _ i + ^ ^ + etc. 

On  pourrait  intégrer  aussi  la  fraction  rationnelle 
en  développant  en  série  l’expression  —,  ■ 
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mais  ce  moyen  ne  conduirait  qu’à  des  résultats  fort 
compliqués  et  rarement  convergens  ; d’ailleurs  ces  cal- 
culs sont  à peu  près  inutiles , puisqu’on  sait  ramener 
cette  différentielle  aux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cer- 
cles , faciles  à évaluer  par  les  tables  qu’on  en  a. 

p 

178.  La  formule  fx”~'dx  Ç a -f-  bxu  )»  est  facile  à 

intégrer  par  le  développement  de  ta  quantité  (a 
en  série  j et  il  vient  pour  résultat 


fxm~'dr  ( a -f-  bxnÿ 


=41 


pb  x' 


m-f*» 


+ etc.f 


m ' qam-\-it 

p{p — g)b'  xm+>*  p(p — g)  ( p — aq)é3  a:m+3,‘ 

i.aq'a*  m-f-an'  i.a.5 q’a-*  m-f-3ra 

- f-coiist . 

Si  on  voulait  avoir  une  série  descendante  par  rap- 
port à x,  il  faudrait  donner  à la  différentielle  proposée 
m , ”P  p 

la  forme  x * d x ( b + ax~n  ; et  on  trouverait, 

p -,  v 

après  avoir  développé  (b  -f-  ax~ " )%  multiplié  le  résultat 
par  x 1 àx  et  intégré ...... 


X 


1 


*.  r*  £ P J 

/x"- 1 dx  ( a 4- ôx"  V = b'  i— ■ 

J \ j f mq  -f-  np 

- Çp— !>  _ (>—»■?> 

pa  qx  • * pjp—q)^  g*  * . , 

qb  mq  -f- ( p — q)ti  *"  1.2.  q*b%  mq  -f-  (p — 2 q}n  * 6 > 

~h  çons/. 

Tant  que  les  quantités  a et  b seront  positives  toutes 
deux,  ou  que  q sera  un  nombre  hnpair , on  pourra 

se  servir  indifféremment  de  cette  série  ou  de  la  pré- 
» ' 

v R 4 
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cédente  ; mais  lorsque  q sera  pair,  la  première  formol* 

deviendra  imaginaire  parle  facteur  ai,  si  g?  est  néga- 
tif, et  la  même  chose  arrivera  à la  seconde,  si  b* 
est  négatif.  * . 

c . dx 

179.  j>oit-^==,  expression  qui  est  la  différen- 
tielle de  1 arc  dont  le  sinus  = a»  ; on  aura 

‘ 2 2-4.b  ^a.4.6.8  + 1 

*•  ■ 


/; 


V 1— x*  ' 2 
et  de  là 

' •# 

, , 1-3X5  , 1 . 3 . 5 xT  . 

V7=^~  + â T + MT'fM^7+etc-+conjr- 

En  supprimant  la  constante,  la  série  s’anéantira,  lors- 
que x = 0 ; elle  donnera  parconséquent  la  valeur  du 
plus  petit  des  arcs  dont  le  sinus  = x , comme  dans 
le  n°  57. 

x Voici  encore  quelques  résultats  faciles  à obtenir, 
d apres  ce  qui  précédé,  mais  qu’il  est  bon  de  connaître. 

O dj?  (Jx  , -, 

. 1 • 77- - =~7= faisant  \Zx  = u , 

y x—  xx  \/x  . \/i—x  * 

ad  u 

Pn  3 a ; mais  par  la  série  précédente  il  vient 

C adt* / , lu3  , I.3us  , 1 ,5.5u7  \ 

J yrzz?  Vi+ây+^4T+M^7+ etc;) +consL 

donc  ' , 

J 7S^-3(‘+ï3+ir4T+ïT67+e,cyi+“"rf- 

2“,  dx  \/ *ax—x*xk  ( aa 
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(.  x\j I X lj_l  1 • 1 -5  X* 

1 a a)  1 2 3a  ü.^a*  ^.46  8a5  C; 


a65 


donc 


/dxvŒ: 14  -HÎ 

\3  so.aa  a.4  7-4a$ 

, 1 

1 1 3 asc  * \ ■ 

■ rrs^ -etc-^2û+ con^-  > 

# ■ . : 

\3  2 5.20  2.4  7-4° 

i.i.3  x3  . \ / — 

• ■ ■ , — g-«  — etc.  ) 2x1/ aax  -|-  conjfc 

2.4.6  g.8aU  / J 

/*  dit*  * 1 '**  - . 1 '* 

3°.  I ■ ■ donne  j après  la  réduction  de  y/ 1 -j-x1 

J y 1 -f-  x* 


\ f 


J 


en  série,  et  l’intégration,  * 


f dr  --  1 

y/i+x»  3 


113  1. 3 x5  1 . 3 . 5 x7 

3 2.4  5 “2.4.6  7 


-f-  etc. 


4-.  r~ix— 

* 4 i/îî=T 


=lx- 


1.3 


-f-  conit. 
• 

1.3.5 


i.ax*  2.4-6.6xs 

— etc.  -f-  const. 


Cette  série,  qui  renferme  la  transcendante  Lr , est  d’au- 
tant plus  convergente  que,  x ^t  grand  ; on  peut  en  ob- 
tenir une  autre  entièrement  algébrique  , et  d’autant 
plus  convergente  que  x diffère  moins  de  l’unité.  Pour 
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cela,  il  faut  faire  x = i -f-u,  ce  qui  donne 

» 


f-7t==  W, + t\-i . 

J l/x*— -1  J v/an-H** 

développant  ^1 *,  multipliant  chaque  terme 

I • ' . -» 

par  u *du,  et  intégrant,  on  trouve 


fl 


du 


j 

i / J i au*,  i . 
j/a\  2 3.2  2. 

=(- 


3 2 u’ i.3.5 

4 5T4  2 

î.S.u*  1.3.5-u3 


V/  gu-j-  u* 

.3.5  Q*5  . , 
TêJ7s+t'c)+c°n“- 


3.2  '2.4.5. 4 


— tt: — 0 -h  etc.  ] t/au  + conjt. 
2.4.67.8  ^ J ^ 


et  puisque  u = x — i,  les  termes  de  eette  série  sont 
d’autant  plus  petits  que  x—  1 est  peu  considérable. 

* 

180.  Le  but  de  la  réduction  des  différentielles  en 
série , est  de  les  transformer  dan»  une  suite  de  ternies 
dont  chacun  soit  intégrable  en  particulier , et  il  n’est 
pas  nécessaire  pour  cela  que  les  termes  soient  de»  rao- 
* nomes. 


‘Si  on  a,  par  exemple , 

• f . 

dx  l/ 1 — e*x* 

. . V T^  ’ * 

et  que  e soit  une  quantité  fort  petite,  on  peut  dévelop- 
per y 1 — e*x*  dan6  un*  série  très- convergente , parce- 
que  dans  la  différentielle  proposée  x1  est  toujours 
à cause  du  radical  \/ 1 — x*  ; on  trouve 


* • 


* 
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V 1— eaX?=l  — ^X*—  ~e<J^-^-^|«Kx6_etc 

2 2.4  2.4.6 

V ~ ’ 

et  il  vient  à intégTer  la  suite 
Ç—JtL=.(i  ~~ \ex*~  ~^|e6x8— -etc  A 

J yi — xA  2 2-4  2.4.6  / 

dont  chaque  terme  rentre  dans  la  formule  /?_x  ^ _ 

y • J i/i  — x“ 

traitée  n°’  173,  174.  En  substituant  au  lieu  de 

/’  d e f x*&r  f æ*dx 

1/7^’  Jvr^'  J y 7=7*’  ete‘ 

les  expressions  données  dans  le  n°  i 73 , il  en  résultera 

» 

* * _ * — 

/djy/ 1 — e*x*  _ ' 

y/  x*  — 

•+-  - e1 1 - a;  — x* — * "*  ' 

+ïie‘{(rs+^)'/'=5-d^} 

■f  etc ? . -f-  COIlst. 

On  traiterait  d’une  manière  analogue  la  différentielle 

dx dx  i t 

\/(i — xa)(a-f-x)  \/ 1— x*  y'a+'x 

on  réduirait  en  série  la  quantité  ' 


.•  ( 


Va+ 1 


R* 
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Il  e*t  bon  de  remarquer  que  la  formule 

du 


\/  (a  mu  — n — u ) * 


qui  se  rencontre  dans  quelques  applications  à la  méca- 
nique, se  ramène  à 

— 1 f dx 

ÿ mJ  V^(» — ^(a-f-x)’ 

en  faisant 

n — m 

m — ucmx  et  = a. 

m 

De  l'intégration  des  quantités  logarith~ 
miques  et  exponentielles. 

181.  Soit  d’abord  la  forjnule  fPx  (lx)“,  P étant 
une  fonction  algébrique  de  x ; en  y appliquant  la  ré- 
duction que  donne  la  formule  fuàv=uv  — fvàu  , et 
faisant  pour  abréger  fPdx  — N,  il  viant 

/Pdx(lx)"=AT(Lr)"—  nj'— 

Si  on  désigne  / — N par  M , et  qu’on  change  N en  M 
et  n en  n— 1 , dans  la  formule  précédente  , on  aura 

, /ÇA’(lx)-.=J*fClx5—  (n— 1) ^ 

Par  une  suite  de  réductions  semblables,  on  obtiendra... 
/Pdx(lx)"=iV(lJc)*— -f  n(ra — i)L(lx)n_a 


— — r ) (n — a)  K (Ix)  n~J-j-etc 
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et  parconséquent  l’intégrale  proposée  sera  algébrique 
dans  le  cas  où  n sera  un  nombre  entier,  et  où  les  quan-, 
tités  Ar,  M,  L,  K,  etc.  seront  toutes  des  fonctions  algé- 
briques; c’est  ce  que  les  exemples  suivans  vont  éclaircir. 


182.  La  différentielle  a^dx  (lx)  donne 

fPdx  = / x™dx  = — = X, 

J m-f-i 

et  parconséquent  t 1 

/x"dx(lx)“  = ^^ ^-/x"dxClx)—>. 

tti  -j-  1 m -j-  t 

Si  dans  cette  équation  on  change  successivement  n 
en  n — î , en  n — a , etc. , on  trouvera 

1 « __  1 

fj^dx  (lx  


/xmdx  (ii)n_a = -= -^j***o*r-*> 
etc. 

£n  poursuivant  ces  réductions  , puis  remontant  de  la 
dernière  à la  première , oa  construira  la  formule  gé- 
nérale suivante  : 


J'xmàx(\xY  = 


{(!*)" 


m-f-  i 


?c«— oc<çî)  O*)— > + m: 


■ -f-  const. 


(m-f-i)5  ...  j 

il  est  visible  que  cette  série  se  terminera  toutes  les 
fois  que  n sera  un  nombre  entier  .positif. 

En  prenant  n=  1 et  n = a,  on  trouve 

À"Ar(l*)  =~{(U)r^rr}  + 


• eonst. 


fl7° 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


/■^dl(ll)'=Sqr{(ll)'_SrH(l'C)+(n.+  i)-}- 


r- 


Lorsque  m — — 1 , on  a 

— flx)*=— - — (lx)n4‘1  + coiist. 
x v ' ' n+i  '■ 

* dx 

En  général , la  différentielle  — U.  dans  laquelle  U 

désignerait  une  fonction  algébrique  de  lx,  deviendrait 
algébrique  en  faisant  lx  = u.. 

Lorsque  n est  négatif  ou  fractionnaire , la  série  se  pro- 
longe à linfftii;  en  faisant  n=  — ~ , par  exemple,  il 
vient 

/x^dx  _ 

jjjn+i  li  1 1.3 


x1"4'1  K i 
m-|-‘|(lx)* 


+ 


-i 


2(m-j-i)(lx)' 

i.3.5 


-f-  const. 


8(m+i)3(lx) 


; + *tc  j 


i83.  Au  lieu  de  se  servir  de  la  formule  du  n°  précé- 
dent , dans  laquelle  l’exposant  de  lx  augmente  sans 
cesse,  lorsque  n est  négatif,  on  peut,  en  opérant 
comme  on  va  le  voir,  ramener  l’intégration  de  la  formulée 
/Pdx(lx)-'1  à une  autre  de  la  forme  fV dx(lx)“‘ , 
si  n est  un  nombre  entier , ou  au  moins  de  la  forme 
fj Ur(lx)_n+m,  m étant  le  plus  grand  nombre  entier 
contenu  dans  n.  . * 

La  différentielle  Pdx  (lx)-'"  peut  être  mise  sous  la 
j ^ d«3» 

forme  /’x.  — (lx)— ; maïs  le  facteur  — (lx)""  ayant 

■r  ' Jb 
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pour  intégrale  j]  vieadra 

/'Pàx  _ Px 

(lx)°  — (n  — i)  (lx)"-‘ 

+ n—if  (\x)n~‘ 

Si  on  fait  successivement  » 

t3(/ïx)  = Çdx,  d(Qx)=/idr,  d(/îx)=Sdx,  etc. 

puis  qu’on  change  n en  n — 1 , n — 2,  etc.,  on  aura,  en 
poursuivant  la  réduction  ci-dessus . 

rPàx__  ’Px  , Qx 

J (lx)“  (n — i)(lx)n-*  (n— i)(n — a)(lx)“T^ 


Rx 


• etc. 


(n— 1)  (n — 2)  (ra— 3)  (lx)B— ^ ' 

, •*  . 

cette  suite  étant  poussée  jusqu’à  ce  qu’on  rencontre  un 
. . 1 CVàx 

f(T-l)(^-a)....ry  TT • “ »«“>■«">• 


bre  entier,  ou  un  terme 
1 


rr&x 

-i)jQxy-n 


(« — b)  (n — 2) ....  (/i‘ — m-f-i''  f P 

’ ' • » . * ■■**,.*„  r“  t . 

m étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  n. 

• - 1 , 

184.  Si  on  prend  P srs  xm , on  aura 


/xmdx 
(lx)“  : 


n — 1 f*  x"dr 
ij  (Ix)’1-** 


(n—  i)(lx)m-‘~r  m-f 


et  repetànt  cette  réduction,  en  changeant  n en  n — 1 , 
en  n — 2 , etc.  on  obtiendra 


373  TRAITE  ELEMENTAIRE 

’x"dx i ■ je’"-*-»  ■ . 


fi 


(lx) 


(n — i)(lx)’,~‘  (n  ~i)(/i — a) (lx)"- “ 

j (m-f  îyx^1 

(«—  i ) ( n — û)  (n  — à)  ( Lc)ï=*  ' 

(fn- 4-r)"“*  p xmàx 

(«r*-0  0*— 3)  ••■■i  J lx 

en  supposant  que  n soit  un  nombre  entier. 

La  formule  précédente  conduit,  lorsque  m=— 1,  A 

\ . 

* dx  ‘ • ï 


f dx  _ 

J x(lx)* 


(n— i)  (lx)n 


+ const. 


Elle  ne  donne  rien  lorsque  n—\\  mais  si  l’on  avait 
en  même  temps  — 1 etn=i,  la  différentielle 

qui  viendrait  alors , aurait  {tour  intégrale 

1 (lx)  -f-  consL  , puisqu’en  faisant  lx  = u,  elle  se  trans- 

l Y.  .1  du  .T 

formerait  en  — . 

u » 

-f"  *1  ,'^U  % * * - - 

'x^dx 


L’intégrale j'  » de  laquelle  dépend  J" 


xMdx 

quand  n est  nu  nombre  entier,  paraît  devoir  constituer 
une  tran^endante  à parf.  On  la  ramène  à une  forme 
plus  simple  , en  faisant  xm~h  ' —z  ; car  il  vient 


alors  x*dx=: 


lx  = 


lx 


nt+  1 


j et  parconséquent 


m^-i’ 

/x”dx f'ûz 

lx  ~\J  • k ' 

t ...  • * 1 ^ '1\  * '*  1 ,j  ' * t 

On  trouvera  plus  bas  le  développement  en  série  de 
çatte  demière , qui  se  rapporte  aussi  anx  fonctions  ex- 
ponentielles -,  ce  qui  donne  en  posant  b sas  u , srs  e“; 

dx 


\ 
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ds=e°  et  J*  » formule  dont  l’inté- 

gration exacte  est  encore  à desirer. 

185.  Je  vais  m’occuper  maintenant  de  l’intégration 
des  fonctions  exponentielles;  je  ferai  d’abord  remar- 
quer que  l’équation  d.ax=aIdr  la  (27)  donne 

1 €LX 

a*da;=  — d.a*,  d’où  fa?àx=—~  -i-const. 

On  tire  aussi  de  làdx=  ; par  ce  moyen  la  dif- 
férentielle Vàx  devenant  se  change  en^~. 

lorsqu’on  fait  cf  ■=  u , et  est  algébrique  par  rapport  à u 
lorsque  V est  une  fonction  algébrique  de  ax . On  trouve 
• o*dr  dn 

®*nS*  ÿ i-\-anx  1 a\Zi+uH' 

186.  Soit  la  différentielle  Paxdx:  on  la  décomposera 
dans  les  deux  facteurs  axdx.P-,  le  premier  étant  in- 
tégré donne  j^ar  ; et  il  en  résulte  parconséquent 

Paxdx  = P a * — / axAP.  Faisant  '• 

dP  = Qdx , dQ  = /îdr , dP  — Sdr,  etc. 

et  continuant  ta  réduction  précédente , on  trouvera 
cette  série  : 


/ Pa?àx  = — P a* 


(lo)a 


Cale,  intègr. 


■(In) 


- [Va'àx, 
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le  signe,-}-  répondant  au  cas  où  n.est  impaire,  et  le 
signe  — à celui  où  n est  paire. 

En  intégrant  d’abord  le  facteur  Pdx  de  la  différen- 
tielle proposée  / Ar'dx , et  faisant  / Pàx  — N,  on  au- 
rait cette  réduction  ’ . . 

f Pa* dx  = axN  — (la)  / iVa^dx  ; 

et  en  la  continuant,  après  avoir  supposé  fNdx  — M, 
f Mdx  = L , etc.  il  viendrait 

fPcfdx=a?N- — (\a)aIM-$~(\ayaxL. . . ±(\a.)nfGaxdx. 

187.  L’ application  de  la  première  formule  de  l’article 
précédent  conduira  à l'intégrale  exacte , toutes  les  foi* 
que  P sera  une  fonction  rationnelle  et  entière , parce- 

qu  alors  le  nombre  des  quantités  Q = —,  Æ = , 

J D 

5 — etc.  sera  limité  ; la  dernière  sera  constante 

dx 

( 18  ) , et  parconséquent  [Va? dx  se  changera  en 
yfaxdx=  V -f  const. 


Soit  pour  exemple  P = xn:  l’équation 
1 

la 


f‘ 


Paxàx  — Pax  — ^ faxdP 


devient  dans  ce  cas 


f 


axx"dx  — Ç ^ farxn~'  dx  ; 


on  en  déduit 


faxxn  'dx  = 


axxn 


n — 1 


la 


la 


fd*xn~*  dx, 


et  en  continuant  on  parvient,  lorsque  n est  un  nombre 
entier  positif , à . . 


1 
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n v(ti — 1) 


m^TZ  + Ti' «)* 


faxxndx  — 

»("— 0(«— a)  -_î 

Oay  x 


. n (n — 1). . .1 1 


188.  La  seconde  formule  du  n°  186  ne  convient 
qu’au  cas  où  les  quantités  N— J'Pd  v , Mz=  /TVdx  , 
L fMAx , etc.  peuvent  s’obtenir  algébriquement  ; 
mais  elle  s’applique  avec  succès  a l’exemple  ci-dessus, 
quand  n est  un  nombre  entier  négatif.  On  a alors 

• (+ 


f 


0 


d’où 


x*  ’ ' ■ J ~ (n — Ox"-1 

a*dx  • a*  , /'la  /a' de 

n-i)x*-,+n-iJ  x"-’ 

axla 

-2  )x“ 
a^la)"- 1 


/cr'dx a*  axl( 

X"  (n — i)x“— 1 (n  — i)(/i 

ax(la)* 


(n — i)(n — 2)(n  3)x"— 3‘  ’ ‘ ’ (n — 1)  (n — 2)...ix 

(la)"-1  C'a1  dx 

+ 7 n / + const- 

(n — 1)  (n — 2)  . . . 1 J x 

On  ne  saurait  pousser  la  réduction  au  - delà  de 
J'  ? ■ car  l’équation 

/axdx  _ ax , la  /*axdx 

x"  (»  — i)x  '-1  n — 1 J x"-J  * 


ne  donne  rien , lorsque  n — 1. 


S a 
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Oa  retombe  encore  dans  cet  exemple  sur  la  transi 

cendante dont  j’ai  déjà  parlé  n» 184  ; et*  si  on 

pouvait  obtenir  son  expression , on  aurait  en  même 
temps  l’intégrale  faxx"àx,  pour  tous  les  cas  où  n est 

un  nombre  entier. 

\ 

189.  Lorsque  n est  un  nombre  fractionnaire  , les 
deux  séries  dont  on  vient  de  faire  usage , ne  se  termi- 
nent point.  Si  on  avait,  par  exemple,  n = — j,  on 
trouverait  par  la  première 

■ fg*àx  o*  t j 1 L 1 lA . 

J \/x  \a\/x{  ' axla  ' (la)*  ’ 

et  par  la  deuxième 


’^dx 

7 

8X3  ( la  )3 


rit* dx  rt/-ft  2x!n  , 4x*(la)* 

I — — = aaxyx< 5-  4 ~ e " 

J \/x  l 1 i-3-5  . 


etc.  | + 


const. 


1 .3.5,7 

Il  faut  observer  que  dans  le  cas  où  ,1a  formul* 

proposée  serait  fa*x  ’dx , n étant  un  nombre  entier, 

E ' 

on  pourrait  la  ramener  à faxx*  dx,  par  le  moyen  de 
la  première  série  , si  n était  positive , et  par  le  moyen 
de  la  seconde , si  n était  négative. 

190.  En  remplaçant  ax  par  son  développement  (n5) 
dans  la  fonction  fPaxàx-t  on  aura 

fPax àx — fPdx  4-  fPxdx  + {Px* dx  + 

^yTx’&r-j — ihjjL/Px*  dx  + etc. 


♦ 
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ce  qui  fournira  un  nouveau  développement  de  fPaxàx , 

toutes  les  fois  qu’on  pourra  obtenir  les  fonctions 
• * 

fPàx , fPxdx,  . . . ./Px*dx,  etc. 

Si  P ;=  xn  x il  viendra 


/a*x"dx  : 


xB-Ml  a 


n - {-  t 


l(n  + 2)  I • 2 ( « -j-  3 ) 
x"'1"4  (la)* 


+etc.  -f 

i.a.3(n4-4)  , 


et  dans  cette  série , il  faudra  mettre  lx  au  beu  de 
lorsque  n sera  un  entier  négatif,  égakà-— ■ i. 

L’application  de  ce  moyen  à l’intégrale  J' 
donne  Je  développement 


r*-H 


n-j- 1 
<fAx 

X J 


g’dx,  xla  xa(la)»  , x*(lc)3 

x ‘"i.i"'  1 .a. a '"r  t.a.3.3 


+ 


x*(la)4 

37^  + etc-  +<onst.' 


1 .2 


' , 1 

que  la  supposition  de  aF  =* , d’où  il  résulte  x = 
•tlx  = llx — lia,  transforme  en 

Kl*)*,1  (,Z)J 

*T"  X 


J h t a t-.a 

(!*)♦ 


+7 


4 1 .a. 3. 4 


3t.  a.  3 
1-  etc.  + const. 


191.  Il  y a encore  un  autre  moyen  d’intégrer  une 
fonction  exponentielle , telle  par  exemple  que 

A-  ; c’est  de  chercher  à la  rapporter  à la  dilTéren- 

S 3 


c«+*r 
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tielle  de  la  fonction  exP , qui  est  ^(d P -f  Pdx)  , et 

dans  laquelle  P représente  une  fonction  algébrique  de  x. 

C’est  principalement  la  sagacité  et  l’habitude  du  calcul 

qui  peuvent  guide’-  dans  ce  procédé.  L’exemple  proposé 

étant  fort  simple , il  suffit  de  faire  1 -f-  x — z '•  on  a 

alors 


dz 


e*rdr  __  f-~'  (g  — Q dz 

* 

et  avec  un  peu  d’attention  on  voit  bien  que  — — 

étant  la  différentielle  de  ^ , il  fautprendre  P — ~>  d’où 

il  résulte  l'intégrale  —4 -const.  Remettant  au  lieu  de* 
r e*.rdx  ex 

sa  valeur , on  trouve J -j~’xÿ  ~ ï~+x  ' const‘ 

De  ï intégration  des  fonctions  circulaires. 

i>q3.  Soit  la  formule  /XcLrarc  ( sin  = x)  ; si  on 
intègre  d’abord  le  facteur  Xdx , en  observant  que 
d.r  * 

d.arc (sin  , — ■=.,  et  faisant  fXàx  — V , 


on  aura 


/>  y&x 
^ ^ : 

l’intégration  de  la  formule  proposée  sera  donc  ramenée 
à celle  d’une  fonction  algébrique,  si  V est  algébrique. 

En  prenant  pour  exemple  fxndx.arc  (sin  = x) , 
Xn^~l 

on  trouvera  V — - — ; — - , et  fxndx  arc  (sin  = x)  = 


71  -f-  1 


x"4"'  , . „ î P xn4"'djr 
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27f) 


J i/T- 


\/  I X3 

9 ig3.  Comme  d.arc(cos  = x)  = 


a été  traitée  dans  les  n*’  173 


V/T=^’ 


d.arc  (tang=x)  = 


d.r 


1 -f-  x3’ 


«n  aura , en  opérant  de  la  même  manière  que  ci-dessus, 

/Vàx 
V- 

y 1 — x* 

' /»  T^dx 

pCdx . arc(tang=x)  ~V.  arc(tang=x)  —J  — - ; 

et  l’intégration  de  ces  formules  ne  dépendra  que  de 
celle  d’une  fonction  algébrique , toutes  les  fois  que  V 
sera  algébrique.  1 ’ 

ig4-  Si  z représente  un  arc  dont  le  sinus  , ou  le  cosi- 
nus, ou  la  tangente,  etc.  soient  exprimés  en  fonction 
de  x,  c’est-à-dire,  qu’on  ait  dz  = Xlàx , Xl  étant  une 
fonction  donnée  de  x,  on  obtiendra  fXz'dx  par  un 
procédé  semblable  à celui  des  articles  précédens.  Soit 
fXdx  — y-,  on  aura 

’ / z*Xdx  = Vz'  — n fVzn~'dz  ; 

mettant  pour  dz  sa  valeur,  on  trouvera 

/ z"Xdz  =3  Vz* — nfz'-'VXiàx.  ' 

. % 

En  suivant  cette  marche  , on  abaissera  de  plus  en  plus 
l’exposant  de  z,  et  on  parviendra  enfin  à faire  dispa- 
raître cefcarc , si  n est  un  nombre  entier  positif. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  X = 1 , où  z est 
l’arc  dont  le  sinus  = x : on  trouve  alors,  successive- 
ment 

S 4 
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Xi  — , y=x,fzndx=?xzm — nfz"-'  —0* 


- y 9 r — JJ  v y > 

1 — x®  y î— x1 

y — Ç — . — = — \/ 1 — -x®,  /ydrar: — an— 1 1 — x*-{-(n—  î) /a1*— “dx; 

J A—  X®  _ v • * ' « 

et  ces  valeurs  donnent  fznàx  = 

z*x-\-nzn~'  \/ 1 — x®  — n(n — 

— n(n — î)  (ra — sjz"-3^/ 1 — x*  -f-  etc. 
série  qui  s’arrête  lorsque  n.  est  un  nombre  entier  positif. 

Si  on*ava»t  Xàx  = dz , ou  ÇC  =j  Xi , l’intégrale 


/AVdx  se  changerait  en /z"da  = 


-f-  const.  -,  et  si 


ti  -j-  i 

on  substituait  à a"  une  fonction  algébrique  quelconque 
de  a , l’intégrale  considérée  par  rapport  à a sentrerait 
dans  quelqu’une  des  formules  traitées  précédemment. 

î c)5.  Avant  de  passer  à des  fonctions  un  peu  géné- 
rales, des  quantités  a , sin  a,  cos  a,  etc.  il  faut  se  Rappeler 
que  par  les  nos  3a,  33 , on  a 

d.sin  nz=  ndz  cos  na,  d’où  /da  cos  nz  = - sin  na  -f-  consi. 

n 

• . - • » #*>  . 

d.cos  na=  — ndasin  na,  /dasinnaxa — ^ cos  na  -f-  const. 

, nda  f*  da  i 

d.tangnz—  — , / — = - tangna  -f-  const. 

b ( cos  tiz  )*  J ( cos  na  )*  n 8 


d.cot  nz~- 


nda  f 


/( 


da’ 


sin  nz  )* 


r 

--  cot  nz  -f-  const. 
n 

da  sin  nz  1 


( sin  nz  )* 

, nd  a sin  na  * f*  da  sin  nz 

d . sec  n a — -- — > - sec  nz  -f-  const. 

(cos  nz  Y * J ( cos  nz  )® 


n cos  nz 


I -f-  const. 


dndaôosna  C dscOsna  i 

.ccsecna— — / — — = cosec na-f-  const. 

( sm  nz  )*  J ( sin  nz  )*  n 

1 

-f-  const. 


i.  r-:  , 


n sm  na 
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19S.  De  ces  intégrations  résulte  celle  des  expres- 
sions 

àz(A  -f-  B sinz  -{-  C sin  2Z  + D sin  3*  -f  etc.  > 
d z(A  -f-^cosz-f-Ccosaz  -f-  Z?cos3z  -f-  etc.) 

qui  donnent  - 

Az — B cos  z — | Ccosaz — |Z?cos3z — etc.  + conjf. 
Az  + B sin  z + \ C sin  2S+  i D sin3z  -f  etc.  -f-  const. 

197.  Il  est  très-important  d’observer  que  Ion  peut 
ramener  à des  termes  de  la  forme 

A sin  mz,  ou  A cos  mz, 

toute  fonction  rationnelle  de  sin  z et  de  cos  z.  Cette 
opération  qui  réduit  l’intégration  d’une  différentielle  de 
même  forme  , à ce  qui  a été  dit  dans  le  n®  précédent , 
facilite  encore  le  calcul  numérique  des  formules  résul- 
tantes j parcequ’il  y a beaucoup  de  cas  où  1 usage  des 
sinus  et  des  cosinus  des  multiples  d’un  arc , est  plus  com- 
mode que  celui  des  puissances  de  ces  lignes. 

Les  fonnules  ( Trig.  26  ) , 

_sinacosô=  ^ sin  (a-f-i)  -f-  ï sin  (a — b ) 
cos  a sin  b = { sin  ( a -f-  b ) — ^ sin  ( a — b ) 

sin  a sin  b = — ~coa  (a-f-  b~)  -f-  j cos  (a  — &) 
cosacos6  = {cos(a  -f  b')  -f-jcos  (a  — 6) 

sont  les  élémens  de  la  transformation  que  Je  viens 
d’indiquer  ; car  si  l’on  prend  b = a dans  les  deux  der- 
nières, elles  donneront  . 

sin  cS~  — ; cos  2 a -*f-  ; 
cos  et1  =:  ~ cos  20  + 7, 
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en  faisant  attention  que  cos  (a — b)  — coso  = X.  Puis 

comme 

sin  a3  = sin  a* . sina,  cosa3  = cosaï.  cosar 
il  viendra 

sina3=( — 7 cos  2a -j- s)  sin  a ' . 

= — jcos  sa  sina  -f-|  sina 
cosa3  = ( |cos aa -{- i)cosa 

= |-cos2acosa+Ÿcosa- 

Ces  deux  résultats  renferment  les  produits 

cos  2 a sina*  et  cos  2a  cos  a 

qu’on  exprimera  en  sinus  des  multiples  de  a , au  moyen 
dé  la  première  et  de  la  dernière  des  formules  rapportées 
plus  haut,  et  en  y faisant  b = 2a. 

Ce  calcul  est  trop  facile  pour  que  je  m’y  arrête  ; et  il 
est  évident  qu’en  procédant  de  proche  en  proche,  comme; 
on  vient  de  le  voir , on  s’élèvera 

de  sin  a3  à sin  a* , à sin  a5 , etc. 
decosa3  à cos  a*,  à cos  a5,  etc. 

198.  Au  lieu  de  construire  ces  formules  particulières, 
j’en  vais  tirer  de  générales,  des  équations  (164) 

(cosx-f-V^ — 1 sinx)"=  cos/tr — 1 sinfix, 

(cosx — y''  — 1 sinx)n  = cos  nx  — \/ — i sinnx. 

En  ajoutant  ces  deux  équations,  et  dégageant  cos  njc , 
on  trouve  * 

(cosx-f- 1/  — 1 sinx)"-f-  ( cos  x — \/  — 1 sinx)*. 

cosnx  » 

a 
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puis  en  retranchant  la  seconde  de  la  première,  et  déga- 
geant sin  nx , on  obtient 

fc09r.f  [/  sinx)"-  (cosx—  )/—  1 sin  x)* 

sin  nx— . . ' 

uV — 1 

Ces  expressions  , quoiqu’affectees  d imaginaires , n en 
sont  pas  moins  réelles , parceque  ces  signes  disparaissent 
tous  par  le  développement  des  puissances  indiquées.  En 
effet  on  a 

(cosx  — si"  XY  = cosxB-f-  - cos  x"—  sinx 
«s  1 

’lSH — cos  x"— 1 sin  x3 — etc. 

*2 

(cosx-f-  \/ — i sin  x)"= cosx" — -V — i cosx"-1  sinx 


— ^ — cos  xB— * sinx*-f-  etc. 


1 .3 


et  substituant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-dessus,  on 
arrive  à 


cos  nx=cp  sx 


n ( n — î ) 


1 .3 


cos  x*-a  sin  xt 


_u  7lSll — 5 cosx"- ^sinx* — etc. 

1 1.3. 3. 4 « 

•innx=  - cosx”-1sinx  — — ~~1  cosx"-3  sinx* 

1 • • 1*2.0  * 


—Il — il^! — '-1^-11 — — — cosx*-5sinx5 — etc. 
1.3. 3. 4-5 


îqg.  Par  les  Formules  ci-dessus,  on  développe  les 
sinus  et  les  cosinus  d’arcs  multiples , suivant  les  puis- 
sances du  sinus  et  du  cosinus  de  l’arc  simple  -,  voici 
comment  on  peut  résoudre  la  question  inverse,  c’est- 
à-dire  , celle  où  il  s’agit  d’exprimer  les  puissances  du 
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*inus  et  du  cosinus  de  l’arc  simple  k par  les  sinus  et 

les  cosinus  de  ses  multiples  ; 

Soit 

cos  a:  -f-  \/ — i sinx=:u 
cosx  — {/—i  sinx  = i/, 

on  au  ta 

1 

cosx=i(u  + v),  8inx=--^7=(u  — v); 

et  de  là  on  tirera  d’abord 


. cosx*=— (u -f-v)*. 

% 

En  développant  la  puissance  indiquée  dans  le  second 
membre  de  cette  équation,  il  viendra 

. 1 f « , n . , . n(n  — 1)  . 

cosx  — < u*-j — u1 *~lv4 — 

3"  l *1  ' 1.3 

n(n — i)(n— u)  . A 

+ ■ -flg—  u-V+  etç.J; 

mais  dans  l’expression  (u-J-v)*,  o»  peut  changer  v 
en  u,  et  réciproquement,  ce  qui  donnera 

coSxn=— ( vH  — w *— *u* 

a*  l ' î 3 

, i 

' 1.3.3  J 

et  en  ajoutant  ces  deux  résultats , on  aura 

acosxB=:^r|4'’4-v"4-"Cu*-V+w"-,ii) 

-f. a t ^ — — (u',_3V3-f-v,,~3u3) -f-etc.  | 
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On  peut  donner  à cette  équation  la  forme  suivante , # 

a"4-1  cos  x"  = | un  -f-  v"4  ~uv  (un— ’ -j-  vn~*y 

I n(n  u3v3(un-t-f-t'8~6) -{-etc. ) ; 

1 l . Ü v 1 .ü .O  J 

mais  l’équation 

cosnx=i  (cosx-f  V7— -T  sinx)',4î(cosx—  \/  — îsinx)* 

* = sUB4;<* 

ayant  lieu  quelle  que  soit  n ( 198  ) ^onduit  a 
u"  -f-  vn  = acosnx , 

et  en  général , à 

un-m_J_vS-m_::acosÇn m)  X ', 

de  plus , il  est  aisé  de  voir  que  uv  =5  1 : on  aura 
donc 


f 


a*4'1  cos  x*  ~ 

. an  , . . an(n— 1)  ~ 

acosnx  -f ços  (n —2)  x — cos  (n— 4)  x 

1 1 • s 


+ 2yl^I  cos (n“6)  ^ + etc. | , 

ou  bien , en  divisant  tout  par  a , 

* 

{,  » , # . rtCn—t ) -1 

cosbx  4 -cos (n — a)x-f cos  (n — /Qx 

-h  ÿ-T  cos  c 6)  * + etc. }, 

formule  toujours  applicable,  quelle  que  soit  n. 

En  continuant  cette  formule,  comme  celle  du  binôme 
. de  Newton,  on  arrivera,  lorsque  n sera  un  nombre  en- 
tier, à des  cosinus  d’arcs  négatifs,  qui  sont  précisément 
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les  mêmes  que  ceux  des  arcs  positifs  correspondans  ; on 
‘écrira  donc  cos(m — n)x  au  lieu  de  cos  (n — m)x', 
et  dans  ce  cas  la  formule  s’abrège  ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Dans  le  développement  de  ( u -f-  v )" , lorsque  n est  un 
nombre  entier,  les  termes  placés  à égale  distance  des 
extremes  ont  le  même  coefficient  ; pareille  chose  aura 
lieu  dans  l’expression  * 


, n , . . n(n— t) 

COS71X  + -COS  (n  — a)x-| — cosQ/i  — 4)x 


, u(n — 1)  (n  2)  , c . . • 

•■J — - - cos  (n  — 6)  x-f-etc. 

et  de  plus  les  cosim^  placés  à égale  distance  des  extrêmes 
de  cette  formule  sont  égaux.  En  effet,  le  premier  terme 
étant  cos  nx,  le  dernier  est  affecté  de  cos  (n  — on)  x 
ou  de  cos  — nx,  qui  est  égal  à cos  nx  : au  terme  affecté 
de  cos  (n — 2m)  x,  qui  en  a m avant  lui , correspond  au 
terme  affecté  de  cos( — n-\-am)x,  qui  en  a m après 
lui;  et  comme 


cos  ( — n -f-  am)  x = cos  — (n — 2 ni)  x=cos (n — am)  x. 
on  peut  omettre  les  termes  affectés  de  cosinus  d’arcs 
négatifs , en  prenant  le  double  de  chacun  de  ceux  qui 
en  contiennent  de  positifs. 

On  -pourra  donc , en  s’arrêtant  au  terme  où  les  arcs 
deviennent  négatifs,  écrire a" cosx“  = 


2 cos  nx  - f-  ^ cos(n — a)^r-f~  gn  ^ 0 Cos(n — 4)x-l_etc-  J- 

Il  faut  néanmoins  observer  que  dans  le  cas  où  n est  un 
nombre  pair,  la  formule  a un  terme  moyen  également 
éloigné  de  l’un  ou  de  l’autre  extrême , et  représenté  par 

n(n-i)...^n-?-fi^  * 

— cos  (n— n)  x : à cause  de 

n 

7 ' »< 
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n(n-i)...(2+i) 

cos  0= 1 , il  se  rédflit  à • ; et  parce- 


1.2 


n 

‘2 


qu’il  est  unique , il  ne  doit  pas  être  multiplié  par  2 comme 
les  autres,  à moins  qu’on  n’en  prenne  préalablement  la 
moitié , ou  qu’on  n’écrive 


n(re—  1) . 


-2+1 


1 .2. 


n 

'2 


D’après  ces  remarques , on  aura  enfin.  .a"_lcosx',=; 

r . n n{n — 1) 

^cosnx  + Ycos(n — 2)x-j ^ cos  (n — 4)  x| 


n(n — 1)  (n — 2) 
1.2.3 


cos  (n — 6)  x -f-  etc. 


en  observant  de  s’arrêter  dans  cette  formule,  lorsqu’on 
rencontrera  un  arc  négatif,  et  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  coefficient  du  cosinus  de  l’arc  nul  qu’on  trou- 
vera, si  n est  pair.  Avec  cette  attention , il  sera  facile  de 
former  les  valeurs  de  la  table  ci-jointe  : * 

cos  x = cos  x 

t ’ • 

a cos  x*=  cos  sx~f-  1 
• 4 cos  x3=  cos  3x  -f- 3 cos  x 
8 cos  x*=z  cos  4~c  -f-  4 cos  ax  -f-  3 
16  cos  x5—  cos  5r+  5cos3x-f-  îocosx 
3a  cos  xe  = cos  6 r -j-  6 cos  4x  -f-  1 5 cos  ax  -f-  1 o 
64  cos  x?=  cos  7X  - f-  7 cos  5x  -}-  2 1 cos3x  -f-  35  cos  x 
t etc. 

aoo.  Pour  déterminer  siu  xa,  on  fera  usage  de  l’é- 
quation 
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1 


3Ü1X  = — 7=  (ù  — v)  , 


1 * 


et  on  trouvera 
sinx 


(u— v)». 


ou 


sinx 


(a/— O" 

— 1 — { un — - — — un~ *v* 

(2\/  — 75“  * . 1 1 a 

-n(raT°a^—  w"-! v+*tc.y 


1°.  Soit  n un  nombre  pair,  ou  une  fraction  de  nu- 
mérateur pair  ; dans  ce  cas , (« — v)"  = (v — u)*  , et 
parconséquent  on  aura  encore 

1 (v — u)“. 


sinx" 


(a  V — 1 )" 


En  développant  le  second  membre  de  cette  équation 
qu’on  ajoutera  à la  première , il  viendra 


a sinx' 


inx*  = -L=-  { n»  + v"  — ^ (n"'V+v"-‘u)  J 

* (a\/—  O"  ^ * - # 

1 4- y'-'u*)  > , 

13  * j v -;^T 

_n(n— iXiüllll  (u»-V-fv"-3u3)-}-etc.l  * 

. a . 3 


ou  bien 
asin 


■iryvP- 


inx“~ * Wv"-^n<u"-*  + v— ) j 

. (a\/-i)“l  1 f 

n (n~Z±). 


1 .3 


V 

V 


, nÇn— i)(n^2)  6+v,»-6)+etc. 

1 .3.3 


résultat 
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résultat  qui  est  le  même , aux  signes  près , que  celui  du 
n°  précédent  ; on  peut  donc  écrire  tout  de  suite 

(ul/ — i)"sinx"  = 

n . , n[n—  1) 

cosnx cos  (n — 2)  x -j cos  (n — 4)  x 

1 1.2 


n{ii — 1)  (n — 2) 
1.2.3 


cos  (n— 6)x-j-etc. 


L’imaginaire  disparaît , parceque  n est  un  nombre  pair; 
et  on  a (a\/ — i)n=.dz2’',  le  signe  supérieur  ayant 
lieu , si  n est  doublement  pair , c’est-à-dire  multiple  de  4, 
et  le  signe  inférieur,  s’il  est  simplement  divisible  par  2. 

On  fera  sur  le  second  membre  de  cette  équation  les 
mêmes  raisonnemens  que  dans  l’article  précédent  ; et 
parceque  n est  un  nombre  entier,  on  en  conclura  qu’on 
peut  se  borner  aux  termes  qui  ne  renferment  que  des 
arcs  positifs,  pourvu  qu’on  prenne  le  double  de  chacun. 
De  plus,  comme  n est  paire  , il  y aura  un  terme 
dégagé  de  cosinus , qu’il*ne  faudra  pas  doubler  ; et  en 
divisant  tout  par  2 , on  aura  • 

dr  2n~  ’sinx*^: 

{n  r > . n(ji—  1) 

cos  nx  — - cos  (n-2)r-| - — cos  (« — 4)  x 


— 1)  (n — 2) 
1.2.3 


cos  (n — 6)  x etc. 


en  observant  de  s’arrêter  lorsqu’on  trouvera  un  arc 
nul , et  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coefficient  de 
ce  terme. 

...  ' 

20.  Si  n est  un  nombre  impair,  il  \ient  alors 


(t< — u)"  =*—  ( u — 1')“, 


Cale.-  inti’gr. 
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parconséquent 

• * 1 -L=— (v  — w)";  _ 

"“«'-JySp  J Cnv/— 0- 

etle  développement  de  la  seconde  expression  est 

Sia*  1 1 

n(n— 1)  Q— =0  v»-3us_  etc. 1 
1 .2.3 


+ 


En  l’ajoutant  à celui  de  la  première,  et  faisant  les  ré- 
ductions nécessaires,  on  trouvera 


asm . 


1 -f  T.n_y* -livfli" 

anx_r(2\/=T  )"* 


v"-1) 


n(n  0 tt»vs(u«— 4— v“—4) 

I 1 O. 


j .2 


wfn— 0 (”— a)  ^ v"-6  ) + etc. 

1.2^5 


Mais  par  le  n*  198  , 

*,»=— i={  (cosi+v'— 

« aK— 1 

- (cos.-  * *)"} = Cu“-  vB> ’ 

quelle  que  soit  n ; quant  an  produit  uv  , ü est  toujours- 
égal  à V unité  : ainsi,  on  aura  en  general 


un-m v*-m  — lâ‘n  (n~m')x> 


et  parconséquent 

W 
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s sin  x"  — — { sin  nx  — - sin  (n  — a)x 

(2  ÿ — 1 )n— 1 ' • 1 

n (n — 1)  . , _ 

-I - - sin  (n — 41  x 

1.3 

n(n — 1)  (n — 2)  . , , 

sin  (ra — 0)  x -(-  etc. 

L’imaginaire  n’affecte  pas  plus  cette  formule  que  les 
précédentes;  car  n étant  un  nombre  impair, 

(2  ± a"-' , 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n — 1 est  un  multiple 
de  4 , le  signe  inférieur  si  ra  — 1 est  seulement  un  mul- 
tiple de  3. 

On  peut  encore  ici  se  borner  aux  termes  affectés  de 
sinus  d’arcs  positifs,  en  prenant  le  double  de  chacun. 
Car  il  est  d’abord  évident  , par  les  mêmes  raisons 
que  précédemment,  que  les  termes  placés  à égale  dis- 
tance des  extrêmes , ont  le  même  coefficient , et  que 
l’un  est  affecté  d’un  arc  positif , et  l’autre  d’un  arc 
négatif  : à la  vérité , comme  le  nombre  des  termes  de 
la  formule  est  pair , et  qu’ils  sont  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs,  les  termes  correspondans  seront  de 
signe  contraire  ; mais  aussi  Je  sinus  de  l’arc  négatif  est 
lui-même  négatif  : cette  différence  de  signe  se  trouve 
donc  corrigée , et  les  termes  dont  il  s’agit  se  réunissent 
dans  un  seul. 

D’après  ces  considérations,  et  en  divisant  par  a,  il 
viendra 


i?(n— 1) 
' 1.2. 


' sin  x"=  | sin  nx si n ( n — 2 ) x 

• , /v  — i)(n — 2)  . , l 

sin(«-4)x—  - — 3 sin  (n — 6)x-f-  etc.  f . 


T a 


N 
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On  déduira  des  deux  formules  de  cet  article,  le* 
valeurs  contenues  dans  la  table  suivante  : 

sinx  = sinx 
2sinxa= — cos2x-f- 1 
4sinx3= — sin  3x4*  3 sinx 
8sinx*=  cos 4^  — 4 cos  2x4-  3 

iS'sinx5=:  sin  5x  — 5sin2X+iosinx 

52sinx6= — cosGx  -f- 6cos4x  — i5cos2x+  îo 
64sinx7=-— sin7x4*  7siu  5x — aisin  3x4*35  sinx 
etc. 

Voilà  pour  les  cas  où  n serait  un  nombre  entier  ; s’il 
était  fractionnaire , il  faudrait  avoir  recours  à la  pre- 
mière formule  du  n°  précédent.  On  y ferait  x~  il  — z,, 
ce  qui  donnerait  cosx  = sinz;  et  parconséquent  l’ex- 
pression de  cos  xn  par  les  cosinus  des  multiples  de  r , 
serait  celle  de  sin  z"  par  les  cosinus  des  multiples  de 
il  — z,  ou  du  complément  de  l’arc  z. 

aoi.  Soit  à intégrer  la  différentielle  fàx  cosx"*  ; on 
tirera  d’abord  des  formules  du  n°  199 

, 1 . . 1 ,3 

COS  X4  = g C0S4^+  - C0S2X-J-  g , 
et  on  aura 

1 1 3 

/dxcosx*=g/dxcos4x  + -/cLc  cosax  -f-  g fdx 

1 1 * 1 r 

= =- sin  4x-f-7  sin  2X-) — 5-  4*  const. 
pu  4 ® < 

r • . 

Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faudrait  opérer 
«ur  tous  ceux  qui  pourraient  s’offrir. 


A 
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aoa.  Les  formules 

. ex^~  ' — e~x^~ 1 

' sinï  = 

a^/  — 1 

ext/“  i 

cosx= 

a 

changeant  les  fonctions  de  sinus  et  de  cosinu9  en  expo- 
nentielles , ramènent  l’intégration  des  unes  à celle  des 
autres. 

On  peut  aussi  changer  la  différentielle  dx  sin  xm  cos  x", 
en  «une  autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles 
binômes  : il  suffit  défaire  sinx  = z , d’où  il  résulte 

•j 

cosx  — \/ 1 — z*,  dx  — — (55)  ; 

y 1 — zx 

et  on  obtient  ensuite 

1 

M — 1 

/dxsin  xm  cosx"  = fzmdz  ( î — z*)a  a . 


En  appliquant  à la  dernière  expression  les  réductions 
des  ri0!  170-172,  on  l’intégrera  si  m est  un  nombre  im- 
pair ; on  la  fera  dépendre  de 


/dz(i—  zs)  » , 

si  m est  paire  : et  on  ramènera  cette  dernière  à / — ■ — 

J [/î—z* 

ou  à un  arc  de  cercle,  si  n est  un  nombre  entier.  Dans 
tous  les  autres  cas,  on  réduira  l’intégrale  de  la  formule 
proposée  à celle  de  la  différentielle  analogue  la  plus 
simple. 

Il  est  visible  qu’on  peut  trapsformer  de  la  même  ma- 
nière les  différentielles  contenant  les  autres  lignes  tri— 
gonométriques.  ' 

T 3 


\ 
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ao3.  Lesformules  (A),  (Z?) , ( C ) et  (D)  desn°*  170, 
171 , 172 , pourraient  être  facilement  transformées , par 
rapport  à la  différentielle  dz  sinzmcosz";  mais  on  par- 
vient immédiatemrnt aux  même  résultats,  en  décompo- 
sant en  facteurs  cette  différentielle. 

Si  onia  met  d’abord  sous  la  forme  dzsinzcosz".sinzm— 
le  premier  facteur  dz  sin  z cos  z"  pouvant,  à cause  que 
dz sin z = d. cos z,  s’intégrer , on  trouve 

• / dz  sin  zm  cos  z*  = /dz  sin  z cos  z"  sin  zm~ ' == 

ï — cos  z"-1-1  sin  z*1-'  /dzcosz n+s  sinzm— * : 

nq-i  * 

et  parceque  cos  zn+*  = cos  z" . cos  Z1  = cos  z"(  1 — sinz2) , 
on  obtient 

/dz  cosz"'M  sinzm— *=ydz  cosz"  sinzm_a  — /dz  cosz"  sinz"* . 

Substituant  dans  la  première  équation , et  prenant  la 

valeur  de  /dz  ain  zm  cos  z" , il  en  résultera  (A) 

„ . sinzm— ,cosz'"+'1  m — 1 , . 

/dzsrnzmcosa"= ; : — /dzsmzm  acosz*. 


On  a aussi  fdz  sihzn  cos  zn=fdz  cos  z sin  zm . cosz"- 1 = 

— - — sin  z"*"  cos  z"-1  -4-  fdz  sin  z1"4"5  coszn— 2 ; 

to  + i m-f-  v 

de  plus , 

■ sin  zm+*  — sin  z™ . sin  z*  = sin  zm  (1  — cos  z*  ) , 
et  parconséquent 

fdz  sinz"H"acosz"— *=  fdz  sinzm  coszn—* — fdz  sin  zm  cosz". 

Cette  valeur,  mise  dans  celle  de  fdz  sin  zm  cosz",  conduit 
a une  équation  de  laquelle  on  tire  (/I) 


fdz  sinz^cosz": 


sinzm4',cosz"— 1 ^ n 


m -j-  n 


m 


+-/d 


z sinzm  cosz" 


/ 
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En  changeant  successivement  m en  m — 2 , m — 4,  de- 
dans la  première  formule,  n en  n— 2,  ra— * 4,  etc. 
dans  la  seconde  , et  en  les  employant  alternativement , 
on  parvient  à ôter  des  exposans  m et  n sous  le  signe  f, 
le  plus  grand  multiple  de  2 qui  puisse  y être  contenu  ; 
ce  qui  conduit  à l’intégration  algébrique  de  la  for- 
mule dz  sin  zm  cos  z"  , quand  l’un  des  exposans  m ou  n 
est  impair , et  fait  tomber  quand  m et  n sont  paires , 
sur  la  différentielle  dz  sin  z°  cos  z°,  dont  l’intégrale  ren- 
ferme l’arcz. 


Si  l’on  applique  , par  exempfe  , ces  formules  à 
/elzsinz4cosza,  la  première  donnera 


smz3cosz 


fdz  sin  z4  cos  z*=  — * g — — -f  g /dzsinzafcosz*  ; 

puis  on  trouvera  par  la  seconde 

, sinz3cosz  1 -,  . 

fdz  sin  z*  cos  z4  = f--  y dz  sin  z*  cos  z*  ; 

1 4 4 


revenant  ensuite  à la  première , on  obtiendra , en  y 
faisant  nt  = 8 et  n~o , > . > -■  - 


-,  . „ smzcosz  . 1 smzcosz  z 

/dzsinza= — /dz= 

a or  a'a 

enEn  remontant  de  cette  valeur  à celle  de  la  différen- 
tielle proposée,  il  viendra 

1 3.i 

ydzsinz4cosz*  = — - sinz3fcosz3-)  ■,'■■  ■■  sia  z3  cos  z 

b b. 4 

3.1.1.  ,3.1.1 

— p — - — sin  z cos  z -f-  p— — z + consi  < 
b .4 .a  b .4. 2 

La  différentielle  fdz  sin  z4  cos  z3  étant  traitée  de  la 
même  manière,  conduirait  successivement  à 

T4 


TRAITÉ 

/ dz  sia  z*  cos  z3= — 

/dzsinz*cosz5= 
fdz  sin  z4  cos  z — — 


ELEMENTAIRE 

sinz3cosz*  . 3 . , _ 

1-  - /aZSlBZ4C0SZ'i 

7 7 

sinz3cosz4  , 2 . 

g r g/dz  sin  z cosz 

sin  z cos z.3 


• ^/dz  cosz  ; 


et  comme  /dzcoez  = — sin  z , on  en  conclurait 


i 3.  ! 

i sin  z^  cos  z3 = sin  z3  cos  zM — 

7 7-5 


cm 


ao4-  Ce  dernier  exemple  , et  tous  ceux  où  l’un  des 
«xposans  m,  n,  est  impair , se  ramène  sur-le-champ 
aux  fonctions  algébriques  entières , en  observant  que 

/dz  sin  z5*’4'1  cos  z?  = fdz  sin  z . cos  z*  ( sin  z4  )p 
/dzsinzPcosza^‘=  /Üzcosz.sinzP  (cosz1)7 , 

q3le  . . ’ ' 

t *>  ’ , • * 

(sinz*y=(  î -—cosz4 y,  (cosz4)t=:(i  — sinz2)*. 


et  que 

n dzsinz  =d.cosz , dz  cosz  = d.  sin  z. 

Par  là  on  arrive  à / 

/u’dù  ( i •—  uiy , fu?du(i — u*y, 

en  faisant  cosz  = u , ou  sinz  = u;  et  ces  intégrales 
s’obtiennent  en  développant  les  puissances  entières  de 
i — n4.  > 

i • «.  v . 


ao5.  Lorsque  n = o , la  formule  ( A)  devient 


/dzsinz"  = > 


smz’ 


m~ 1 d’os  z ^ m 


m 


m 


- fdz  sin  &m—*  , 
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et  conduit  à /dzsinz,  ou  à fdz,  selon  que  m est  im- 
paire ou  paire. 

La  formule  (B)  quand  on  y fait  m = o , se  change  en 


/dzcosz" 


fin  z cos  z" 


-f-  — fdz  cos  z"- * , 


n 


et  mène  à fdz  cos  z , ou  à fdz , selon  que  n est  impaire 
ou  paire. 


306.  Les  réductions  du  n#  2o3  peuvent  s’employer 
pour  les  deux  différentielles 


dz  sin  zm  dz  cos  z"  „ 

cosz"  ’ sinzm 

mais  j’observerai  qu’il  suffît  de  s’occuper  de  l’une 
d’elles  ; car  si  on  fait  Z = is — y , on  aura  dz  = — dy , 
sin  z = cos_y  , cos  z = sin^  ; et  la  substitution  de  ces 
valeurs  dans  la  première,  lui  fera  prendre  la  même  forme 
que  la  seconde,  et  réciproquement. 

En  changeant  -f -n  en  — n , dans  la  formule  (v/) 
du  n°  cité,  il  viendra 


/dzsinzm 1 sin  zm—,  m — 1 f 

cosz “ m — n coszn— 1 m — tij 

On  voit  que  cette  réduction  conduit  à 
* dz  sin  z „ P dz 


— 1 /’dzsinz™- 1 


cosz" 


P 


COSZ» 


ou  a 


4 /; 


cos  z" 


selon  que  m est  impaire  ou  paire. 

La  première  de  ces  formules  revient  à — 

lorsqu’on  fait  cosz=u,  et*s’intègre  facilement;  la 
seconde  se  traite  par  la  réduction  dont  je  vais  parler. 
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Si  on  fait  n négative  dans  la  formule  ( B ) du 


n°  2o3,  on  trouvera 

pdzs\nzm  1 sin  zm+‘ 

^dz  sin  zm 

J cosz"  m — ncosz"4’1 

m — n J 

cosz'1"1"1*  J 

d’où  on  tirera 

p dz  sin  z* t sin  z’"'4'1 

m — n f 

’dz  sin  zm 

J cosz'“M  n-f-i  cosz"‘t'* 

»+»  J 

cos  z"  * 

et  changeant  n en  n— a , il  en 

résultera 

p dz  sin  zm  I sin  zm+l 

m — n-\-  a 

pdz  sin  zm 

J cosz"  n — 1 cosz"- * 

n — i 

J COS  2/*”* 

Cette  formule  comprenant 

le  cas 

où  m = o 

s’applique  à l’intégrale  '»  et  en  générale  elle 


conduit  à 


/ 


d z sin  zm 


ou  à f dz  sin  z*. 


selon  que  n est  impaire  ou  paire. 

La  seconde  de  ces  intégrales  a été  traitée  dans 
le  n°  ao5;  et  la  première,  au  moyen  de  la  for- 
mule (A)  du  n°  ao3 , où  l’on  fait  n = 1 , se  ra- 
mène à 


/ 


dz,  sin  z 


cos  z 


ou  a 


, pàz 

a ' / , 

J cos  z 


selon  que  m est  impaire  ou  paire  ; il  sera  donc  à pro- 
pos de  considérer  à part  ces  intégrales  ; c’est  ce  qu* 
je  ferai  plus  loin. 

On  observera  aussi  que  la  première  des  réduction» 


J 

> 


f'- 
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de  cet  article  devient  illusoire  quand  m—ji,  et  la 
seconde  quand  1 , et  que  cette  dernière  donne  , 
sur-le-champ  l’intégrale,  quand  m = n 2. 


207.  Soit  f — en  changeant  à-la-fois  + m 

' J sina'ncosz.'1 

en m et  -j-  n en  — -ti,  dans  les  réductions  du  n°  2o3, 

on  trouvera 


f, 

J -, 


dz 


sin  zmcosz" 
dz 


771+71  sin  zm4‘‘  cos  z 
1 1 


m+i  r 

’m+nj  sinzm+acosz* 
1 1 1 ti+  1 dz 

m-f-n  sin  Zm+l  cos  z'*'1"1  m-^-nj  suia"1coszB+“ 


dz 


sin  z"‘  cosz“ 
d’où  il  résultera 
dz 


A 

A 


tti+ti 


sinzm'+^cosz" 
dz 

sinzmcoszn'M 


-J: 


dz 


771— 1*1  sinzm‘+',coszn— 1 tti+ 

1 1_ 771+71  r_ 

7i -f- 1 sinzm"''cosz'M“  71+1 J si 


sin  z"‘  cos  z" 
dz 


smz"*  cosz'1 


Changeant  m en  m. — 2,  dans  la  première  de  ces  équa- 
tions, et  71  en  n — 2 , dans  la  seconde,  on  aura  deux 
nouvelles  formules  (C)  et  (£>)  , 


A 


dz 


Sm2TXOS2/* 


_i 1 7n+7t— a r df 

% — 1 si  hz171""1  cosz"'”1  771 — 1 J s*n2,n 


cosz 


/*  dz  1 1 771+71 2 Ç dz 

sinzmcosz'1  n — 1 sinzm—1cosz,,— * n — 1 J 


6inzmcoszB-*- 


Ces  deux  formules  peuvent  être  employées  alterna- 
tivement comme  l’ont  été  celles  du  n°  2o3  , dans 
l’exemple  /dzsinz+cosz*  , et  diminueront  ainsi  suc- 
cessivement l’exposant  de  sinz,  puis  celui  de  cosz; 
et  en  continuant  les  réductions  autant  qu’il  serg  pos- 


) 
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sible , <*n  parviendra  à l’une  des  trois  intégrales  ci- 

dessous  : . « 


A 


d z 


smz  cosz 


208.  Je  vais  en  conséquence  m’occuper,  dans  cet 
article  , de  l’intégration  des  quatre  différentielle» 
suivantes  : 


dz  dz  dzcosz  dzsinz 

sinz  ’ cosz’  sinz  * cosz 


. La  première  devient  successivement 

dz  dzsinz  dzsinz  — dr 

sinz  sinz2  1 — cosz2  1 — x2  ’ 

en  faisant  cos  z = x ; son  intégrale  est  donc 


■ |I±f  — _>l± 

a 1 . ï 1 


cosz  , \/  1 — cosz  , 

= 1 — -f-  const. 


1 — cosz 


✓ 1 + 


cosz 


Pour  la  seconde  on  a 


dz  dzcosz dzcosz  dx 

cosz  cosz2  1 — sinz2  1 — ' 

en  faisant  sin  z = x \ et  parconséquent 


/*  dz  .^î-i-xN  ,,i4-sinz  , l/i-f-si nz  , 

=11  ( — H ■,— = I 4-  const. 

cosz  V — x/  î — sinz  gûis; 


La  troisième  et  la  quatrième  sont  évidemment  de» 
différentielles  logarithmiques,  ensorte  qu’on  a 
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dz 


3c  i 


rdzcosz  __  J const  __  r = f dz  cot  s 

J sinz  J taugz 

Ç^.T  i_nt  — — le  osa  -f-  co/ist.  =ydatangz=  C— 

J cosz  J c< 


'dz 
cot  z' 


En  ajoutant  ensemble  ces  deux  dernières  formules, 
on  trouvera 


h 


d a ' 


, sin  a . . . 

1 f-  const.  — 1 tang  a -f-  const. 


smz  cosa  cos  a 
On  peut  donner  aux  intégrales 
'dz 


/'dz 
sina 


y/ 1 — cos  z 

= 1 - -f-  const. 


sina  ^/î-f-cosa 


et 


A 


dz 


■=i-<4± 


sina 


-f-  const. 


cosa  y/  j — 

une  forme  plus  simple.  On  sait  que 

. „ . , ...  cos  B — cos^ 

«"**('*+*>•  tmgi(^-/l)=ïs2Epsa. 

tang}(^-{*^) sin.df-}-sinÆ 


tang|(vt — B)  sin  A — sinÆ 


(TVig.  26). 


Cela  posé,  en  prenant  cosiî=i,  cos  A — cos  a,  on 
aura  2?  = o,  A—z-,  la  première  formule  deviendra 


(tangiz)*  = 


• cosa 


i-l- cosa  ’ 


et  donnera  parconséquent 
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1 

= 1 . tang  4 a 4-  const. 

J sinz 

Si  on 
et  sinü 

fait  ensuite  dans  la  seconde  formule  sin^  = i 
= sinz,  il  viendra  A—  ts  et  B=z, 

11  » % 

d ou 

î-J-sinz  tang(oS,54-ïz) 

1 — sinz  tang(os,5 — ^z)  ’ 

mais 

• 

tang  (os, 5 jz)  - cot(os,5-Ks)  ~tang(o«lj5+iz)  : 

donc 

•1+Sin-2i  = [tangCos.S-Hz)]»  ; 
1 — sms 

donc 

/ — — — l.tane(oS,5-f-ï*)+COfwI. 
J cos  z 

En  remarquant  avec  soin  la  liaison  des  diverses  for- 
mules construites  précédemment,  il  sera  facile  de 
voir  que  l’intégrale  de  dzsin  z.mcosz'1  s’obtiendra 
toutes  les  fois  que  m et  n seront  des  nombres 
envers,  soit  positifs,  soit  négatifs  ; il  n’en  est  pas  de 
même  quand  ces  exposans  sont  fractionnaires.  Il  faut 
avoir  recours  aux  séries , excepté  dans  un  petit  nombre 
de  cas  où  l’intégration  se  présente  d elle— même. 

Méthode  générale  pour  obtenir  les  valeurs 
approchées  des  intégrales. 

209.  Le  développement  des  intégrales  en  série-,  ne 
conduit  à une  approximation  que  dans  le  cas  où  les 
séries  qu’on  obtient  sont  convergentes , ce  qui  n’ar- 
rive pas  toujours;  c’est  pourquoi  les  Analystes  ont 

• ' 
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cherché  les  moyens  de  parvenir  à des  valeurs  appro- 
chées des  intégrales , quelles  que  soient  les  fonction» 
différentielles  proposées.  Le  théorème  de  Taylor  mène 
d’une  manière  très  - simple  aux  formules  qu'Euler 
a construites  pour  cet  objet  ; mais  avant  d’y  parvenir, 
je  ferai  connaître  quelques  dénominations  relatives  aux 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  les  analystes  envi- 
sagent les  intégrales. 

La  nécessité  d’ajouter  une  constante  arbitràire  à une 
intégrale  , pour  lui  donner  toute  la  généralité  qu’elle 
comporte , faît  voir  que  ces  fonctions  sont  doublement 
indéterminées , puisqu’on  ne  saurait  assigner  leur  va- 
leur lorsqu’on  en  fixe  une  pour  la  variable  dont  elle# 
dépendent  , mais  qu’il  faut  encore  déterminer  leur 
constante  qui  est  susceptible  de  to|ites  les  valeurs  pos- 
sibles. On  détermine  ordinairement  cette  constante , en 
assujétisgant  l’intégrale  à s’évanouir  pour  une  valeur 
donnée  de  x.  Ori  en  a déjà  vu  plusieurs  exemples 
( i64>  176  , 177  ) , et  cela  revient  en  général  à ce  qui 
suit  : 

Si  fXdx  = P -f-  C,  P désignant  la  fonction  variable 
déduite  immédiatement  du  procédé  de  l’intégration  , 
C la  constante  arbitraire,  et  que  l’intégrale  doive , 
t’évanouir  pour  une  valeur  x~a  qui  change  P en  A\ 
on.  posera  l’équation  A -}-  C = o , de  laquelle  on  tire 

C = — A * et  fXdxk=P  — A. 

Sous  cette  forme  l’intégrale  fXdx  n’est  plus  que  la 
différence  entre  la  valeur  que  prend  la  fonction  P 
lorsque  x = a , et  celle  qu’elle  acquiert  pour  toute 
autre  valeur  de  la  même  variable.  Si , par  exemple  , 
x = b , change  P en  B , il  vient 

fXdx  — B — A. 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  ce  résultat  s’ob- 
tient immédiatement,  sans  qu’il  soit  besoin  de  détermL 


I 

« 
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ner  la  constante  ; mais  seulement  en  prenant  la  diffé- 
rence des  résultats  que  donnent  les  substitutions  des 
valeurs  x=a  et  x=b , qui  changent  respectivement  en 
A-\-C  et  en  B-\-C , l’expression  P-\-C. 

La  valeur  x = a , pour  laquelle  l’intégrale  s’éva- 
nouit, en  est  l'origiiîe;  et  l’on  dit  alors  que  Y inté- 
grale doit  commencer  lorsque  x = a.  La  valeur  à 
laquelle  on  s’arrête , répondant  à x = b,  on  dit  en  con- 
séquence que  Y intégrale  est  complète  lorsque  x = b. 

Les  deux  valeurs  x=a  et  x—b  sont  désignées  ea 
commun  sous  le  nom  de  limites  de  l’ intégrale. 

Toute  intégrale  qu’on  énonce  sans  fixer  son  origine 
ou  sans  indiquer  ses  limites,  se  nomme  intégrale  in— 
r.éfmie,  et  doit,  pour  être  complète,  renfermer  une  cons- 
tante arbitraire. 

Lorsqu’on  assigne  ces  limites , l’intégrale  est  définie. 
Si  elles  sont  r=sa  et  x — b,  par  exemple,  on  dit 
alors  que  Y intégrale  fXàx  doit  être  prise  depuis 
x = a jusqu'à  x~b-,  et  cela  s'effectue  en  calculant 
successivement  ce  que  devient  l'expression  variable  de 
l’intégrale  lorsque  x — a,  puis  lorsque  x = b , et  en 
retranchant  le  premier  résultat  du  second  : dans  ce 
cas  , il  est  inutile  d’écrire  à la  suite  de  l’intégrale 
la  constante  arbitraire,  puisqu’elle  disparaîtrait  par 
la  soustraction. 

Il  est  important  de  se  familiariser  avec  ces  expres- 
sions qui  reviennent  souvent , et  que  les  considérations 
que  je  vais  exposer  rendront  encore  plus  significatives. 

aïo.  Cela  posé,  la  série  de  Taylor  donnant  lorsque 
x devient  x + h , 

dyh  d^  h'  d *y  P 
dxi  ^dx“  1.2  ^dx*  i.a.3^ 
ne  peut  déterminer  la  valeur  que  prend  dans  cette  cir- 
constance une  fonction  dont  on  ne  connaît  que  les  coef- 
. ficieng 
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ïïciens  différentiels , même  à partir  du  premier  ordre , 
puisque  la  valeur  primitive  y reste  indéterminée , et 
représente  parconséquent  la  constante  arbitraire  ; 
mais  la  différence  entre  cette  valeur  et  celle  qui  ré- 
pond à x -f-  h , ne  dépendant  que  de  la  série 

d y h , dy  h1  . d3y  A3 

dx  1 + dx»  1.2  ' dx3  i .2.3  8tC’ 

est  entièrement  coUnue. 


Si  on  fait  fXdx  ■=.  y f on  aura 

dy  __  y ày  __dx  d3y  d'X 

‘ dx-  ’ dx4  ~ dx  * dx3  “dx»  ’ etc’ 

les  coefficiens  différentiels  seront  tous  déduits  de  la 
fonction  donnée  x , et  il  viendra 


i dx  î . a "*  dx“  î ,2 . 3 


4-  etc. 


Pour  tirer  de  cette  formule  la  valeur  de  fX dx , de-i 
puis  x = a jusqu’à  x = b,  il  suffira  de  prendre  A = A — a, 
et  de  remplacer  x par  a , dans  la  fonction  X et  ses 
coefficiens  différentiels,  que  je  représenterai  alors  par 
A , A',  A\  etc.  : on  trouvera , entre  les  limites  xxza 
x = b, 


fK dx  = A^-—Ï 1 4-  A'  aT,  4.  jf  (b—°y  . 

1 1.2  T 1.2.3  ~ 


etc. 


La  série  précédente  est,  en  général , d’autant  plus 
convergente  que  l’intervalle  b — a est  plus  petit  : mais 
lorsqu’il  a une  valeur  trop  considérable  , on  le  partage 
en  un  nombre  de  parties  assez  grand  pour  former  des 
intervalles  suffisamment  petits;  et  on  calcule  à part 
la  valeur  de  l’intégrale  relative  à chacun  de  ces  iyter- 
€a!cul  intégr,  y 


5oS  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

valles.  Je  suppose , afin  de  simplifier  les  formules,  que 
la  différence  b — a soit  divisée  en  n parties  égales  à <t, 
et  que  les  quantités  A,  A' , A"  , etc.  se  changent  res- 
pectivement en  Ai,  A',  A",  etc.  A »,  A*,  AJ,  etc. 
lorsqu’on  y met  a -f-  <* , ü 4"  2 * , etc.  au  lieu  de  a ; on 
aura  d’abord,  entre  a etc-f-*,' 


A * A'*? 

I 1 .2 


A"«? 


1.2. 3S*1 


etc. 


entre  a -{-  ce  et  R «J—  2<C  , 

At*  . A ,v  , Aï*  , 

~T  + 1.2  +1.2.3'f 


etc. 


entre  a -f-  2*  et  a -j-  3<t , „ 

A^ct  , Aî*?  , A J a?  , 

T + TsT*’"  i.a.3*1. 


etc. 


etc. 


La  somme  de  toutes,  ces  séries , dont  le  nombre  est 
h , composera  la  valeur  totale  de  fX dx  entre  les  li- 
mites x=  a,  xt=  b , qui  sera  parconséquent . . (I) 


- ( A + A,  -f-  At  . 

-±-_ £-(  A'  + AÏ  + AS 
' 1.2 

+-£±(a*+a:+a; 

' 1.2.0 

etc. 


-\-An- 1 ) 


+ A!  n — 1) 

« 

-MV.) 


an  . Si  on  prenait  a.  assez  petit  pour  pouvoir  se  borner 
à sa  première  puissance , le  résultat  ci-dessus  se  ré- 
duirait à 


' fXdX  — A et  -f  A,*  + Ai* 4-  An-i*, 
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iérie  dont  les  différons  termes  ne  sont  antre  chose  que 
les  valeurs  successives  de  la  quantité  A'dr;  lorsqu’on 
y substitue  a , a + * , « -f-  2* , etc.  à la  place  de  x, 
et  qu’on  prend  de  = <t.  C’est  sous  ce  point  de  vue 
que  l’on  conçoit  l’intégrale  fXdx  comme  la  somme 
d’un  nombre  infini  d’élémens , égaux  aux  valeurs  con- 
sécutives que  prend  la  différentielle,  par  les  divers  chan- 
gemens  qu’éprouve  la  variable  x.  ( Voyez  la  note  de  la 
page  202  de  ce  volume.) 

Il  est  encore  à remarquer  que  la  somme  de  cette 
série,  quelque  grand  que  soit  le  noipbre  de  ses  termes  t 
pourvu  qu’ils  aient  tous  le  même  signe , sera  moindre 
que  n * Am , si  Am  désigne  la  plus  grande  des  quantités 
A , A, , At , . . . . An_, , et  que  le  contraire  aura  lieu 
si  Am  désigne  la  plus  petite.  On  conclut  de  là  que 
si  la  fonction  X ne  change  pas  de  signe  entre  les 
limites  x~a,  x — b,  et  que  M et  m soient 
sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  dans  cet  inter- 
valle , l’intégrale  fX dx,  prise  entre  ces  limites , sera 
< M ( i — a)  et  ]>  m ( è — a). 

2iQ.  La  différence  entre  les  deux  valeurs  de  y , re- 
latives k x = a et  x — b , peut  aussi  s’obtenir  en  par- 
tant de  la  dernière , par  le  moyen  de  la  formule 


V — y— 4--^  — — &■ 

J ! J H r*  i * ri  r,a  î n A 


V 


■f-  etc. 


dr  î T dx*  î . 2 dr3  î . 2 . 3 
dans  laquelle^,  répond  àx — h,  ce  qui  donne 
d*y  h2  , d3y  h3 


dy  h 

y y*  dr  i 


dr1  1.2  r dx3  t.2.3 


etc„ 


Pour  appliquer  cette  dernière  à fXdx,  il  faut,  dans 
X et  dans  ses  coefficiens  différentiels , changer  x en  b , 
et  supposant  qu’on  en  tire  les  quantités  B,  B' , Bk,  etc. , 

V a 
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on  trouvera  entre  les  limites  x = a,  x=b , 

/Xdx=5^-£fcS+£fcâ!-,,c.  ' 

J 1 1.2  1.2.3 

Lorsqu’on  partage  l’espace  b — a en  n parties  égales  à 
i,  on  obtient  par  la  formule  ci-dessus , entre  les  limite» 
a -4-  a et  a , 

A a d ot*  A a? 


1 1 
1 1.2 

+ 1.2.3 

entre  a -f~  üa  et  a-\-A 

Axa  A'  a* 

U 

_i_  • 

1 * 1.2 

1.2.3 

entre  a-f- 3«t  et  a- f-2«e 

A a À a? 

1 

1 

V 

la  somme  de  ces  séries,  pareillement  en  nombre  nt 
donne,  entre  les  limites  x = b , x=a, (II) 

!-  ( + A*  -f-  Ai 

— n (A>+A*+A> +A) 

+é-M+A'-+A> +Ad 


2 1 3.En  réduisant  cette  d ernière  série  aux  ternies  affec- 
tés de  la  première  puissance  de  a , on  aurait  seule- 
ment , 

fXdx=At  & -f-  A»a  -{-  Ai&.  • • -f*  Aift. , 
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expression  dont  l’erreur  serait  en  -f- , si  celle  de  l’ex- 
pression du  n°  précédent  était  en  — , et  vice  versa  , 
pourvu  toutefois  que  les  quantités  A , A , , A ^ , etc. 
fussent  toutes  de  meme  signe  et  composassent  une 
suite  tout-à-fait  croissante  ou  tout-à-fait  décroissante. 

• 

On  peut  prouver  la  même  chose  des  séries  (I)  et 
(II)  ; mais  je  ne  m’y  arrêterai  point  ici  : je  me  borne- 
rai à observer  qu’en  conséquence  de  cette  remarque, 
on  prend  pour  plus  d'exactitude  la  somme  de  ces 
dernières,  et  entre  les  limites  i=;a,  x = b,  on  a 
la  formule  (III)  •' 


fXdx  = 


CL 

1 

£ Ax-\-Ai,-\~Az. . 

+ — 
1 .2 

^ i.a.3 

— n y h 

A,+A^-\-À j. . 

, 

1 ( A À 

1.3. 3. 4 

■ , ^ An) 

+ etc. 


ai  4.  La  considération  des  courbes  conduit  aussi 
d'une  manière  très-simple  aux  principales  conséquences 
•tabjies  dans  les  articles  précédens. 

/ Xdr  exprimant  l’aire  du  segment d’unè  courbe  dont 
l’ordonnée  eet  x (76)  , si  B€Z,fig.  35,  représente; rt0. 35, 
cette  courbe,  que  l’origine  des  abscisses  soit  en  A , 
et  que  X—PM , l’expression  Xdx  sera  aussi  bien  la 
différentielle  des  segmens  BMP , DEMP,  que  du  seg. 
ment  ACMP , qui  commence  à l’origine;  ainsi  l’or- 
donnée qui  borne  le  segment  de  ce  côté  sera  absolu- 
ment indéterminée.  L’ordonnée  MP  qui  forme  l’autre  - 

1 V 3 


* 
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limite  l’est  pareillement,  tant  qu’on  n’assigne  au- 
cune valeur  à l’abscisse  AP  ; mais  lorsqu’on  aura 
fixé  les  abscisses  de  la  première  et  de  la  dernière  or- 
donnée , le  segment  sera  tout-à-fait  déterminé. 

Si  la  fonction  variaj^e  P de  l’intégrale  fXàx=P-]~C, 
s’évanouit  d’elle-même  au  point  B,  cette  fonction  ex- 
prime immédiatement  les  aires  BCA,  B ED  , BMP  \ 
alors  si  on  veut  faire  partir  les  segmens  de  l’ordon- 
née AC , il  faut  retrancher  de  ces  aires,  l’espace  BCA  : 
cet  espace  représente  la  constante , déterminée  pour 
que  la  quantité  P -f-  C s’évanouisse  au  point  A \ mais 
en  considérant  à-la-fois  les  deux  limites  d’un  seg- 
ment, il  est  inutile  de  s’occuper  de  la  constante  ; car 
soit  que  l'on  compte  les  aires  à partir  du  point  B 
ou  du  point  A , sur  l’axe  des  abscisses,  le  segment 
DEM  P,  par  exemple,  s’obtiendra  également  par  la 
différence  des  segmens  BMP , BED , ou  par  celle  des 
segmens  ACM  P et  AC  ED. 

ai 5.  L’inspection  de  la  figure  35  fait  voir  que  l’aire 
du  segment  d’une  courbe  quelconque  est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  d’une  suite  de  rectangles  inscrits 
PR  , P'R',  P"R"k  etc.  et  celle  d’une  suite  de  rec- 
tangles circonscrits  P' S , P" S",  P" S",  etc.,  les  pre- 
miers* construits  sur  la  plus  petite  ordonnée  de  chacun 
des  trapèzes  curvilignes  PM',  PM" , PM ",  etc,  et 
les  seconds  sur  la  plus  grande.  Il  est  visible  que  si 
l’on  prend 

AP— a,  PP‘=P'P"=PuPm,  etc.  = et , 
on  aura 

PM—A,  P’M'—A, , P'M,'—A.1 , P~M"=AS>  etc; 
la  somme  des  rectangles  inscrits  sera 
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Au.  -f-  Al<t  + At.*-  + etc.  (î) 

et  celle  des  rectangles  circonscrits, 

A^  + A^l  + A$%  + etc.  (2) 

On  verra  facilement  que  la  différence  des  rectangle» 
inscrits  aux  rectangles  circonscrits , est  égale  au  rec- 
tangle ]&RQI\T , équivalent  à la  somme  des  rectangles 
MM',  M'M",  M"M",  etc. , et  que  parconséquent  - 
cette  différence  peut  être  rendue  aussi  petite  qu  on 
voudra , en  rapprochant  les  ordonnées. 

Dans  la  ligure  35,  où  les  ordonnées  vont  toujours 
en  croissant,  les  rectangles  inscrits  sont  formés  sur 
la  première  ordonnée  de  chaque  trapèze  curviligne, 
et  les  rectangles  circonscrits  sur  la  dernière  ; mais  si 
elles  passaient  par  un  maximum,  comme  dans  la 
figure  36  , il  n’en  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CM", F,c  3G- 
.antérieure  à ce  maximum , et  le  contraire  aurait  lieu 
dans  la  partie  postérieure  1 M“ Z\  alors  la  "série  (i),  d a- 
bord  moindre  que  l’espace  curviligne  , deviendrait  plus 
grande , et  la  série  ( 2 ) , d’abord  plus  grande  que 
cet  espace  , deviendrait  plus  petite. 

216.  On  approchera  davantage  de  la  vraie  valeur  du 
segment  de  la  courbe  proposée  , en  prenant,  au  lieu 
des  rectangles  inscrits  et  circonscrits,  1^  somme  des 
trapèzes  terminés  parles  cordes  des  arcs  MM' , M'M" , 
M"M'“j  etc. 

Ces  trapèzes  ayant  même  hauteur  PP' , et  chaque 
ordonnée , excepté  la  première , étant  commune  à 
deux  trapèzes,  leur  somme  sera  précisément  égale  à 
la  série 

*■  [Av  -f-  A^  -J-  A$ . . . -f-  A„— 1 -f-  "r  ( A -f-  A , 

qui  tient  le  milieu  entre  lès  séries  (1)  et  (2). 

V 4 
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Enfin  il  est  évident,  par  la  figure  37,  que  l’aire 
curviligne  PM1SQ  est  <que  le  rectangle  OE,  et> 
que  le  rectangle  PF,  construits  l'un  sur  la  plus  grande  , 
et  autie  sur  la  plus  petite  des  ordonnées  comprises 
entre  les  limites  AP  et  AQ  de  ce  segment. 


217.  L’emploi  de  la  formule  (III)  du  n°  Si 3 peut 
présenter  quelques  difficultés.  Elle  ne  saurait  servir 
lorsque  la  fonction  X devient  infinie  ; et  aux  envi- 
rons des  valeurs  de  l’abscisse  qui  donne  cette  circon- 
stance, il  ne  suffit  pas  de  diminuer  l’intervalle  *,oude 
resserrer  les  ordonnées,  pour  compenser  l'effet  de  leur 
rapide  accroissement  : il  faut  encore  avoir  recours  à des 
transformations  convenables. 


Soit,  par  exemple,  X — il  est  évident  que 

lorsque  x approche  de  l’unité  , un  très-petit  changement . 
dans  la  valeur  de  cette  variable  en  produit  un  très-grand 
“ de  X>  si  d»nc  on  demandait  l’intégrale 

J‘v/ÏZ^’  depuis  0 a:=i— J,  «T  étant 

une  petite  quantité,  il  faudrait,  vers  la  dernière  li- 
mite, multiplier  beaucoup  les  valeurs  intermédiaire» 
données  à aç 


La  même  intégrale  ne  peut  se  calculer  immédiate-  • 
ment  jusqu  a x=i  ; car  alors  X devient  infini,  san* 
que  pourtant  la  valeur  de  fXàx  le  soit,  puisque 


A 


dx 


V'  1 — x -f-  const. 


V 1 — x 

Cette  difficulté  tient  à ce  que,  dans  l’iptégration , le 

facteur  (1  x)  passe  du  dénominateur  au  numéra- 
teur; et  elle  aura  lieu  en  général,  lorsque  X sera 


1 


1 


ir 
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E 


de  la  forme 


et  qu’on  aura  p<< j.  Pour  la  le- 

(â — x)q 

vér,  on  fer«*  a — x=zi , ce  qui  donnera 

x=a — z’,  dr= — qz?~ 'dz  et  Xdr= — qprzi~p~'dzt 

quantité  qui  ne  deviendra  plus  infinie  quand  x=a  ou 
z=o,  si  la  fonction reste  finie  dans  cette  circonstance; 
on  calculera  donc  alors  l'intégrale  / Vzi~p~'àz , de- 
puis z = o jusqu’à  z—  <f,  <?  étant  une  quantité  assez 
petite,  et  on  aura  ainsi  la  partie  de  la  valeur  de 

P correspondante  à l’intervalle  compris  entre 

(n — x)q 

xz=a  et  x~a—< f. 


On  peut  encore  obtenir  l'intégrali 


'intégrale 

•/  (a  — x 


depuis 


P 

•xÿi 

x~a  jusqu’à  x=a — ^ , en  faisant  seulement  x—a — z ; 
parceque  la  petitesse  de  la, variable  z renfermée  entre 
les  limites  très-étroites  o et  <? , permet  de  simplifier  beau- 
coup le  coefficient  différentiel.  Si  on  avait,  par  exemple, 

/JC^Ô-CC  f \ % 

— — , la  différentielle  à intégrer  après  la  tfans- 

V/  a4 — x4 

formation  indiquée  , serait 

— "(a — z)adz  — (a* — anz-f-z*)dz 

)/ 4a?z— b'aV-J-4as3 — V — 6a‘z-)-4fli“ — s1 

En  réduisant  la  fraction 

. ca  — aaz  -f-  z*  • 

V 4e3  — da%z  -f-  4az“  — z3 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z,  et  en 


rà z\/  a/  5z  5zs  \ J 

-J  V-ür~3S)=-^ 


az  ^ 


5 z 

6 a 


J_£V 

16  av 
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(s’arrêtant  au  quarréfte  cette  variable  , on  aurait  enfin 

’dz-l /a/ 

y/Z  \ 4«  a3t 

Ce  résultat , qui  s’évanouit  lorsque  z “ o , donnera , par 
la  substitution  de  ef  à z,la  valeur  de  l’intégrale  cherchée, 
depuisx=a,  jusqu  ai=a — <T.  Le  reste  de  cette  inté- 
grale pourra  se  calculer  par  le  moyen  de  la  série  du 
n°  2i3. 

En  général , des  transformations  que  l’habitude  de 
l’analyse  peut  seule  suggérer,  rendent  ces  séries  appli- 
cables dans  un  très-grand  nombre  de  cas  qui  paraissent 
d’abord  se  refuser  à la  méthode  proposée. 


218.  L’intégrale 


/e  Xdx 


ne  pouvant  s’obtenir  par 


la  réduction  de  e 1 en  série , que  pour  le  cas  où  x 
serait  très-grand  , je  vais  montrer  comment  Euler  en 
a calculé  la  valeur  depuis  x=o , jusqu’à  x = 1 , au 
moyen  de  la  formule  III  dtr.n°  21 3. 

On  peut  d’abord  changer 


fi 


X 


— en  /x- — -^'  = e Xx — fe  Xdx; 


la  partie  e Xx,  s’évanouit  lorsque  x = o,  et  il  en  est 

. • * I 

de  même  de  la  seconde  partie  fe  Xàx , ainsi  qu’on  va 
le  voir.  On  a pour  cette  intégrale 

*=.-=•  «=:.-=  J-  d^£  = e-'x(--^) 

dx  x*  * Sx*  . \x*'  x3  / 


æx 

dx3  6 - 

Si  on  faitx=o,  ces  expressions  s’évanouiront  (58), 


/ 1 G , 6 \ 

u?-?+;r>e,c- 
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et  parconséquent  les  quantités  A , A',  A",  etc.  seront 
nulles  : mettant  ensuite  u,  s <t,  0&,  etc.  à la  place  de  x , 
«n  obtiendrales  valeurs  de  At , Aî,  etc.  A »,  Aî\  et, 
depuis  o jusqu'à  #=»<*,  op  aura 


f ë*àx  =3 


:[ 


t 

'•et 


e * + e ...+« 


’ pi— l)*  , T *e 

1+iT 


I 

net 


1 ère 

2 1,2  na*a 


+ 7X3  Ce  “(i"~5)  + c "(7S7î~é)+- 

T 

, - (-si -*( I î_M+i nZ(J 2_\ 

(n-i)3*J/J  ' a i .2.3  n3*3/ 


1  "V  î 6_ 6_\ 

2 i . 2 . 3 . 4 \n6£t’’  7i5stà  / 


-f 'etc. 


Lorsqu'on  veut  s’arrêter  à la  limite  x = i , il  faut 

faire  a.  , et  il  vient  alors  le  ■rdz~' 

n J 

C— ” —2  — - n 11 

e * + e a-j-e  3**-+e  H y~r 

1 2.  ne  4,ie 

1 [ (ra~~ 

5 L i 


+ 


_2)  = Ç— 6)  -r 


n— an-fa 

+ ‘('i-0+  J 


ian’e  48/de 


etc. 
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En  se  bornant  aux  termes  qui  sont  écrits,  et  faisant 

n=  10,  on  trouvera,  suivant  Euler,  la  valeur  de 

I 

fe  x dx , à un  millionième  d’unité  près , et  on  l’aura 


avec  une  exactitude  vingt  fois  plus  grande  encore,  si 
on  prend  n = ao. 

Les  détails  renfermés  dans  cet  artiqje  et  dans  le  pré- 
cédent , sulliseot  p#ur  montrer  comment , avec  le  se- 
cours des  transformations , et  en  calculant  la  valeur 
d’une  intégrale  en  plusieurs  parties,  on  parvient  à en 
approcher,  lorsque  les  séries  qui  l’expriment  ne  sont 
convergentes  que  pour  un  intervalle  limité. 

s 19.  La  série  du  théorème  de  Taylor  dorme  aussi  deux 
développemens  généraux  de  l'intégrale  / Ydx.  En  dési- 
gnant par  Cia  valeur  de  cette  intégrale,  quand  x — o,  et 
représentant  par  A,  A' , A",  etc.  ce  que  deviennent  alors 


, . . v dY  d’Y 

les  quantités  X,-^, 


etc.  on  aura 


/Ydx  = C+  A - +A'  — A"-~^=- f-  etc. 

1 x .2  1.2.3 


série  dans  laquelle  C tient  lieu  de  la  constante  arbitraire. 

En  partant  de  la  valeur  générale  de  / Ydx,  que  je 
représenterai  par  y , pour  revertir  à celle  qui  répond 
à x = o,  et  que  C désigne,  il  est  évident  qu’il  faut 
faire  hz= — x,  dans  la  formule  du  n°  21 , ce  qui 
donnera 


_ v _ 5ÎZ  f . ÎL  i£_  _ _ïL  4.  e te . 

^ dxi  ' dr*i.a  dx’i.a.3 


remettant  dans  cette  équation,  au  lieu  dey’, 


etc. 


leurs  valeurs,  et  prenant  celle  de  / .Ydx,  on  a lira 
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* dix*  , daAr  X» 
fXdx—C+X-—  àjc  + — etc- 


la  quantité  C est  encore  ici  la  constante  arbitraire. 


L’intégration  conduit  aussi  à ce  développement.  En 
effet,  si  on  décompose  la  différentielle  Xdx  dans  les 
deux  facteurs  X et  dr,  et  qu’on  intègre  le  second,  on 
aura  / Xdx  — Xx — / xd  A ; mais 


CxdXxzf^.xdx^-^-—  — - fx? 

J J dx  * a dr  2 J 

Jx  àx-J  àjyxax=z*àx'  3 J 

rx&-fà'x  x3dr_iX4^_i  r #x 

J dx”7^  dx3’  4 dx1  4 J dx3’ 


da.Y 
dx  * 

d3A~ 

dx1’ 


etc. 


mettant  successivement  pour/xdX,  / xs  -j—,  etc.  leurs 
valeurs,  il  en  résultera 


„x  d.Y  x*  , d*Y  x3  ' 

X j f-  ■=  — etc. 

î dxi.a  dx“  1 .a.3 

et  pour  que  l’expression  de  l’intégrale  soit  complète , il 
faudra  ajouter  une  constante  à ce  développement,  qui 
par  là  deviendra  semblable  au  précédent.  Cette  série  a 
été  donnée  pour  la  première  fois  par  Jean  Bernoulli , 
et  elle  porte  son  nom , comme  celle  du  n*  21  porte  celui 
de  Taylor;  l’une  est  àl’égard  du  Calcul  intégral,  ce  que 
l’autre  est  par  rapport  au  Calcul  différentiel. 

ano.  Jusqu’à  présent  je  n’ai  considéré  que  la 
coelHcieqt  düférs^el  du  prunier  ordre  ; mais  si  on  ne 


ê 
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connaissait  quele  coefficient  différentiel  du  second  ordre, 
il  faudrait  alors  deux  intégrations  successives  pour  re- 
monter à la  fonction  primitive  dont  il  tire  son  origine. 
Soit  X le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la 

fonction^,  on  aura^^=X,  et  en  multipliant  les 
deux  membres  par  dx , il  viendra  = Xdx  ; or 
est  la  différentielle  de  -g-  , prise  en  regardant  dx 


comme  constant:  on  aura  donc  ~-<=fXàx.  Si  P re- 
présente la  fonction  primitive  de  x,  égale  à /Xdx, 


et  C la  constante  arbitraire , il  viendra 


dx 


P+C ; 


multipliant  ensuite  les  deux  membres  par  dx , on 
trouvera  dy  = Pdx  -f-  Cdx , et  en  intégrant , on  ob- 
tiendra y—f  Pàx  -f-  Cx  -f-  C,  C étant  une  seconde 
constante  arbitraire.  Si  on  remet  fX dx,  au  lieu  de  P, 
il  en  résultera  y=fdxfXdx  -f-  Cx-^-C,  expression 
qui  indique  deux  opérations  successives. 

• On  peut  ramener  cette  expression  à deux  intégrales 
simples,  au  moyen  de  l’intégration  par  parties;  car, 
en  remettant  P au  lieu  de  f Xdx  , on  aura 


/ Pàx  — Px — /xdP=x/Xdx — fXxàx, 


et  parconséquent 

y — x/Xdx  — fXxàx  + Cx  -f-  C. 

Je  passe  maintenant  aux  différentielles  du  troisième 
ordre.  Soit  X le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 

tion y , relatif  à cet  ordre;  on  aura  ^^  = Xt  d’où 
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Sic 


t2.=Xdxi  mais  ; donc  ft=/X dx  -f  C, 


d- , ^ 

ày 


’dx*  * dx* 
ce  qui  donne  = dx  f Xdx  -f-  Cdx.  En  intégrant  de 

dv 

nouveau  , il  viendra  ^ = /dx  f Xdx  -f*  Cx  -f-  C,  ou , 
d’après  ce  qui  précède , 

^ = x/Xd£  — /Xxdx  + Cx  + C. 


On  tire  ensuite  de  là 

dy  = xdx  / Xàx — dx  / Xxdx  + Crdx  + Cdx , 
et  en  intégrant , on  a 

y—f  xdx  / Xdx  — /dx  /Xxdx-f-;Cx*  + Cx  -f*  C”, 

C étant  la  constante  introduite  par  cette  dernière  in- 
tégration. Il  est  facile  de  voir  que 

/ xdx  / Xdx  = l x4  / Ardx  — j / Xx*dx 
/ dx  /Xxdx  = x f Xxdx  — / Xx*dx  ; 

substituant  donc  ces  valeurs , et  réduisant  entr’eux  les  ' 
termes  semblables,  on  trouvera 

_y— j(x*/Xxdr — ax /Xxdx-J-  / Xx*dx)  -f  K^x'-f-a  Cx+  C).1 

Voici  comment  on  indique  les  intégrales  successives: 
lorsque  X désigne  le  coefficient  différentiel  du  second 
ordre,  on  a • d*y  =c  Xdx*,  et  en  prenant  l’intégrale  de 
chaque  membre,  on  trouve  djf=  /Xdx*;  puis  en  inté- 
grant encore  une  fois , il  vient  j-=y/Xdx*  = /*Xdx*. 

On  a de  même , quand  X est  lé  coefficient  différen- 
tiel du  troisième  ordre, 
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ày=fXdx\  dy=JJXdx\  y=ff/Xdx3x=f3Xdx\ 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs. 

Chaque  différentiation  n’introduisant  que  la  pre- 
' mière  puissance  de  d.r , on  peut  ne  laisser  que  cette 
puissance  sous  les  divers  signes  f,  ce  qui  fournit  ces 
relations  : 

fXdx^d^fXdLx,  ffXdx'=fdxfXàx 
f Xdx^x=dx?f  Xdx , ff  Xdx3— fdjf f ATdjrr-d  x fdxfXdx 
fff  Xdx? —fdxfdxfXdx , etc. 

où  il  faut  observer  que  chaque  signe  / embrasse  tous 
ceux  qui  le  suivent. 

« 

Cela  posé , en  négligeant  les  constantes  arbitraires , 
et  en  intégrant  par  parties , comme  ci-dessus , on 
trouvera 

f Xdx  —fXdx 

f'Xdx*  = i [xfXdx— fXxdx~\ 

PXdx3  — -i—  [x%{Xdx — axfXxdx-{-fXx,dx~] 

PXdx*  [x3/Xdx— Zx'fXxàx+  Sx/Xx^dx-fX^àx]. 

etc. 

Les  coelïiciens  numériques  de  ces  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  a — b -,  et 
tandis  que  l’exgosant  de  x Hors  du  signe/ diminue  d’une 
unité  à chaque  terme , en  allant  vers  la  droite , son  ex- 
posant sous  ce  signe  augmente  de  la  même  quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  j’ai 
omises  dans  cette  formule  , en  écrivant  fXdx  -f-  C 
pour  fXdx , fXxdx  -f-  C pour  fXxdx,  fX. r*cLr  -f-  C 
pour  fXxfdx,  et  ai  psi  des  autres:  car  les  constantes 

C > 
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C,  C',  C',  etc.  étant  affectées  de  diverses  puissance* 
de  x,  sont  irréductibles  entr’elles. 

221.  Les  différentielles  que  j’ai  traitées  jusqu’ici, 
«ont  prises  en  regardant  dx  comme  constant , par- 
ceque  ce  sont  les  seules  qui  ne  renferment  qu’un 
coefficient  différentiel.  En  effet,  lorsqu’on  fait  varier  en 
même  temps  dx , on  a ( 1 1 6 ) dy  = qdx“  -f  pd‘x  ; si 
donc  on  se  proposait  la  différentielle  Ldx*  -f*  f^à'x , ii 
faudrait , pour  qu’elle  signifiât  quelque  chose , qu’on 

d y 

eût  V—  p et  U =zq , d’où  résulte  U=:  et  cette  con- 

dition étant  remplie,  on  n’aurait  qu’à  intégrer  fVdx. 
Il  est  facile  d’étendre  cette  remarque  aux  différentielles 
d’un  ordre  quelconque. 

Application  du  Calcul  intégral  à la  qua- 
drature des  Courbes  et  à leur  rectification , 
à la  quadrature  des  Surfaces  courbes  ec 
à V évaluation  des  volumes  quelles  com- 
prennent. 

\ 

De  la  quadrature  des  Courbes. 

222.  Le  problème  général  de  la  quadrature  de» 
courbes  se  réduit  à l’intégration  de  la  différentielle  Xdxt 
en  nommant  X la  fonction  de  x , qui  exprime  l’ordon- 
née y de  la  courbe  proposée  ( 76  ).  Ce  qui  précède 
contient  l’exposé  des  principales  méthodes  analytiques 
trouvées  jusqu’à  présent,  pour  effectuer  cette  intégra- 
tion , soit  rigoureusement , soit  d’une  manière  appro- 
chée ; il  ne  s’agit  ici  que  de  l’application  die  ces  mé- 
thodes aux  courbes  les  plus  connues. 

Celles  dont  l’équation  est  la  plus  simple  sont  les  pa- 
Calc.  intégr.  X 
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raboles  des  divers  ordres , représentées  par  l’équation 

i m • 

yn  z=pxm  : on  en  tire  y = pnxn , et  parconséquent 

j 

1 m n 

1 ü?  riT)n  x n 

fXàx  — fpnxndx  = — - — ■+-  const. 

' m-\-n 

Toutes  ces  courbes , comme  on  voit , sont  quarrables; 

» c’est-à-dire , qu’on  a l’expression  finie  et  algébrique  de 
la  surface  du  segment  compris  entre  leur  arc , l’axe  de* 
abscisses  et  l’ordonnée.  Il  est  facile , avec  l’expression  de 
ce  segment , de  calculer  celle  de  tout  autre  espace  con- 
tenu entre  une  portion  de  la  courbe  et  des  lignes  droite* 
formant , avec  les  abscisses  et  les  ordonnées  , des  po- 
lygones dont  la  Géométrie  élémentaire  donne  la  me- 
sure; on  en  verra  plus  bas  des  exemples,  (229,  a3o). 

Les  courbes  proposées  passent  par  l’origine  des  abs- 
cisses, puisqu’on  a en  même  temps  x=o,  et^=o;  si 
on  veut  exprimer  leur  aire  , à partir  de  ce  point,  il  faut 
supprimer  la  constante  arbitraire , puisque  l’expression 

1 

n m-h* 

— — x n s’anéantit  d’elle-même  quand  on  y fait 
7n-j-  n 

ns-  38.  -r— — n Pour  avoir  ensuite  l’aire  BCMP,Jig.  38,  comprise 

entre  les  ordonnées  BC  et  PM,  correspondantes  aux  * 
abscisses  AB  —a  et  AP=x , il  suffira  de  retrancher  de 
« 1 

n m-4-n 

_ — x " , oui  exprime  l’aire  ACMP. , la  quantité 
m+«  . ' 


- m -f-n 

_np  — q » égale  à l’aire  ACB\  et  on  aura  ainsi 
m-j-n 
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1 

B CMP  = 

- m-f-n 


npTi  m+n 

Quand  l’exposant  n est  pair,  l’expression  — - — x n 
v m-f-n 

est  susceptible  du  double  signe  rfe: , et  comme  alors 

les  mêmes  abscisses  AP  appartiennent  à deux  branches 

de  courbes  ACM  et  Acm , on  a deux  segmens  ACMP 

et  AcmP  •'  celui  qui  renferme  les  ordonnées  positives 

a une  valeur  positive , et  l’autre  a une  valeur  négative. 

Lorsque  les  exposans  met  s sont  impairs  l’un  et 


m n 

l’autre , la  quantité  X n n’a  qu’tin  seul  signe  et  reste 
toujours  positive , quel  que  soit  le  signe  de  x ; mais  il 
est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  l’une  des  deux  branches 
de  la  courbe  proposée  a ses  abscisses  et  ses  ordonnées 
négatives  en  même  temps  : il  suit  donc  de  là  que  les  • 
aires  correspondantes  à des  abscisses  et  à des  ordonnées 
négatives  doivent  être  regardées  comme  positives. 


• m-f-n 

Si  n seule  est  impaire , alors  la  quantité  x “ devient 
négative  en  même  temps  que  x ; mais-dans  ce  cas  lea 
deux  branches  de  la  courbe  proposée  sont  du  même 
côté  de  la  ligne  des  abscisses,  et  les  ordonnées  demeu- 
rent toujours  positives. 


En  rapprochant  ces  remarques , on  en  conclura  que 
l'aire  d’une  courbe  est  positive  quand  l’abscisse  et  l'or- 
donnée sont  de  même  signe,  et  négative  lorsque  le9 
contraire  a lieu. 

Tous  les  segmens  parabolique®  ont  un  rapport  cons- 
tant avec  le  rectangle  AüMP , formé  sur  l’abscisse  et 
ta r l’ordonnée;  car  l’expression  '. 

X a 


Digilized  by  Google 


» 

524  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


n 


■ l7i  -4-  n 


i m+n 
pn  X n : 


71 


l Ht 

- oc . nnjc? 


équivaut  à ^ nxy>  en  vertu  de  l'équation  j'=p\cn. 

Lorsque  n=m , la  parabole  devient  une  ligne  droite , 
1 * 

{misqu’on  ayz=pnx-,  le  segment  ACMP  se  changé  dan» 
e triangle  AMP , dont  la  valeur  est  par  la  formule 
ci-dessus,  comme  par  la  Géométrie  élémentaire , égaie 

à|*y- 

En  faisant  n = n et  m sa  1 , on  tombe  sur  le  cas  de 
la  parabole  ordinaire,  et  on  trouve  y xy  pour  la  valeur 
du  segment  ACMP. 


223.  Je  vais  chercher  maintenant  la  valeur  du  segment 
des  courbes  représentées  par  l’équatien  xmyn  =s=  p. 
Cette  équation  se  tire  de  ym  = pxm , en  y changeant 

i m 

-f-roen — m;  on  a y "et 

I 

* n—m 

CXàx  = - x " -\-const. 

Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  de» 
divers  ordres , rapportées  à leurs  asymptotes  , et  sont 
composées  de  plusieurs  branches  telles  que  VMV , 
ne.  3g Aig.  3g  , inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droites. 
En  comptant  les  segmens  de  l’origine  des  abscisses , il» 
renferment  l’espace  indéfini  qui  se  trouve  entre  la 
partie  CV  de  la  courbe  et  son  asymptote  A Y ; la 
valeur  de  cet  espace  est  infinie  ou  finie , selon  que  m 
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est  plus  grande  ou  moindre  que  n.  En  effet  , pour 
avoir  l’espace  DCMP , pris  depuis  l’abscisse  AB  — a , 
jusqu'à  l’abscisse  AP  = b , il  faut  (209)  faire  successi- 

1 

npn  ■— "» 

vement  x=a  et  dans  l’expression  — £ — ± " ,et 

fl  — « ffl 

retrancher  le  premier  résultat  du  second  ; on  aura 


* nn"  f m « — m \ 

donc  B CMP  = — b “ — a n ).  Si  mainte- 
n — n*\  / 

nant  on  suppose  a=o,  le  point  B tombera  sur  la 
point  A et  l’espace  BCMP  se  changera  en  ŸAPM ; 

*~m  •> 
or  la  quantité  a " sera  infinie  ou  nulle,  selon  qu’on 

aura  m ou  n : dans  le  premier  cas  , 
m — n \o  / 

et  dans  le  second 

1 / \ 1 1 

YAPM=-^~-{  b~—  o 

n — m\  J n — m 

Laissant  a d’une  grandeur  déterminée,  et  faisant  b 
infini,  on  aura  alors  l’espace  indéfini  XBCU , qui 
sera  infini  si  m est  moindre  tjue  n,  et  qui  séra  égal 
1 

np* 

à — — ^ a n , si  m surpasse  n.  Il  résulte  de  là  que 

quand  m et  n sont  inégaux , des  deux  espaces  asympto- 
tiques, l’un  est  infini  et  l’autre  fini. 

La  raison  de  cette  différence  se  trouve  dans  le  plus  or» 
moins  de  rapidité  avec  laquelle  la  courbe  s’approche  de 

X3 
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5aS 


son  asymptote  ; et  puisquey 


_ P 


et  x ■—  Z—,  il  est  facile 


x”  ym 

de  voir  que  quand  onam>nj  décroît  beaucoup 
plus  vite  que  x,  que  parconséquent  la  courbe  s’ap- 
proche beaucoup  plus  rapidement  de  l’asymptote  pa- 
rallèle aux  abscisses  , que  de  celle  qui  esfparallèle 
aux  ordonnées , et  vice  versa. 

i m 

En  mettant  _y  au  lieu  de  p”x  ",  dans  l’expression 


np”x 

TL  — 771 


n — m 


x.p”x  ”, 


elle  deviendra xy , et  la  valeur  de  l’aire  YAPMV 

n — m J 

sera  —■X^ — f-  const.  Il  semblerait  crue  le  terme  — ^ - 
n — m 1 n — m 

doit  s’évanouir  lorsqu'on  fait  x = o\  mais  ce  qui  pré- 
cède prouve  la  nécessité  de  ne  rien  prononcer  à cet 
égard , avant  d’avoir  suhstitué  pour  y sa  valeur  en  x. 


Z24.  Quand  n—m,  on  a xy  = p” , ou  xy  = p , en 
1 * 

changeant  p”  en  p , ce  qui  est  indifférent  ; la  courbe 
dont  il  s’agit  dans  ce  cas  est  l’hyperbole  ordinaire , et 
équilatère  si  l’angle  des  coordonnées  est  droit.  L’expres- 
sion générale  de  faire,  trouvée  au  n°  précédent,  se 
présente  alors  sous  une  forme  infihie , quel  que  soit  x, 

, ' pdx 

et  la  différentielle  de  cette  expression  étant  


x 


a. 


pour  intégrale,  plx  -f-  const.  Les  espaces  asympto- 
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tiques  sont  infinis  l’un  et  l’autre  , car  Le  devient  tel 
par  la  supposition  de  x = o et  par  celle  de  x infinie. 

Soit  p = a3  , et  TJMV , Jig.  4°>  qne  des  branches  ne.  4® 

de  l’hyperbole  équilatère  dont  la  puissance  est  égale 
à a,  AC  son  axe  ; en  abaissant  du  sommet  C la  per- 
pendiculaire BC , on  aura  AB  — a ; et  comme  Faire 


B CMP  = a*  1 AP—  a * 1 .AB  — a‘l. 


AP 
AB  ’ 


si  on  prend 


AB  pour  l’unité , il  viendra , à cause  de  1 . 1 = o , 
BCMP=] . AP.  On  aura  de  même  1 .AP'  = B,CM'P't 
l . AP"  = B CM" P" , etc.  d’où  il  suit  que  si  les  abscisses 
AP,  AP' , AP" , etc.  sont  en  progression  par  quotiens, 
les  aires  correspondantes  B CMP,  B CM' P',  BCM"P“ , 
etc.  seront  en  progression  par  différences. 


235.  L’hyperbole  que  je  viens  de  considérer  étant 
équilatère  n’a  donné  que  les  logarithmes  népériens  ; 
mais  en  variant  l’angle  des  asymptotes  et  prenant  tou- 
jours AB-=  1 , on  peut  obtenir  une  infinité  d’autres  , 
systèmes  de  logarithmes.  Soit  UMV,  fig.  41  > une  ne  4' 
hyperbole  quelconque  ; menant  les  ordonnées  PM , 
parallèles  à l’asymptote  A Y , on  prouvera , par  des- 
raisonnemens  analogues  à ceux  du  n°  76  , que  le  pa- 
rallélogramme PMR.P'  est  la  différentielle  de  BCMP. 

Or  si  on  mène  P'Q  perpendiculaire  sur  PM,  on  trou- 
vera P' Q=PPr  .sinP'PQ  = PP'  .sinXAY-,  désignant 
par  a l’angle  des  asymptotes,  on  aura  P'Ç)  = dxsin  &> , 
et  parconséquent  PMIW'—ydx  sino.  Si  on  met  poury> 

1 . cîjc 

sa  valeur  -,  il  en  résultera  — sinapour  ladifférentielle 

de  l’aire  B CMP-,  et  parconséquent  Z?  CMP  = \x=à.AP,. 
en  prenant  sinta  pour  module  (27). 

Celui  des  logarithmes  ordinaires  étant  o,4342q45- 
(ag)  , on  a sin  a =0,4342945,  d’où  il  suit  que  les 

X4 
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asymptotes  de  l’hyperbole  dont  les  aires  donnent  les 
oSoi”168  0rdInai^eS,  f°nt  entr’e31es  un  angle  de 


.4,  326.  En  faisant  AC=a,  APz=x  et  PN=y xfam  /a 

1 équation  du  cercle  ANE  sera y=MX-^;  et  la  diffé- 
renüelle  de  son  segment  AN  P aura  pour  expression 

dr  [/aux  — xx , qui  se  transforme  en  — dufa* ua)  * 


lorsqu  on  fart  x—a — u , puis  se  ramène  à du(aï iP)~  a, 

du 

°U  y ëf—t?’  ^ 3 ^ormu3e  (-®)  du  0*371 1 et  dont 
l’intégrale  est 


— î(a — x)[/qox — xx-f-£aa.arc 


lorsqu'on  remet  pour  u sa  valeur,  résultat  qui  s’éva- 
nouit par  la  supposition  de  x=o. 


Il  est  facile  de  reconnaître , dans  la  partie 


i (a — x)\Zzax — xx , 

l’expression  de  la  surface  du  triangle  PCN,  et  de  voir 
parconséquent  que  . 


) ou- AC. arc  AN 

a /• 

est  la  valeur  du  secteur  ACN. 

En  supposant  x=z  a,  dans  l’expression  AP  N,  elle 
devient  |ûs.  arc  ( cos  = — î f=  i a*  r , en  désignant 
par  or  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon 
est  î ; et  elle  appartient  alors  au  demi-cercle  : on  aura 
donc  le  cercle  entier  a*T~ia,2oT,  ainsi  qu’on  le 
prouve  dans  les  Elémens  de  Géométrie. 


I a* . arc  ^cos 


Le  développement  de  /d  r S/aaxx  — xx,  trouvé 
dans  le  n°  373  , donne  des  valeurs  approchées  de  l'airo 
AP  N, 
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227.  L’ordonnée  de  l’ellipse  étant  - 2 ax  — xx,  le 


segment  elliptique  AMP  sera  égal  à ^-/clx  \/ 2 ax — rx  ; 


et  comme  il  est  nul  en  meme  temps  que  le  segment  cir- 
culaire ANP , on  aura  AÏS  P : AMP  ; ; a',  b ; car  il  est 
facile  de  conclure  du  n°  209,  que  quand  deux  différen- 
tielles sont  dans  un  rapport  constant,  ce  rapport  est 
aussi  celui  des  intégrales , si  ces  intégrales  sont  nulle» 
en  même  temps. 

D’après  ce  qui  précède , l’aire  du  cercle  décrit  sur  lé 
grand  axe  d’une  ellipse , pris  pour  diamètre , étant  à l’aire 
de  cette  courbe,  comme  le  grand  axe  est  au  petit,  celle-ci 
est  équivalente  au  cercle  décrit  sur  un  rayon  moyen 
proportionnel  entre  les  moitiés  de  ces  axes.  En 
effet,  par  le  rapport  ci-dessus,  l’aire  del’ellipse  est 

nta%  X — ou  rrab , et  cette  dernière  quantité  représente 

évidemment  l’aire  du  cercle  dont  le  rayon  serait  \/  ab. 


228.  L’hyperbole  rapportée  à son  axe  transverse  a 
pour  équation 

b * 

y%  __  (aoof-f  xa)  , 
et  on  en  conclut 

AQR~  ^/drV/  2 ax  -j-  x*. 


Cette  intégrale  peut  s’obtenir  par  les  logarithmes  (161) 
ou  se  développer  en  série  ; mais  au  lieu  de  m’arréter  à 
calculer  ces  résultats , je  m’occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques et  des  sect<?urs  hyperboliques,  dont  les  expres- 
sions différentielles  se  présentent  souvent. 

229.  Soit  ABab,Jig.  42,  unfe  ellipse  dont  le  demi-r»c. 4*- 
grand  axe  AC  — a , le  demi-petit  axe  J3C=b  \ faisant 
CPz=.x,  il  vient 
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PM  — y = - v/  a“ — x\ 

Il  est  évident  que  le  secteur 

ACM—  CMP  -f  AMP , 

et  que 

à.  ACM  = à.  CMP  + d . AMP, 

i 

CMP  = i CP  X PM=  1 — \/  a* — x'1 , 


a a 


d.CMP 


d . AMP=z dx  \/  a* — xa 


La  dernière  de  ces  différentielles  est  affectée  du  signe  — 
parceque  l’aire  AMP  décroît  lorsque  x augmente  ; et 
elles  donnent 

i.ACM=-‘-l.  *ix 


2 a 

Si  on  fait  ~ — 1 j Ie  secteur  elliptique  A CM  se  chan- 
gera dans  le  secteur  ACN,  appartenant  au  cercle  AEae 
décrit  sur  le  grand  axe  Aa  comme  diamètre  ; on  aura 
donc  ’ • 

j i a*dx  x odx 

d.ACN  = — _ qx- 


V/  à‘ — J 


y/  aa — J 


mais  ■ 


cdx 


étant  la  différentielle  de  l’arc  AN, 


\Z'àA—  x1 

il  en  résulte,  ainsi  que  de  la  Géométrie  élémentaire  , 

ACN  — - a X AN—  -ACx.  AN, 

2 • 2 

et  puisque  les  secteurs  ACN  et  ACM  ont  leur  origine 
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commune  au  point  A,  on  en  conclura  (328)  que  le 
secteur  elliptique 

ACM=  - ACN  =-  B C X AN. 
a 2 

c3o.  Dans  l’hyperbole  XAx  décrite  sur  lej^ 
mêmes  axes  que  l’ellipse  ABab  , et  dont  1 équa- 
tion est 

y = - y/  x* — a3 , 

J a 

le  secteur  ACR—CQR  — AQR,  ce  qui  donne 
d.ACR  = d.ÔQR  — àAQR;  \ 

et  comme 

CQR^'-CQX  QR  = lb-ï\/ï^, 
d . A QR  — - dx\/  x “ — a3 , 


on  aura 

, . 1 b ci1  dx 

à.  A CR  = 

2 a y/a-_  a3 

d’où  on  voit  que  la  différentielle  du  secteur  hyper- 
bolique est,  aux  signes  près,  la  même  que  celle  du 
secteur  elliptique. 

u3i.  Le  secteur  hyperbolique  ACM , Jig.  4l  > estprc.4*« 
égal  à l’espace  asymptotique  B CMP',  car 

ACM  — B CM  P + ABC — AMP,  • 

et 

ABxBCXsinB  APxPMX&in  B 

ABC— “= — AMI  ■ 

232.  Ce  qui  précède  sufiit  pour  faire  voir  com- 
ment le  calcul  intégral  s’applique  à la  quadrature  des 
courbes  ; cependant  je  ne  puis  quitter  ce  sujet 
sans  donner  quelques-uns  des  résultats  intéressans 


- Digitized  by  Google 


53ü  . TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

auxquels  les  Géomètres  sont  parvenus,  par  rapport  anx 
courbes  transcendantes. 

Dans  la  Logarithmique,  dont  l’équation  est  = Lr , 
on  a/ydx  =fdxlx=xlx — x -j-  const.  (182).  La  partie 
^•ariable  de  cette  expression  devient  nulle  lorsque  x=o; 

car  en  faisant  x = — , elle  prend  la  forme  — — — , 

m mm * 

sous  laquelle  elle  est  nulle  quand  m est  infinie  (58)  : 
il  est  donc  inutile , d’après  celg , de  lui  ajouter  une 
constante , lorsqu’on  veut  avoir  les  segmens  à partir  du 
ne.  43:  point  A , Jig.  43.  m 


En  y faisant  x — AE—\,  elle  donne  l’expression  do 
l’espace  asymptotique  cAEx,  qui  est  fini  et  égal  à — 1 . 

Si  on  prend  les  ordonnées  à la  place  des  abscisses , 
on  aura  f xdy=f  dx  = x , pour  l’espace  cOMX , 
aPP«yé  sur  1 axe  des  ordonnées  et  dont  l’expres- 
sion est  algébrique;  je  n’y  ai  point  ajouté  de  cons- 
tante , parcequ’elle  s’évanouit  en  même  temps  que  x. 
L espace  cAEx,  qui  répohd  à xx=zAEx=i , a,  par  cette 
formule,  la  même  valeur  que  par  la  précédente  , abs- 
traction faite  du  signe. 

J’ai  supposé  le  module  égal  à l’unité  ; s’il  était 
désigné  par  Mt  op  aurait 


/ dxlx  3=  xlx  — f Mdx  =x  xlx  — Mx  et  f xdy—Mx* 
a33.  L’équation  de  la  cycloïde  étant 


il  vient 


dx  = \?  ydy~\  (102)> 
V zay— yf 


fydx  = 


- y*dy 

V 2ay—yu  * 
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il  serait  facile  d'intégrer  cette  expression,  par  les  arcs  de 
cercle  ; mais  on  peut  arriver  à un  résultat  plus  simple 
en  faisant  2 a — y-=zz,  ce  qui  donne 


dj/  = — dz , 


dx 


(2  a — z)  dz 
y/  2 az — za 


4 


En  effet,  z représentant  l’ordonnée  QM  ,fig.  44.  prise  ne.  44. 
sur  la  ligne  C'A , la  différentielle  de  l’aire  ACQM aura 
pour  expression 

, (aaz — za)dz  , / : * 

zd jt ~ — — - = — dz  y aaz — z'; 

y 2 az — za 

donc 

ACÇ)Mx= — / dz[/aaz — a*  -f-  const. 


I 


En  C,  où  z=aa,  l’intégrale  f dz  y zaz  — a*  est 
égalé  à la  surface  du  demi-cercle  générateur  gmq , et 
elle  s’évanouit  au  point  K,  où  z=o; . parconséquent 
l’espace  AC  A est  égal  au  demi— cercle  gmqg.  Pour 

un  point  quelconque  Q,  f dz  \/  aaz  — z?  donnera  l’aire 
du  segment  gmn  correspondant  kgn  — QM , et  on  aura 

ACQM=gmqg — gmn,  AMQ—ACA — ACQM—gmn. 

Le  rectangle  AA  ayant  sa  hauteur  JA—gq  et  sa  base 
Al— gmq,  sera  quadruple  du  demi-cercle  gmqg  ; et 
retranchant  de  ce  rectangle  , l’espace  AC  A = gmqg , 
il  restera  AMAI-=zZ.gmqg.  Il  suit  de  là  que  l’espace 
AKLA , compris  entre  une  branche  dé  la  cycloïde 
et  son  axe,  est  triple  du  cercle  générateur. 

q34-  fl  me  reste  à parler  des  spirales*,  je  vais  m’oc- 
cuper d’abord  de  celles  que  représente  l’équation  ». — -nt* 
(104),  dans  laquelle  t est  égal  à l’arc  ON ,Jig.  45,  no. 45. 
et  u = AM,  Les  coordoaoéett  étant  polaires , la  dilfu- 
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rentielle  de  l’aire  sera  — — ( 1 1 1 ) ; mettant  pour  u sa 

a2[ln-h  t 

valeur  . et  intégrant , il  viendra  - — f-  const.  mais 

9 tyl  -p*  2 

on  doit  négliger  la  constante  lorsque  l’on  compte  les 

aires  à partir  de  la  ligne  AO , sur  laquelle  t = o , et 

a*tan  ■+■ 1 

parconséquent  la  surface  ACM  — Après  une 

révolution  du  rayon  vecteur,  on  aura  l’espace 
a>.r3T)»+> 

ACMB  = — ’■>.  -t  étant  la  demi-circonférence 

4«+3 

du  cercle  ON  ; puis  le  rayon  décrivant  reviendra  dans  la 
direction  AM , et  déterminera  l’espace 
(nr  4-  OAn*"4-" 

ACMBC' M'  = a ^ — ■ — , et  ainsi  de  suite. 

Dans-la  spirale  à! Archimède  ( î oÀ) , a = — , n = i 
t3 

et  ACM  — - . , résultat  qui,  lorsqu’on  y fait  t=aT, 
24^ 

donne  ACMB  =■=. 

0 

Dans  la  spirale  hyperbolique,  où  tk= — 1 , on  trouve 

A CM  = — — -f-  co/ut. 

2f 

L’aire  de  cette  courbe  , qui  fait  autour  du  point  A une 
infinité  de  révolutions,  est  infinie  lorsque  t = o : on  se 
conduira  donc  ici  comme  pour  les  hyperboles , et  l’aire 
comprise  entrç  les  deux  rayons  vecteurs  correspondant 
à t — b et  à t = c,  sera 


2 \b  c) 


Dans  la  spirale  logarithmique  enfin  ( u4), 

j ' dit  . . „ u1  di  , udu 

tU;=  — ; et  la  diiierentielle  >-  devenant  r 

u 2 a • 
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U*  , 

donne  ACM—  jj^L’aire  est  nulle  quand  u=o,  mais 

alors  t est  infini;  car  la  courbe  proposée  fait,  comme 
la  précédente  , une  infinité  de  révolutions  autour  du 
pôle  A. 

a35.  La  différentielle  de  l’arc  d’une  courbe  rap- 
portée à des  coordonnées  perpendiculaires  entr’elles, 
est  exprimée  par  l/dxa  -f-  dy2  (75)  ; en  y substituant, 
au  lieu  de  d ly*,  sa  valeur  tirée  de  l’équation  différen- 
tielle de  la  courbe  proposée , elle  prendra  la  forme  Xdx  ’ 
et  son  intégrale  donnera  la  longueur  de  l’arc  de  cette 
courbe.  Demander  la  longueur  de  l’arc  d’une  courbe  , 
c'est  demander  sa  rectification , parceque  la  solution 
de  ce  problème,  lorsqu’elle  s’obtient  exactement,  met 
en  état  d’assigner  une  ligne  droite  qui  soit  égale  à l’arc 
dont  il  s’agit. 

a36.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  paraboles 
des  divers  degrés,  représentées  par  l’équation  yz=pxn, 
n étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  : 
il  vient 

dy  = npxn~'àx , \/ dxa  -f-  dya  =dx\/ 1 -f-  “ ; 

l’arc  parabolique  sera  donc  exprimé  par 
/(i-f -n*p»xs"-*)ïd». 

Cette  intégrale  s’obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algé- 
brique , lorsque  l’exposant  an — 2 sera  égal  à l’unité  ou 
t'y  trouvera  contenu  un  nombre  exact  de  fois  (169). 

£oit  d’abord  an  — - a = 1 , il  en  résultera  n=| , et 
A 1 4-  ny**'1-3 ÿdx = ^ (1  +!„’*)*+  const. 
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la  courbe  proposée  sera  donnée  par  jjjquationjr  — px% 
ou  et  sera  parconséquentWmème  que  la  pa- 

rabole du  troisième  ordre  , qui  est  la  développée  de  la 
parabole  ordinaire  (99).  Si  on  compte  les  arcs  a partir 
du  point  où  x = o , on  aura 

■.  &[(■+*- y-} , 

En  faisant  successivement  2 n — 2 — — J . etc-  3 

viendra  n — 7 , \ etc.  ce  qui  montre  que  les  paraboles 

représentées  pl/les  équations^/**  , fC • 

sont  rectifiables;  à l'égard  des  autres  on  ne  peut  obte- 
nir leurs  arcs  que  par  approximation. 

pour  la  parabole  ordinaire,  dans  laquelle  n*=  2,  oü 

a/dx(i+4pVT  : Par  la  formule  du  n°  171  ’ 

on  trouve 

, - . T dx  . 

fdx  (1  +4p'xT==1Ml+4Pixiy+  y ’ 

m et  comme 

r —a  apx+/H:4pi?)+conit-(iG2)' 

J 1/1+4/*“  %? 

il  en  résultera 

AK. +4,-+=^C.+4^T+r;^+' **&&>+”*■ 

Telle  est  la  valeur  d’un  arc  quelconque  de  la  para- 
bole ordinaire;  on  peut  y supprimer  la  constante,  en 
faisant  commencer  l’intégrale  lorsque  x o.  ^ 

1 L’arc  des  hyperboles  données  par  l’équationy  =px"\ 

a pour  expression /x_B-",dx(xîr'"H‘  + n p ) > et  ne 

peut  s’obtenir  que  par  approximation.  J 
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a3j.  La  différentielle  de  l’arc  de  cercle  est 


lorsqu’on  part  de  l’équation  ^3  = a1  — x3  (y5),  et 

——===== , quand  on  emploie  l’équation 
y zax — Xx 

y*=aax — x3  ; sous  l’une  et  l’autre  de  ces  formes, 
son  intégrale  ne  peut  s’obtenir  que  par  approximation , 
et  j’en  ai  déjà  donné  plusieurs  déyeloppemens  ( 17  g )r 

a38.  Je  passe  à l’elLipse , et  je  prends  pour  équation 
b1 

de  cette  courbe  y'  — — (a3—  X1)  ; la  différentielle  de 

dxl/n* — (a3 — . 

«on  arc  sera- — - — : : faisant  pour  plus 

a\/dx~xA  r r 

de  simplicité  le  grand  axe  a = 1 , et  le  quarré  de  l’ excen- 
tricité a3  — * bu  = 1 — — b%  = e3,  l’arc  deviendra 


/ 


'dr  j/i  — e3x* 


— ••  Déjà,  dans  le  n°  180 , j’ai  rapporté 

y 1 — x3 

une  série  qui  donne  la  valeur  approchée  de  cette  in- 
tégrale, lorsque  e est  très-petit,  et  qui  conviendra  aux 
ellipses  peu  aplaties. 

f » t 

En  supposant  x ==  1 dans  cette  série  , et  met- 
tant — à la  place  de  l’arc  A qui  est  alors  de  v \ il 


vient 


1 / 1 

-Tl  1 

2 \ 2 


1 » t •.  1 . 3 . i . i . 1 . 3 3.5 


,a *.*■■*  •'J  x 

2. 2. 4- 4 2. 2. 4- 4 


.1.3  3.5  . \ 

. 4.4. 6*6 e etc> 


» , 

développement  très-convergent  lorsque  e est  une  petite 
fraction. 

Cale,  intégr.  Y 
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a3g.  La  différentielle  de  l’arc  elliptique  s’exprime 
d'une  manière  très-simple , au  moyen  de  l’arc  qui  lui 
rie  4 1 correspond  dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre.  Soit  EN=<p *,  fig.  42  » on  aura 

dx  ; 

CP  = x = sin  9 , -> = dff, 

y î — x“ 

r • * 

et  parconséquent 

d.BM—dq  {/ 1 — e*sin<pa. 

a 4®.  L’équation  de  l’hyperbole  étant 
y—  ^(x*— a*). 


on  a 


dx  y/Vaa+6*)xa — 04  1 j rf/  ..  „ , 

— ± — ■ — — pour  la  différentielle  de  son 


t / • • » 

. /'dxy/eaxa  — 1 . 

trouve  exprime  par  J — — et  peut  , 


dans  le 


a y/  a.-* — a* 

arc;  faisant  a = 1 , -f -b*  = e*,  cet  arc  se 

'Mr  y/ eaxa  — 1 

y/x“^ 

cas  où  e est  très-près  de  l’unité , se  développer  en  série 
par  un  procédé  analogue  à celui  du  180. 

241.  Il  me  reste  à parler  des  courbes  transcen- 
dantes. L’équation  de  la  cycloide  étant 


djd  y 
<jÿ  y/nay — y 


( 102  ) » 


on  en  tire 


\/  dx*  -f-  dy  — 


dy  y/ââ 


V/  an  — y 

différentielle  dont  l’intégrale  est 

= — 2 y/aa  ( aa — y ) -f-  contt. 
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Mais  il  est  évident  que  \/aa(aa — y)  est  l’expression 
de  la  corde  44  > du  cercle  générateur;  etno  44- 

comn*  la  partie  variable  de  l’intégrale  s’évanouit  au 
point  Ai  oùy  = 2a,  il  s’ensuit  qu’elle  exprime  l’arc  MK\ 

‘on  a donc  MK  = zmg , AK  — a qg  , et  pareonsé- 
quent  AM  = AK  — MK  = a (gq  — mg ) : ces  résul- 
tats s’accordent  avec  celui  du  n*  io3. 

242-  Pour  donner  un  exemple  de  l’usage  de  la  for- 
mule \/ u*dt*  -p  dua , qui  exprime  la  différentielle  de 
l’arc  d’une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires , 
(no),  je  prendrai  les  spirales  dont  l’équation  est 
u=s  at":  et  j’aurai  à intégrer  la  différentielle 

di ÿ'cfl**  -f-nW-*  = atn~l dt  ( tB  + n’)'.  * 

l 1 

Lorsque  n=  1 , on  a seulement  adf  (t*-f-  1 )*,  diffé- 
rentielle de  la  même  forme  que  celle  de  l’arc  de  la 
parabole  ordinaire  (236);  d’où  il  suit  que  c’est  à la 
rectification  de  cette  courbe  que  se  rapporte  celle  de 
la  spirale  d’Archimède. 

Dans  la  spirale  logarithmique  on  a t—\u,  ce  qui 
donne 

V/uM^-j-du*— duj/a;  l’arc  de  cette  courbe  a donc 
pour  expression  u const.  ou  seulement  u {/a,  en 

partant  de  l’origine  des  rayons  vecteurs  ; et  on  voit 
que  quoiqu’il  se  trouve  entre  cette  origine  et  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  une  infinité  de  révolutions 
elles  ne  composent  cependant  qu’une  longueur  finie, 
égale  à la  diagonale  du  quarré  fait  sur  le  rayon  vecteur- 
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7 De  la  cubature  des  corps  terminés  par  des 
surfaces  courbes , et  de  la  quadrature 
de  leurs  aires;  de  la  rectification  des 
cout'bes  à double  courbure. 

243.  Les  surfaces  courbes  que  les  Géomètres  ont 
considérées  les  premières , sont  celles  de  révolution , 
parceque  les  différentielles  de  leurs  aires  et  des  vo- 
lumes qu’elles  comprennent  ont  une  expression  plus 
simple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbes 
en  général. 


Soit  u le  volume  du  corps  engendré  par  le  segment 
ne.  (G.  yi Mp  ptg  } d’une  courbe  quelconque  AZ , tournant 
* autour  de  1 axe  AB  pris  dans  son  plan , il  est  évident 
que  ce  volume  terminé  par  le  plan  circulaire  décrit  par 
l’ordonnée  MP,  est  une  fonction  de  l’abscisse  AP-=.x. 
Si  on  prend  une  autre  abscisse  AP" , que  l’on  mène 
une  seconde  ordonné^  M'P'  et  les  droites  MR  et  SM', 
parallèles  à PP' , on  verra  que  le  volume  u s’accroît, 
de  celui  que  décrit  le  trapèze  curviligue  PMM'P' , en 
tournant  autour  de  PP' , et  que  ce  dernier  corps  , 
compris  entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectan- 
gles MP1  et  M'P,  diffère  d’autant  moins  de  l’un  et  de 
l’autre  que  les  points  M et  M'  .sont  plus  rapprochés  , 
enSorté  que  la  limite  des  rapports  de  ces  trois  corps  est 
1 l’unité  ; on  peut  donc,  lorsqu’il  s’agit  de  limites,  prendre 

le  cylindre  ' décrit  par  MP',  pour  le  corps  engendré 
par  PMM'P1.  Ce  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle 
décrit  par  le  rayon  PM— y,  son  volume  sera  'iy'A.PP' , 
en  nommant  ir  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia-‘ 
mètre  ; et  on  trouvera , par  le  raisonnement  tlu  n°  76 , 

que  rry* , d’oùu  zxTjfidx.  Lors  donc  qu’on  aura 


/ 
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F équation  de  la  courbe  AMZ , on  substituera  pour  y 
sa  valeur  enx,  et  l’intégration  fera  connaître  le  volume 
d’un  segment  quelconque  du  corps  engendré  par  cette 
courbe. 

s44-  Pour  trouver  la  différentielle  de  l’aire  du  même 
corps  , il  faut  observer  que  son  accroissement  , où 
l’aire  décrite  par  l’arc  MQM'  qui  s’approche  sans  cesse 
de  sa  corde  MM' , tend  à se  confondre  avec  l’aire  du 
tronc  de  cône  droit  décrit  par  cette  corde  ; et  en  pas- 
sant aux  limites,  on  peut  prendre  l’un  pour  l’autre. 
Mais  l’aire  «Ju  tronc  du  cône  droit  décrit  par  MM' , 
aura  pour  expression 

4 MM'  ( 2 rrMP  + 

= rrMM'  ( MP  -f  M'P'  ) ; 

et  en  la  comparant  à l’accroissement  de  l'abscisse  PP', 
on  obtiendra 

*?j^r(MP  + M'P'yy  . 

or  en  passant  aux  limites , M'P'  se  confond  avec  MP 
— \, y 1 + ^5  (75)  : donc  le  coef- 
ficient différentiel  de  l’aire  décrite  par  l’arc  AM  est 
égal  à 


et  parconséquent  2 7ty  ^ dx4  -f-  d^*  est  la  différen- 
tielle de  cette  aire. 

On  parvient  sur-le-champ  à cette  expression,  ainsi 
qu’à  celle  du  n°  précédent,  en  regardant  la  courbe  AMZ 

Y 3- 
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comme  un  polygone  ; car  alors  l’élément  du  volume 
est  le  cylindre  décrit  par  le  rectangle  MP' , celui  de 
l’aire  est  le  tronc  de  cône  décrit  par  le  côté  MM' . 


a45.  J’insisterai  peu  sur  les  applications,  qui  n’ont 
par  elles-mêmes  aucune  difficulté.  Si  on  prend  l’équa- 

b » 

tion  à l’ellipse  y*  = — ( 2ax  — x1  ) , on  trouvera  que 

le  volume  du  corps  qu’elle  engendre  en  tournant  au- 
tour de  son  grand  axe , ou  l’ellipsoide  alongé , est 

égal  à » puisqu’un  segment  de  ce  .corps  a pour 

expression 

J'  (aax — x“)dx=^-  -f-  const.  (243). 


Quand  a=b , le  corps  proposé  devient  une  sphère,  et 

l’expression  de  son  volume  est  > ainsi  qu’on  le 
« O 

trouve  par  la  Géométrie  élémentaire. 


Si  l'ellipse  était  rapportée  à son  centre , ou  qu’on 
b% 

employât  l’équation  y*  — — ( a1—  xa  ) , on  aurait  le 

même  résultat,  en  observant  que  pour, embrasser  le 
corps  entier , il  faudrait  prendre  l’intégrale  depuis  x=a 
jusqu’à  x— — a.  Le  volume  du  segment  serait  alors 


f — (as — x* )dx  = ^j  (3a’x — x3)  + const. 
et  on  aurait 


2 t bàx  \/ a*  — ( a*  »—  6“  ) x* 
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pour  l'expression  de  son  aire.  Cette  intégrale  se  rap- 
porte facilement  à l’aire  du  segment  circulaire  dont  « 

l’abcisse  est  a:  et  le  rayon  ; lorsqu’on  sup- 

pose a=k,  elle  se  réduit  à 

P 

/asradx  =s  a-wax  -f-  const. 

et  donne  , en  la  prenant  depuis  x = a , jusqu’à  x=* — a, 
faa*  pour  l’aire  totale  de  la  sphère. 

2 46.  Je  considère  maintenant  les  surfaces  courbes 
en  général , en  les  rapportant  à trois  plans  perpendi- 
culaires entr’eux,  au  moyen  des  trois  coordonnées 
AP  = x,\PM'=y,  M'M=z,Jig.  47.  rie.ft' 

Le  segment  APGMM'Q , ayant  sa  base  AMPQ  sur 
le  plan  des  x,y^t  terminé  parles  deux  plans  PM'  MG  t 
QM'MH,  resp^Kvement  parallèles  à ceux  des  , z , et 
des  x,  z,  et  par  la  surface  courbe  proposée , est  néces- 
sairement une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
x et  y ; il  peut  s’étendre  successivement  dans  le  sens  de 
chacune , ou  varier  par  rapport  à toutes  deux  simultaaér 
ment.  En  effet,  si  on  suppose  que  y demeurant  constant, 
x se  change  en  AP  -f-  Pp , ce  segment  s’accroîtra  de  la 
tranche  PGMM'm'mpg,  et  de  la  tranche  QHMM'n  nqh, 
ei  l’on  fait  varier  y seul  de  Qq  : enfin , si  x et  y de- 
viennent simultanément  AP  -4-  Pp  , AQ  -f-  Qq  , le 
même  segment  aura  alors  pour  limites  les  plan* 
plS' N g , qN'Ah , et  différera  de  son  état  primitif  par 
les  deux  tranches  déjà  énoncées  , et  par  le  prisme 
M'm'N'n'nMmN,  qui  n’est  autre  que  l’accroissement 
de  la  première  tranche , lorsqu’on  y fait  varier^  seul , 
et  celui  de  la  seconde  quand  , dans  cette  dernière, 
on  fait  varier  x seul.  ■ *' 

Y 4 


1 
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Pour  abréger  je  désignerai  respectivement  par  Pm  , 
Çn  et  M'N , les  deux  tranches  et  le  prisme  dont  je 
viens  de  parler  ; puis  je  représenterai  par  u la  fonc- 
tion de  x et  de  y qui  exprime  le  volume  du  segment 

APGMM'Q.  Cela  posé  , le  coefficient  différentiel  — 

* - cLr* 

relatif  a la  variable  x , donnant  la  limite  du  rapport 
de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui  de  cette  va- 
riable , sera  égal  à la  limite  du  rapport  de  la  tranche  Pm 
à l’accroissement  Pp  de  l’abscisse.  Si  on  fait  ensuite 
varier  j seul  ou  JQ,ce  qui  changera  Pm  en  Pm+M'N, 

le  rapport  p- , s accroîtra  de  la  quantité  -p—  ; et  le 

rapport  de  cette  dernière  avec  l’accroissement  Çqdey 

. du 

■ d -j— 

aura  évidemment  pour  limite  — C—  ou— - : on  con- 

dy  Æapdy 

naîtra  donc  ce  coefficiertt  différentie*i  on  parvient  à 
déterminer,  en  fonction  des  variables  x et  y,  la  limite  de 
M'N  . . J 

\ — .Or  le  prisme  M' Attend  sans  cesse  vers  le  pa- 

Pp'x  Qq  . ' " . ' 

rallélépipède  formé  sur  la  base  M'm'N'n'  et  l’ordonnée 
MM',  et  peut  en  approcher  aussi  près  qu’on  voudra  ; mais 
en  prenant  l'un  pour  l’autre  , puisqu’il  s’agit  dp  limites , 
on  substitue  M'm'^M’ b’xM' M , au  prisme  M'N  ; et 

comme  M'm'  = Pp' , M'n  — Qq',  le  rapport  — ^ ^ — 

PpXQq 

se  réduit  à Il  résulte  de  là  que  -= — = z\ 

dxdy 

et  que  pour  obtenir  le  segment  APGÛM'  Q , il  faut, 
par  1 intégration  , remonter  du  coefficient  différentiel 

à la  fonctîkn 
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247.  Quoique  le  coefficient  différentiel  soit  re- 
latif à deux  variables,  on  peut  néanmoins  parvenir 
à la  fonction  dont  il  dérive  , par  les  méthodes  données 
pour  l’intégration  des  fonctions  d’une  seule , parcespie 
chacune  de  ces  variables  est  regardée  comme  cons- 

d^W 

, , dau  d.c 

tante  à son  tour.  En  effet,  a cause  de  ^ 

, du 

ÜT- 

en  aura  ; dyz=zdy  -,  et  prenant  l’intégrale  de 
chaque  membre  , en  ne  considérant  comme  variable 
que  y seul , il  viendra  ^ = Jzdy , d’où  on  tirera 

~ dx  = dryidy  : 

intégrant  de  nouveau , mais  par  rapport  à x seulement , 
on  trouvera  u — fàxfzày. 

En  ne  considérant  cette  recherche  que  du  côté  pu- 
rement analytique , il  est  évident  que  la  constante  qu’il 
faudra  ajouter  pôur  compléter  la  première  intégrale,' 
peut  renfermer  x d’une  manière  quelconque  : que  celle 
qu’on  mettra  à la  suite  de  la  seconde  intégrale,  doit 
être  considérée  comme  une  fonction  quelconque'  de  y ; 
et  cela,  parceque  toute  fonction  de  x seul  doit  dis- 
paraître comme  une  constante  lorsqu’on  ne  différencie 
que  par  rapport  à y , et  qu’il  en  est  .de  même  de 
toute  fonction  de  y , lorsqu’on  ne  différencie  que  par 
rapport  à x. 

L’ordre  des  intégrations  est  indifférent  (122).  En 
«'occupant  d’abord  de  la  variable  x , o*n  aurait  eu 
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, du 
dau 


dxdy 


dx 

du 

dÿ 


~ ; et  de  là  on  aurait  tiré  successivement 
~fzdx,  u=fàyfzàx. 


Ce  résultat  et  le  précédent  s’écrivent  comme  il  suit  : 

u = ffzdydx , et  u=ff  zdrdy , 

en  faisant  passer  les  deux  différentielles  sous  le  der- 
nier signe  /,  ce  qui  est  permis,  lorsqu’on  observe  que 
chaque  signe  n'est  relatif  qu’à  l’une  des  variables  en 
particulier. 

Pour  éclaircir  et  confirmer  ce  qui  précède,  soit 
s = i 11  viendra 

La  première  succession  d’intégrales  donne 

/^=;arc(^HD+*;'  ' 

résultat  dans  lequel  X'  représente  unè  fonction  arbi- 
traire de  x,  ajoutée  pour  compléter  l’intégrale;  en 
intégrant  de  nouveau  par  rapport  à x,  et  faisant 
fX'dx  — X,  on  trouve 

*»  (»"6  =|) + x"] 

1 =/^arc('“S='l)+X 

L’intégrale  j'^zxc  ^tang  = ^ ‘s’obtient  en  série  j 
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= ^ son  dévelop- 

176);  et  comme  il 

faut,  après  cette  intégration  , ajouter  une  fonction 
arbitraire  de  y , en  la  désignant  par  Y , on  aura 
enfin 


En  opérant  dans  un  ordre  inverse,  d’après  la  se- 
conde succession  d’intégrales,  on  trouvera 


/^=*arc(,“8=f)  + r- 
= & G "c  (“°6  =j)  + 1"3 

=/f“c(“”6=|)+r; 

mais  si  l’on  observe  que 

arc  (tang  = |)  = ^-arc  (tang=*) 

on  aura,  après  la  dernière  intégration  et  l’addition 
d’une  fonction  arbitraire  de  x, 

(«*s=i)+r+x;  _ 

• 

et  comme  on  peut  comprendre  le  terme  - ly  dans  la 

fonction  arbitraire  Y,  ce  résultat , qui  se  changera  par 
.là  en 

V.  * , 

• I 

( 


en  mettant  au  lieu  de  arc  ^tang 

pemeat^— ^-f^s-etc.  I 
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ffé+?=  X + Y~f‘y  ar°  (“S  = i)  • 
sera  le  même  q*e  le  précédent,  ainsi  qu’on  peut  s’en 
convaincre  en  mettant  pour  arc  ^tang 
veloppement. 

248.  Lorsque  l’on  regarde  ffzàxày  comme  expri- 
mant le  volume  d’un  corps , il  faut  avoir  égard  aux 
limites  entre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  intégrale, 
et  qui  tiennent  à la  nature  des  surfaces  par  lesquelles 
le  corps  proposé  est  terminé  latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  corps  est  fermé 
par  quatre  plans  , parallèles  deux  à deux  aux  plans 
coordonnés  CAD,  ÊAD.  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  aux  abscisses  x = a,  x—a',  et  les  se- 
conds aux  abscisses^  — b , y — b' , on  prendra  l’inté- 
grale fzàx , depuis  xj=a,  jusqu’à  x = <z',eny  regardant 
d’ailleurs  y comme  constant  ; et  nommant  P le  ré- 
sultat obtenu , il  restera  à prendre  l’intégrale  JPày , 
depuis  y=  b , jusqu’à  y = b'. 

Lorsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement 
par  des  surfaces  courbes,  les  valeurs  extrêmes  de  l’une 
des  variables  sont  liées  avec  celles  de  l’autre  , ainsi 
qu’on  va  le  voir  dans  l’exemple  suivant,  où  il  s’agit 
de  trouver  le  volume  d’une  sphère  dont  le  centre  est 
en  A , et  dont  le  rayon  est  égal  à r. 

On  a x3  -f-jy3  4 - z3  = r3 , et  parconséquent 
ffzàxày  = ffàxdy,\/  r* — x* — -y%\ 
on  trouve  d’abord,  en  supposant^  constant  (161,  et  170) 

/zdx  = /dx  \/ r“  — Jt3 — y*=z^x\/  C — x3 — j3 
-f^Cr’-y)  arc(8in=^=). 


^ son  dé- 
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Ici  la  valeur  extrême  de  x est  représentée  par  QF , 
ordonnée  du  cercle  BFEC , suivant  lequel  la  sphère 
rencontre  le  plan  BAC  ; et  si  le  volume  cherché  doit 
être  terminé  du  côté  opposé  , par  le  plan  CAD  , il  est 
évident  que  l’intégrale  ci-dessus  devra  être  prise  de- 
puis x = o,  jusqu’à  ÇF.  Mais  QFe st  liée  avec  A Q, 
car  en  faisant  z = o , on  trouve  x1  -f -ya  = r*  pour  l’équa- 
tion du  cercle  BFFC(  d’où  il  suit  que  QF=\^~ j *-A<J-, 
et  parconséquent , pour  une  valeur  quelconque  de  y, 
les  valeurs  extrêmes  de  x sont  x = o et  x = \/ F — -y*. 


Le  résultat  obtenu  plus  haut  s?  réduit  à ^ (r* — y^), 

*T 

puisque  arc  (sin=  1 )=  — , et  l’intégrale  fdyfzdx 
devient 

|/ajK  c r*  — ,*)  = J ( 


Cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  grande  va- 
leur de^,  qui  dans  le  cas  actuel  est  AC^icr,  jusqu’à  la 
plus  petite,  que  je  supposerai  nulle,  en  fermant  de  ce 
côté  le  corps  par  le  plan  B AD  : le  volume  du  seg- 
ment AB  CD  , qui  est  la  huitième  partie  de  la  sphère, 

<3Tj*3  f ^ 

sera  donc  -g-  ; et  parconséquent  le  volume  de  la  sphère 

entière  sera  — . 

o • • 

Il  esf  à propos  de  remarquer  qu’on  peut  obtenir 
immédiatement  le  volume  de  tout  l’hémisphère  supé- 
rieur au  plan  BAC , en  prenanf  la  première  intégrale 

depuis  x — -f-  l/ — ya,  jusqu’à  x = — \/ r* — y1;  car 
dans  ce  cas’  les  valeurs  extrêmes  de  x se  terminent 
de  part  et  d’autre  à la  circonférence  du  cercle  BFEC , 


t 
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dont  AC  est  le  diamètre,  et  on  a la  valeur  complète 

de  fzàx  = - (r“y  — y*) . Prenant  ensuite 


fàyfzAx  — ^ ( ry—  j ) , 


depuis  y =s  r,  jusqu’à  ^ = — r,  c’est-à-dire  , depuis 
l’extrémité  C du  diamètre  du  cercle  DFEC , jusqu’à 
l’autre  extrémité  qui  tombe  derrière  le  plan  B AD  , 

2 77- 

—g—  , et  en  doublant  on  a , comme  ci-dessus , 


on  trouve 
far3 


pour  la  sphère  entière. 

kJ 

t 

' » ’ • 

n4g.  En  considérant  les  différentielles  comme  les 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables  ou  des 
fonctions  dont  elles  dérivent , il  est  évident  que  la 
valeur  complète  de  àyfzdx  est  l’expression  de  la 
tranche  FHQqhf,  comprise  entre  deux  plans  parallèles 
au  plan  ABD  des  x et  z ; mais  fi dx  étant  l’aire  de 
la  section  FHQ , il  s’ensuit  que  la  tranche  infiniment 
mince  FHQqhf  peut'  être  regardée  comme  égale 
à FHQ  X Qq  , c’est-à-dire à l’aire  de  la  courbe  qui 
lui  sert  de  base  , multipliée  par  l’épaisseur  Qq.  On 
voit  enfin  que  f Ayfzdx  exprime  la  somme  de  toutes 
les  tranches  semblables  comprises  dans  le  volume 
cherché. 


a5o.  En  général , s’il  faut  déterminer  la  portion  du 
corps  proposé , terminée  latéralement  par  le  cylindre 
rie.  élevé  perpendiculairement  au  plan  ABC  ,Jig.  48,  sur 
la  courbe  donnée  E'IS'  G' , on  prendra  l’intégrale  fzdx, 
depuis  x = AP , jusqu’à  x — Ap,  afin  t que  l’expression 
àyfzdx  devienne  celle  de  la  tranche  MM'IS'Nnn'm'm. 
Les  lignes  AP  et  Ap , respectivement  égales  à QM' 
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et  QN',  seront  données  en  fonction  de  4Q=y  , par 
l’équation  de  la  courbe  EfN'  G'  dont  elles  sont  les  abs- 
cisses; en  les  représentant  par  F (y)  et  f(y),  on  de- 
vra prendre  fzdx,  depuis  x=F(y  ) , jusqu’à  x -nzf(y~), 
ce  qui , comme  l’on  voit , introduira  de  nouvelles  fonc- 
tions de  y que  z ne  renfermait  pas , et  pourra  aug- 
menter ou  diminuer  la  difficulté  de  la  seconde  inté- 
gration. Pour  obtenir  ensuite  dans  celle-ci  la  valeur 
totale  de  l’espace  cherché , ou  la  somme  des  tranches 
dont  on  a déjà  l’expression  générale , il  faudra  prendre 
fdyfzdx , depuis  yxzAF  jusqu’à  y— JH,  valeurs  qui 
répondent  aux  limites  E'  et  G' , de  la  courbe  E'N’G' 
dans  le  sens  des  y (80). 

Il  pourrait,  arriver  que  le  contour  E'N'G',  au  lieu 
d’être  une  courbe  continue,  fut  l’assemblage  de  plu- 
sieurs portions  de  courbes  différentes  ; l'application  des 
principes  précédens  à ce  cas  est  trop  facile  pour  qu’il 
soit  besoin  de  s’y  arrêter. 


a5i.  On  parvient  à l’expression  générale  de  la  dif- 
férentielle de  l’aire  d’une  surface  courbe , en  imaginant 
cette  surface  partagée  en  zones,  telles  que  EGge,Jlg.  47>Tl0’  47* 
par  des  plans  parallèles  à l’un  des  plans  coordonnés, 
et  en  concevant  que  chacune  de  ces  zones  soit  décou- 
pée en  portions  quadrangulaires  MmNn , par  des  plana 
parallèles  à un  autre  plan  coordonné;  A l’inspection 
de  la  figure  on  voit  que  l’aire  DGMH  que  je  repré- 
senterai par  s , s’accroît  du  quadrilatère  curviligne 
GMmg  , quand  x augmente  de  Pp , et  que  ce  quadri- 
latère s’accroît  de  MmNn,  quand  y vient  ensuite  à aug- 
menter de  Qq.  Un  raisonnement  semblable  à celui  du 

n°  246 , fera  voir  que  la  limite  du  rapport  de  =- 


est  égale  au  coefficient  différentiel 


PpXQq 


dxdy' 


f 
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Pour  parvenir  à cette  limite  , on  observe  d’abord 
que  les  quatre  plans 

m'M  et  TS  'n , n'M  et  N'm, 


parallèles  deuxà  deux  aux  plans  des  x,  z et  des  y , z, 
qui  déterminent  le  quadrilatère  courbe  MmNn  , dé- 
vie- 4g.  terminent  aussi,  sur  le  plan  tangent  au  point  M,  Jig.  49, 
un  parallélogramme  MXYZ  , dans  lequel  toutes  les 
lignes  tirées  dti  point  M , seraient  tangentes  aux  diverses 
sections  que  feraient  dans  le  quadrilatère  courbe, 
des  plans  menés  par  l’ordonnée  MM' , et  auraient  avec 
les  arcs  de  ces  sections  un  rapport  tendant  sans  cesse 
vers  l’unité  (74)  j on  peut  donc  dans  la  limite  cher- 
chée , substituer  au  quadrilatère  courbe  MmNn , le  pa- 
rallélogramme MXYZ , qui  est  égal  à la  racine  de  la 
somme  des  quarrés  de  ses  projections  sur  chacun  des 
plans  coordonnés  (*)  : or  ces  projections,  formées  par 
des  lignes  parallèles  èntr’ elles,  sont  nécessairement  des 
parallélogrammes.  Celle  qui  se  tr^|ve  sur  le  plan  de 
x , y , est  le  rectangle  M'm'N'n'  exprimé  par  dxdy». 
En  menant  YY"  et  ZZ"  parallèles  à M’ri  et  à m'N',  on 
fdhuera  la  projection  MXZ"Y"  sur  le  plan  des  x,  z, 
égale  à H/rxM'm';  et  comme 

MY"  z=zn'Y—  M'M 

on  aura 


MX  Z"  Y"  = ^ dxdy. 

On  trouvera  d’une  manière  semblable  que  Ja  projec- 
tion sur  le  plan  des  y , z , est  dxdy  : on  aura 


_(*)  Cctlfe  proposition  est  démontrée  n°  Gi  du  Complément  des 
lUémens  de  Géométrie. 


donc 
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donc 


MXZ V=  dxdy [/ 1 + Ÿ'+p'+q'* 

i 

en  faisant  — P>  ^ = q î et  il  Viendra 


MX  Y Z 


daj 


^Â^V'+P'+f’ 


pp  x Qq  dxày 

Ceci  montre  que  l'aire  est  donnée  , comme  le  vo- 
lume , par  un  coefficient  différentiel  du  second  ordre , 
et  qu’on  obtient  l’un  et  l'autre  par  le  même  mode  d’in- 
tégration ; ensorte  que  dyfdx  \/ 1 -J-  p*  + q%  représente 
l’aire  de  la  zone  FHhf'fig.  47,  et  qu’on  a 

s —f dyfdx  y/ 1 ■+-  p%- f-  q*  — ffdxdy  y/ 1 q*. 

I 

a5a.  L’application  de  l’Analyse  à la  Mécanique 'con- 
duit souvent  à des  intégrales  de  la  forme  fffFdxàydz , 
qu’on  appelle  intégrales  triples , par  analogie  avec  celles 
de  la  forme  ffVdxdy  t désignées  sous  le  nom  d’inté- 
grales doubles.  Dans  les  premières,  là  fonction  V 
peut  renfermer  les  trois  variables  x , y , z,  considé- 
rées comme  indépendantes  les  unes  des  autres , en- 
sorte  que  t chaque  signe  d’intégration  ne  tombe  que 
sur  une  d’elles  en  particulier.  Il  est  aisé  de  voir  que 
ces  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d’une 
fonction  u , dépendante  de  trois  variables  x , y , z , 
et  dont  on  ne  connaît  que  le  coefficient  différentiel 

donne  par  lapa» on  car  on 

tire  de  là,  en  opérant  comme  dans  le  n°  247,  i*.  en 
regardant  x et^  comme  constant, 

Cale,  intégr.  Z 
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d % , _ , d2n  

, , — ~r~  UZ — G • i i — auZ  | 

d-cdydz  dxdy 


d*u 

dxdy 


=JTdz  + T\ 


T"  étant  une  fonction  arbitraire  de  x et  de  y,  ze.  en 
regardant  x et  z comme  constans, 


d u 
cLc 


=fdyfrdz+T'+S', 


T ' désignant  la  fonction  arbitraire  de  x et  de  y , résul- 
tante de  JT"dy,  et  S' une  fonction  arbitraire  de  x et  de  z ; 
3°.  enfin , en  regardant  y et  z comme  constans , 


^ dx = du  = àxfày/Fdz  -f  T'dx +S'dx 
=xfdxfdy/J'dz -f-  T-t-S-j-R, 


T et  5 représentant  des  fonctions  arbitraires  résultante» 
de  fT'dx  et  de  fS'dx,  et  R étant  une  fonction 
arbitraire  de  y et,  de  z : l’intégrale  complète  renferme 
donc  trois  fonctions  arbitraires , savoir  : une  de  x et 
de  une  de  x et  de  z,  et  une  de  y et  de  z.  En  réu- 
nissant les  différentielles  sous  le  dernier  signe  d’integra- 
tion ; fàz  fdy  f Vdx  devient  fjJFdxàyàz,  et  a,  sou* 
cette  dernière  forme,  la  raênle  signification  que  sous  la 
v précédente. 

- Cet  exemple  suffit'  pour  montrer  comment  on  re- 
tiendra du  coefficient  différentiel  d’un  ordre  quel- 
conque d’une  fonction  de  plusieurs  variables,  à cette 
fonction  elle-même.  Les  fonctions  arbitraires  intro- 
duites ici  n’ont  rapport,  comme  dans  le  n°  247, 
qu’au  cas  où  les  intégrales  sont  prises  entre  des  limites 
pour  lesquelles  les  variables  x‘,y  et  z,  sont  indépen- 
dantes les  unes  des  autres;  mais  il  arrive  le  plus  sou- 
vent que  l’intégrale  relative  à z doit  être  prise  de^ 
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puis z = F( x,  y)  jusqu'à  z = f(x,y),  F et/étant 
des  fonctions  données,  l’intégrale  relative  & y , depuis 
y — F,  (x)  jusqu’à  y =/,  (x) , et  enfin  l’integrale  rer 
lative  à x , depuis  xs=-a  jusqu’à  x — d. 

De  l’ intégration  des  équations  diffèrent 
tielles  à deux  variables. 


De  la  séparation  des  variables  dans  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre. 


s 53.  Dans  ce  qui  précède , j’ai  supposé  que  les 
coefficierts  différentiels  étaient  exprimés  immédia- 
tement par  le  moyen  de  la  variable  d’où  dépend  leur 
fonction  primitive;  mais  le  plus  souvent  on  n’a  qu’une 
équation  différentielle  qui  fenferme  ces  diverses  quan- 
tités. Pour  le  premier  ordre,  l’équation  différentielle, 
lorsqu’elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à dx  et 
à dy',  a nécessairement  la  forme  ü/dx-f-i\rd_y  = o,  et 
elle  exprime , ainsi  qu’on  l’a  fait  voir  n°  38 , une  re- 
lation entre  la  variable  x,  la  fonction  y*  et  son  coeffi-» 

cient  différentiel 

dx 


Le  moyen  qui  s’est  offert  le  premier  aux  Analystes  , 
pour  découvrir  l’équation  primitive  dont  celle-ci  tire 
son  origine,  a été  de  chercher  à séparer  les  variables, 
c’est-à-dire,  à ramener  l’équation  A/dx-f-A'dy=o  à la 
forme  Xdx-pldy=o,  X étant  une  fonction  de  x seul, 
et  Y une  fonction  de  y seul.  En  effet , lorsqu’on  est 
parvenu  à ce  point,  les  termes  Xdx  et  Yây  s’intégrent 
par  les- méthodes  enseignées  précédemment;  et  on' a 
fXâx-j-fYdy  ==£’,  C désignant  une  constante  ar- 
bitraire. 

Z a 


) 
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s5 4-  Pour  donner  un  exemple  des  cas  où  l’équa- 
tion différentielle  se  présente  immédiatement  sous  la 
forme  ci-dessus,  soit  xmdx-f-^ndy  = o-;  on  trouvera 

j^JTH-1  yH-f-l 

sur-le-champ  — f-  , — = C. 

4 >T1 I 1 *1 1 • 


Si  l’équation  proposée  était  ydx  — xày  — o , la 

séparation  serait  facile  à effectuer,  car  on  voit  qu’en 

..  . , di  dv 

divisant  par  xy , on  trouverait— — o;  prenant 

séparément  l’intégrale  de  chaque  term^de  cette  der- 

OC 

nière,  on  aurait  lx — 1 y—C,  ou  l-=  C : et  puisque 

l’on  peut  regarder  la  constante  arbitraire  comme  un 

oc  *■ 

logarithme,  on  en  conclurait  1^  = le.  En  passant  aux 

OC 

nombres,  il  viendrait  - = c , ou  x = cy. 

Après  cet  exemple,  on  reconnaît  sans  peine  que  la  sé- 
paration des  variables  s’effectuera  de  la  même  manière 
dans  les  équations  Fdx — Ady=o,  XY, dx — FA,dy=o  ; 
car  la  première  donne 


et  la  seconde 


dx  dy 

X T~0’ 


Xdx  Fdy 

— - _ o. 


En  général,  si  lorsqu’on  prend  la  valeur  de  dans  l’é— 

qnation  proposée , on  trouve  ^ = XY,  il  est  facile 
d’en  tirer 


3* 
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Xdr  — y = °, 

et  parconséquent 


a55.  Il  y a encore  un  cas  très-étendu  où  l’on  sé- 
pare facilement  les  variables,  t’est  lorsque  M et  N 
sont  des  fonctions  homogènes  dexetdey.  Ons’appuye 
pour  cela  sur  ce  que  , si  dans  une  fonction  algébrique 
des  quantités  x,  y,  z , etc.  où  la  somme  des  exposons  de 
chacune  de  ces  lettres  est  lamême  pour  tous  les  termes,  et 
égale  à m,  on  substitue  Px à y , Qx  à z , etc.  le  résultat 
sera  divisible  par  xm.  En  effet  un  terme  quelconque  de 
cette  fonction  étant  de  la  forme  Axnyfr?  etc.  deviendra 

par  la  substitution  indiquée  APrQi xn . 

mais  par  l'hypothèse  on  a dans  tous  les  termes 
n -f-p  -f-<7  -f  etc..,.  = /u,  donc  xm  sera  facteur  com- 
mun. Il  suit  delà  que  si  la  fonction  proposée  était 
égalée  à zéro  , ou  bien  qu’elle  Çit  une  fraction  ayant 
pour  numérateur  et  pour  dénominateur  deux  polynômes 
homogènes  du  même  degré , la  quantité  x disparaîtrait 
entièrement  du  résultat. 

D’après  ce  qui  précède,  il  suffit  de  faire  y ~xz , 
pour  séparer  les  variables  dans  l’équation  Màx  -f-  /Vdy=o  ; 
en  effet , les  fonctions  M et  N prennent  la  forme  Zxm, 
Z.x"1,  Z et  Z,  ne  renfermant  que  la  nouvelle  va- 
riable z,  et  comme  dy=  zdx  -f-xdz  , il  vient,  en  di- 
visant par  xm,  Zdx-f-Z,  (z.dx  -j-xdz) — o , résultat  qu’on 
peut  mettre  sous  la  forme 

dx  Z,àz  * 

T+Z-f-z^J“0, 

et  dont  on  tire 

Z 3 
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T— 4-  C z,da  — C 

. J x^JZ  + zZ,  ‘ , 

J’appliquerai  d’abord  cette  transformation  à l'équar- 
tion. 

xdx  -f-^ydy = nydx , 

qui  devient 

(x — nÿ)dx4--ydj=o; 

en  passant  tous  les  termes  dans  un  membre , j’aurai 

Z=i  — nz,  Z,  = z et  f—  + f- — Z<kj  — à'=  C , 

J x J i — nz  -j-  z . 

ou  lx  + f — = C.  L’intégrale  f- — z^z 

' J î — nz+z*  b J î — nz+z1 

peut  simplifier  en  observant  que 


zdz 


î 2zdz — ndz  , î ndz 
i • TT  " 


, i — nz-j-z * ai — nz  + z a 1 2 1— nz-f-z*' 

car  il  vient  alors 

A 

ndz 


lx  + -l(i  — nz-fsa)+!  f— 
a * 1 J u J î- 


- nz-j-z' 


= C. 


L’intégrale  qui  reste  à obtenir  dépendra  des  loga- 
rithmes si  - > î , des  arcs  de  cercle  si  - <T  î , et  sera 
a - 2 

algébrique  si  2 = i.  Je  ne  rapporterai  que  le  résultat 
relatif  à ce  dernier  cas  : f- — - devient  alors  ; 

J ^ n <r  I /r* 


Xiz  + Z* 

/(Sj-.=rb  i (.-«+»•)=!  o-)i. 

j 

et  on  a parconséquent  lx-f  1 (î — z)-j = C,  ou  v 


i— *a 
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1 (x—y)  H — C,  en  remettant  pour  .z  sa  va- 

x—y 

leur  z —2. 

OC  ' 

Le  terme  peut  être  changé  en  un  logarithme  y 

x—y 

en  observant  que,  par  la  définition  des  logarithmes 
népériens,  une  quantité  quelconque,  U,  est  le  logarithme 
du  nombre  eu;  et  d’après  cette  remarque,  on  écrira 
l’équation  précédente  sous  la  forme 

*-  X 

1 (x—y)  -f-  le*-?  = le , 
dont  on  déduit  successivement 

T * 

1 . (x  —y)  =lc.  et  (x — -y)  e*~?  = c. 

11.  est  à propos  de  faire  attention  à cette  manière  de 
passer  des  logarithmes  aux  nombres , pareequ’on  l'em- 
ploie souvent. 

Soit  encore  à intégrer  l’ équation 

xdy  — y»dx = dx  \/  x*— f-y'*. 

En  faisant  y = xz , et  divisant  par  a:  tous  ses  termes 
réunis  dans  un  seul  membre , on  trouvera 


dx  y x -{-a*  — xdz  = o, 
ce  qui  donnera 

dx  ds 


x 


: O. 


Vi+z* 

On  obtiendra  ensuite , par  l’intégration  de  chaque  terme 
en  particulier  . 


lx— lÇz+v/i+^^c,..  ou,  ■;  ?•—==  : 

z+yi  + z * 

1 Z 4 


c ; 
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etremettant  pour  z,  sa  valeur-^-,  il  viendra 


en  multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre 

par  y — l/x’-f/  : faisant  disparaître  le  radical,  on 
aura  enfin  xar=c3-f-acy. 

s5S.  L’équation  * 

(a  -f -mx+  ny)  dx  -f-  (ô  -f  px  + qy)  dy  = o 


peut  facilement  être  rendue  homogène.  En  substi- 
tuant t-j-et •,  à la  place  de  x , et  u- f-Æ  à celle  dey, 
on  a dx  = df,  dy  = du , et 

on  fait  disparaître  les  termes  constans , «n  posant  le» 
équations  a-f-m<*-f-nÆ=o  , Z>-j-p«-f-q$— o , au  moyen 
desquelles  on  détermine  les  quantités  a et  £ , et  il  . - 
reste  alors  l’équation  différentielle 

(mt-f  nu)dt+  (pf-f-qu)  du  = o, 
homogène  par  rapport  aux  nouvelles  variables  u et  t. 


La  transformation  précédente  est  la  même  que 
celle  dqnt  on  se  sert  pour  changer  l’origine  des  co- 
ordonnées sur  un  plan  ( Trig.  116);  elle  ne  donne 
aucun  résultat  quand  mq — np=o , cas  auquel  les  va- 
leurs de  a.  et  de  R deviennent  infinies  ; mais  alors  on 

a q = ^ , et  parconséquent 

P*+ <iy  = jg  (rox+ny)  ; 
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l’équation  proposée  se  changeant  en 

ndj;  -f-  bdy  -f-  (mx  -f-  ny ) (dx+e<ij,)=o. 


il  suffit  de  faire  mx  -f -ny  — z,  pour  y séparer  lês  va- 
riables. 

En  substituant  cette  valeur , ainsi  que  celle  de  dy , 
qui  en  résulte,  et  dégageant  dr,  on  trouve 


dx  -f- 


(bm-f-pz)dz 


amn  — bnf  -f-  ( mn  — pni)z 


= 0: 


l’intégrale  de  cette  équation  renfermera  des  logarithmes, 
excepté  dans  le  cas  de  mn — pm  — o,  où  elle  sera 

_ 1 nbmz  + pz*  _ 
a(amn — ùm“) 

La  transformation  employée  dans  ce  dernier  cas  a 
changé  l’équation  proposée  en  une  autre  qui  ne  con- 
tient plus  qu’une  des  variables  ; et  il  est  facile  de  voir 
que,  quelle  que  soit  l’équation  sur  laquelle  on  ait  produit 
cet  effet,  ori  pourra  lui  donner  la  forme  dx-f-Zdz=:o, 
Z étant  une  fonction  de  z seul,  et  qu’on  en  ti- 
rera x -f-  / Zdz  = C. 

257.  La  séparation  des  variables  s’opère  d’une  ma- 
nière très-simple  sur  l'équation  dy  -f-  Pydx  — Çdx  , 
dans  laquelle  P et  Ç désignent*  des  fonctions  quel- 
conques de  x.  En  y substituant  Xz  et  zd^Y  -f-  Xdz,  au 
lieu  de  y et  de  dy , elle  devient 

zdA'  -f  Xdz  -f-  PXzdx  = Çdx. 

La  quantité  X étant  considérée  comme  une  fonction 
indéterminée  de  x,  il  est  permis  d’en  disposer  pour 
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partager  l’équation  précédente  en  deux  autres  oà  le* 
variables  puissent  se  séparer  ; or  il  est  facile  de  voir  que 
cette  condition  sera  remplie  si  on  fait  Adz-f-  PXzdx=o , 
ce  qui  donne  zdAi=Çdr.  En  divisant  la  première  de 
ces  équations  par  X,  elle  se  réduit  à dz  -f -.Pzdx  = o ; 

• dz  , 

on  en  tire (-  Pdx  — o,  lz  -j - f Pdx  = o , et  en 

2»  \ 

passant  aux  nombres  z=e— • fPdx\  on  néglige  ici  la 
constante  arbitraire , parcequ’il  suffira  d’en  ajouter 
une  à la  fin  de  l’opération.  Prenant  ensuite  la  valeur 
de  dX  dans  la  seconde  équation , après  y avoir  sub- 
\ *titué  celle  de  z que  l’on  vient  de  trouver , on  aura 

dX = efPdxQàx , X=fefPdxQdx  + Ct  „ 

% ’ ^ 

et  parconséquent 

y = e~fPdx  { fefPJxQdx  + C). 

L’équation  dy  -f-  Pydx  — Çdx  est  remarquable 
parceque  la  variable^  et  sa  différentielle  ne  s’y  trou- 
vent qu’au  premier  degré;  et  on  l’appelle,  à cause  de 
cette  circonstance,  équation  linéaire  <ju  premier  ordre, 
dénomination  que  j’ai  cru  devoir  changer  dans  celle 
d'équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  (*) . 

a58  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupés  du 
Calcul  intégral,  classaient  les  équations  différentielles 
par  le  nombre  de  leurs  termes.  Dans  celles  qui  n’en 


N 
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ont  que  deux  et  dont  la  forme  est  parconséquent 
@ufzhdz  — Au'zfàu  , les  variables  se  séparent  sur- 
le-champ  , puisqu’on  en  tire  Hzh~fàz  = <iu,_*du  ; 
mais  il  n’en  est  pas  de  même  des  équations  à troiB 
termes,  comprises  dans  la  formule 

yüzkdz  -(-  liu(zhàu  = au' 2/ du. 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  divi- 
sant tous  ses  termes  par  yu'zf  ; elle  deviendra 


» > <• 

zl~f ds  + - uS~‘zh~fdu  = - u'~'du  ; 

y y 

supposant  ensuite 


d.y 

dx 

g— *+* 

on 

aura 

zk~f+l=:yy 

Ug-ri+>  — X , 

et 

J (g— ■ <-+')yJ 

_(k 

(g—* *+»)> 

en 

faisant  pour  abréger 

(.*—/+»)  f r 

cw+o» 

Cg-i+i)y~p’ 

(g— 1+0>  ’ 

h-f 

g 

t 

■ 1 > 

g— H-l 

il 

en  résultera  l’équation  dj'-f-èyBdx:=:axmd.r. 

a5q.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  qui  rentre 
dans  l’équation  du  premier  degré , est  celui  où  n=2.  On 
tombe  alors  sur  l’équation  d y -f-  iysdr  = cxmdx  , 
.traitée  pour  la  première  fois  par  Riccati , Géomètr# 
italien , dont  elle  a conservé  le  nom. 
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Les  variables  se  séparent  immédiatement  dans  cette  - 
équation,  quand  m=o;  elle  devient  d^4-èyadx=adr, 
et  donne 

H-. — — _ LT  _ ày  ■ > & i 

a by%  2\/ a\—\/ a-\-y\/ b [/a — y y/i_I’ 

On  trouve , en  intégrant , 


( V~aJryV'b\ 
\ v7 a—y  Vï) 


+C. 


Pour  chercher  à rendre  la  même  équation  homo- 
gène , on  fait  y = z*  ; elle  se  change  en  « 


kzk  ’dz-f"  bz1''àx  ~ axmdx, 

et  prendra  la  forme  demandée , si  h — i=ak  = m,  ce 
qui  donne  k = — 1 , et  suppose  qu’on  ait  m = — a ; 
il  vient  alors 

dz  bAx adx 

• Z1  ' Z*  X* 

260.  Je  ne  m’arrêterai  point  à l'intégration  de  cette 
dernière  équation  ; mais  je  passerai  à une  transfor- 
mation plus  générale,  celle  qui  résulte  de^=:  y/xp-f-x?z. 
On  trouve  dans  cette  hypothèse 

dj-  = (p^xp—1  -f-  qx*~'z  ) dx  -f-  x^dz 
^adx  = ( A*x?p  -f-  uAx^z  -{-  )dx, 

et  parconséquent 

x*d  z -j-  ( qx*~ ' + 2 bAjsP^ + èx“?z  ) zdx 

+ ( pAxf~'  -f-  bA%x‘1’)  dx= axmdx. 

Cette  équation-  se  réduira  elle-même  là  trois  termes, 
si  on  a les  suivantes 


* 
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p—i=ap,  pA+bA*= o,  q-i=p-j-q  1 q+abA=zo. 

La  première  et  la  troisième  s’accordent  à donner  p • 

on  tire  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  A = j>,  qxz a , 

valeurs  qui  conduisent  à y = + — , 

J bx  x% 

x- * dz  -f-  bx~*z2 dx  3=  axmdx  , 

_ . dx 

ou  dz  -}-  bza  — = oxm+sdr. 

Xr 

Par  ce  moyen  l’équation  proposée  sera  réduite  à l’ho- 
mogénéité , si  m= — a;  et  il  montre  de  plus  qu’on 
pourra  séparer  les  variables  si  m~  — 4,  puisqu’on 
aura  dans  ce  cas 

j i / <dr  dz  , dx 

àz+(bz*-a)-=:o,  onlF—  + - = o. 

« • f]  .7^ 

Si  dans  l’équation  dz  -f.  bz*  -r-  ~ axm+* dx  on 

Xr 

fait  z = \,  il  viendra 

— dy'-f-è  — =£ty'*xm+adx,  oudy-f-aj/*xm+5dx==è<^  ; 

* f z 

dx' 

posant  ensuite  xm+adx  = — — = , on  trouvera 

771  — p O 


1 

xm+3=x',  dx= — r-=x'  ">4-3  dx', 

771 -f- 3 * 

O m h m+t 

dy'  4 v'3dx'  = x!~  m+3  dx  ■’ 

J ^771  + 3^  7714-3  * 

• 7 | ■ » 

puis,  faisant  pour  abréger 
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F = *', 


.a'  et  — 


m -f~  4 . 
m-f-3 


: 771 


771+3  ’ 771+3 

on  tombera  sur  l’équation 

d/  + ty  ad  / = a'x"n'dy 

semblable  à la  proposée,  et  parconséquent  suscesptible 
des  memes  transformations  : la  séparation  des- variables 
y'  et  od  sera  donc  possible  , après  la  substitution  de 

ÿ = si  m'-~4- 

Si  cette  condition  n’avait  pas  lieu  , on  ferait  encore 
dans  la  transformée  en  z' , 


1 -r’mr+3  — ~ff 


a'* 


ni  + 3 


— b " — 


b'  ■ 


ni  +3 


nï + 4. 

ni'  + 3 


: 771 


la  similitude  de  ces  expressions  avec  les  précédentes , 
conduit  nécessairement  à l’équation 

d/  + b"fiàx"~a‘,jfn‘,àx",  * 

encore  semblable  à la  proposée,  et  susceptible  de  la 
Séparation  des  variables,  quand  /«"  = — 4- 

En  poursuivant  de  cette  manière  , on  parviendrait  à 
une  équation  Séparable,  si  dans  la  suite  des  exposans 


, tti  + 4 

77ljnt  771 


m 


,V  


771  + 3* 

77l'+4 
"+3* 


m'  + 4 • 

771*  +*  3 * 


etc. 


771 


il  s’en  trouvait  un  égal  à — 4-  En  supposant  succes- 
sivement que  ce  soit  m,  Tft! , m”,  tTi-,  etc.  on  obtient 
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pour  m les  nombres  — 4>  — f > — '~v' — T>  etc.  com- 
pris dans  la  formule 

4i 

m — 

i.  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

On  peut  effectuer  dans  un  ordre  inverse  les  deux  trans- 
formations employées  ci-dessus , faire  d’abord  dans  la 

proposée^  =^7,  ce  qui  donnera 

. dy'-f-fly'*xmdx=Mx> 

et 

V+>=x',  — — — a,- 

l m- f- 1 . m-f  1 


m 


rn-j- 1 


d’où  il  résultera 

dy  -}-  b'y^dx'  = ax'm'àx'  ; 

posant  ensuite 

y'-  J_  + -£. 

y — b'x'  ^ x‘ * » 


on  arrivera  à l’équation 
dont  on  ^parera  les  variables  lorsque,  m'—  — 4. 


d tI  + b'z'*  ^*r=  a'xm/+1dx' , 
r x,a  * 


Faisant  ensuite  2I  — —7,  et  continuant  les  transfor- 

y • 

mations  dans  cet  ordre  , on  passera  par  des  transformées 
où  les  exposans  de  la  lettre  x seront 


m 


m 


- / , 

m - f-  x 


m 


m"  -f-  i 


, etc. 
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Si  on  les  fait  successivement  égaux  à — 4*  A résultera 
pour  m , les  nombres 


» " 12 

“ 3 y 5 J 7 > 


etc. 


qui 


i sont  compris  dans  la  formule  m = — 


4* 


2i-f-  1 


il  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède , que  l’équation  de 
Riccati  est  séparable,  quand  l’exposant  m= — a,  et 

— 4i 

lorsqu’il  rentre  dans  la  forme 


On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples  ; 
mais  toutes  ces  équations  particulières,  d’une  forme 
bizarre  le  plus  souvent , ne  se  rencontrant  jamais  dan» 
les  applications , n’offrent  auèun  intérêt  : je  passerai 
donc  à une  autre  méthode,  due  à Euler. i 


Recherche  du  facteur  propre  à rendre 
intégrable  une  équation,  différentielle 
du  premier  ordre. 

261 . Il  faut  se  rappeler  qu’une  équation  différentielle 
n’est  pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la  différen- 
tiation d’une  fonction  de  deux  variables , mais  qu  elle 
résulte  en  général  de  l’élimination  d un  inconstante 
arbitraire,  entre  l’équation  primitive  dont  We  tire  son 
dtigine , et  la  différentielle  immédiate  de  cette  équa- 
tion (43). 

L’élimination  s’effectue  sur  le  champ,  lorsque  1 équa- 
tion primitive  est  sous  la  forme  u=c,  u désignant  une 
fonction  quelconque  de  x et  de  y ; car , en  différen- 
tiant , on  a du  = o.  Si  la  fonction  du  ^ a aucun  fac- 
teur par  lequel  elle  ait  pu  être  divisée , elle  conser- 
vera 


) 
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vera  toujours  la  forme  de  différentielle  complète  à deux 


variables;  et  l’équation 


d “ü 


(122)  fournit  le 


dxdy  dydr 
moyen  de  reconnaître  cette  forme  : car  quand  on  a 

du  = Màx  -f- A’dy, 

il  en  résulte 


du  du  ' dau 


d M 

ày 


àN 

dx  ’ 


et  parconséquent 


d M 


dAr 

: dx’ 


Il  faudra  donc  que  toute  fonction  Mdx  -f-  A7d_y  , 
lorsqu’elle  sera  une  différentielle  complète , rende  iden- 
tique l’équation  ci-dessus  ; et  lorsque  cette  condition 
sera  remplie  , il  sera  facile  de  remonter  à son  inté- 
grale, puisqu’aîors  on  aura  M Ar  = et  que 

l’on  en  déduira  la  valeur  des  différentielles  partielles. 
En  prenant  celle  de  la  différentielle  relative  à x,par 

exemple,  il  viendra^  dx=3/dx  , et  parconséquent 

u=fMàx-j-Y.  On  ajoute  dans  ce  cas,  comme  dans 
celui  du  n°  247,  une  fonction  arbitraire  de  y , puis- 
que l’intégration  n’a  eu  lieu  que  par  rapport  à l’ûne 
des  variables  ; mais  ici  cette  fonction  se  détermine  , 
parce  que  la  fonction  u doit  satisfaire  à l’équation 
àu 

d y 

L’équation  u —fMàx  -f-  F'donne  • 
du  àfMdx  , dK 
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représentant  fMàx  par  v , on  aura 


du_dv  dV  _ 
<îy“dy+  dy  — * 


d’où  on  tirera 


et  en  intégrant, 


ir-iy-*: 

dy’ 


y=Kn-%)  *■' 


dv 


dy  J 

on  trouyera  donc 

u=z/Mdx+  f Çn  dy  : 

telle  est  l’intégrale  de  la  fonction  proposée. 

Ce  résultat  fait  voir  que  la  fonction  N — ^ ne 

doit  renfermer  que  la  seule  variable  y , sans  quoi 
il  ne  serait  pas  vrai,  comme  on  l’a  supposé,  que  Mdx' 
et  /Vd y fussent  les  différentielles  partielles  d’une 
même  fonction  u ; et  *en  le  développant  il  conduit  à 

l’équation  de  condition  , trouvée  précédem- 

ment par  une  considération  inverse. 

j.  ...  , \ dv  dfMdx  P „ 

Il  est  évident  que  pour  obtenir  ^ — , il  raut 

substituer  y -f-d_y,  pour  ^ , dans  la  fonction  fMàx  , 
qui  deviendra  alors 


J " dy  + etc.^  àx=fMàx  -f 

J'  ^dxdy  + etc.  = / Mdx  -f-  dy f'~^~  dx-f-etc. 
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puisque  le  signe  f n’est  relatif  qu’à  la  variable  x ; 
on  aura  donc  . 

àfMàx  _ fàMûx 

J dy 


dy  J dy 

substituant  cette  yaleurde^ ,dans  Y=J'(^N — 
il  viendra 

r=f(K-f^h-  , 

En  prenant  les  différentielles , d’abord  par  rapport  à y , 
on  trouvera 


/ 


dF 

dy 


[ M 


et  différentiant  ensuite  par  rapport  à x , on  aura  enfin 
diV  d M 
AJ 


va  iw  r + \ 

ai— !:=“(*). 


(*)  L’équation  ^'^Z  — d* , renferme  le  théorème 

donné  par  Leibnitz  pour  difFérentier  août  le  signe  f.  Il  appelait 
ce  procédé  differentiatio  de  curud  in  curvam , parceque  dans  la 
question  qu’il  se  proposait  de  résoudre , il  passait  d’une  cotfrbe  A 
une  autre  de  la  même  espèce , en  faisant  varier  une  constante. 

Le  théorème  de  Leibnitz  peut  se  déduire  immmédiatement  de 

l’équation  puisque  si  l’on  fait  u~J MAx , on  aura 


du  ,r 

ÏX  = M' 


d’u  _AM 

dxdjr  djr  ’ 

et  ensintégrant  par  rapport  h x,  on  trouvera 

dû  /"AM 


/‘d’u  _ /'“d’it  . du  rAM  , 

dxdy  —J  d/dj;  X~Ajr~J  dy 

Aa  a 
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36a.  La  fonction étant  écrite  ainsi  : 

- • ' 


du  = — «* — cLc  ■ 

. **+ya 


dy 


donne  successivement 

y 


M= 


. N — . 

x*+y“ 
à M x3— y 

ày  “(**+ y)* 


X 


xa-|-y* 

AN 

1 dx 


fMAx— 


A 


: arc 


:(tanSx=?),  • 

d’où  u = arc  ^ tangjQ  -f-  Y. 

Différentiant  et  faisant  tout  varier,  on  trouvera 

. ’ -, 

c i-"'  . ’ v*  ■ , 

comparant  avec  la  fonction  proposée,  on  aura 

« _ 4*  m 

dF=to,  d’où  Y — corut. 

+ • -r  * 

' ■ '♦ 

ef  parccmséquent 

— arc  (tangî)  -{-  const.  (*) 


• ■*  • "»  , 

(*)  Je  me  sois  arreté  sflr  celte  intégration , parcctju'elle  sert  d« 
base  & une  démonstration  tris-»  iégante  ùu  principe  de  la  compo* 
»i lion  des  forces,  donnée  par  Luplucc  dans  sa  Mécanique  céleU *» 
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Soit  encore  l'équation 


r y»dx  yày  , Qlx-xdy  ) y/x» -f- y»  , dy  ' 

; x3 .1  a\  ■ ' T ~ ' ay  ®* 

En  la  comparant  avec  la  formule  Mdx  +i\Tdy  = o,’ 


on  a 


n=*±y+y/jf-V‘,  N^ry-^^+r+x, 

x*  ~s.y 


«t  cm  trouve 


d 3f_  ay  -f-  j/V  -f-  ya  f y 

Ay  x3  ^xV^N1^' 

* ’ 

diV  ' ay-{-  a V^x*  -{-y*  as 


x»v/**^bÿ  ’ 


ees  valeurs  étant  égalées  entr  elles  et  réduites,  donnent 

* 

\ d M d TV ay  x»-f-  ay»  . 

- dy  “ dx  — je3 

et  parconséquent  l’équation  proposée  peut  s’intégrer 
immédiatement.  On  obtient  d’abord  , 

1 PWx  z=\x  — +y fÿ  y x^-f-y*; 


mais 


V kV+y 


SX* 


. .1(—.y  + v/«‘  + ^): 

* ® O» 


X 

Aa  3 
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donc 


On  trouve  ensuite 


Ar_dv: 

dj—  2X* 


11  X 


._ ; 

ax^l/V-fy 

. 1 4.1ji  ' 

*:  2 \/  xa  -f-y*  ,s.y  ay 


et  enfin  Y=z~]y,  d’où  il  résutte 

«=^-4-îsS2  ■ r 


'-va+i 


La  forme  de  cet  exerr^le  était  trop  compliquée  pour 
qu’on  pût  y reconnaître , par  la  seule  inspection , une 
différentielle  complète  ; et  dans  tous  les  cas  semblables 
il  faudra  commencer  par  s’assurer  si  1 équation  pro- 
posée satisfait  ou  non  à la  condition  d’intégrabilité. 

263,  Lorsque  l’équation  primitive  n’est  pas  sous  la 
forme  u = c , ou  que  la  différentielle  du  — o renferme 
des  facteurs  qui  disparaissent , 1 équation  du  premier 
ordre  qui  en  résulte  n’est  plus  immédiatement  inté- 
grable. Si  on  avait,  par  exemple,  u=y  — cx=o,  on 
trouverait  du  = dy  — cdx  = o , et  éliminant  c , il  vien- 
drait xdy  — ydx  = o , équation  qui  ne  satisfait  pas  à 
la  condition  d’intégrabilité,  puisqu’elle  donne 
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073 


Mais  si  on  dégage  la  constante  c , on  aura-^  = c , et  en 

différentiant , — ^ — = o ; sous  cette  forme 
x3 


M—2-  N--  — = L 

x«*  *’  dy  x* 


d N 
: dx  ’’ 


on  voit  donc  que  l’intégrabilité  de  l’équation 

• xdy — _ydxr=o  tient  à la  restitution  du  facteur  ^ , qui  a 

disparu  après  la  différentiation  et  l'élimination  de  la 
constante  arbitraire. 

En  général , toute  équation  différentielle , dans  la- 
quelle dx  et  dy  ne  passent  pas  le  premier  degré,  ne 
peut  résulter  que  de  l’élimination  de  la  constante  c , 
dans  une  équation  de  la  forme  P -j-cQ  = o,  P zt  Q dé- 
signant des  fonctions  quelconques  de  x et  de  y.  Os 
trouve  par  cette  élimination  QdP — PdQ  = c , tandis 

p 

qu’en  différentiant  l’équation  — = — c,  on  aurait  obtenu 

' QdP-PdQ  a'  ' f '* 

y— — = o : la  première  mamere  a operer  tait 

' -,  • 

donc  disparaître  le  facteur  ; et  avec  lui  s’en 

vont  aussi  tous  les  facteurs  qui  peuvent  être  communs 
aux  deux  quantités  ÇdP  et  PdQ. 

Il  suit  de  ce  qui  précède , que  lorsque  l’équation 

Mdx  + iYdy  = o 

y > 

Aa  4 
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ne  satisfait  pas  à la  condition  d’intégrabilité  , c’est  que 
la  différentiation , et  l’élimination  de  la  constante  arbi- 
traire contenue  dans  l’équation  primitive  , ont  fait  dis- 
paraître un  facteur  qui , s’il  était  connu  et  restitué , 
rendrait  le  premier  membre  de  l’équation  proposée 
une  différentielle  complète  à deux  variables.  Soit  a ce 
facteur;  on  aura  donc  zMàx  -f-  aiYdy  = du , u étant 
une  fonction  primitive  de  x et  de  y,  et  parconséquent 

d . zM d . zN 

dy  dx 


En  développant  cette  dernière  équation } on  trouvera 


• 3/— + = ÎV  — 4-s  — 

dj»  dy  dx  ' ' 


dx 


ou 


M 


da 


..dz  /d  M d N\ 

•Jvc+C^-Tr)*=0-"^- 


♦ Si  l’on  pouvaii , en  général , tirer  de  cette  équation 
une  valeur  de  z,  l’intégration  des  équations  différen- 
tielles quelconques  du  premier  ordre  s’effectuerait 
par  le  procédé  du  n#  261  ; mais  l’équation  ( A ) est 
presque  toujours  plus  difficile  à traiter  que  la  pro- 
posée , puisque  la  fonction  2 qu’elle  renferme  dépend 
de  deux  variahles , et  a deux  coelïiciens  différentiels , 
et  quelle  est  parconséquent  de  l’espèce  de  celles  dont 
la  formation  a*  été  indiquée  n°  i3i.  Je  ne  saurais  . 
pour  le  moment  entreprendre  sa  résolution  , qui  , 
comme  on  le  fterra  dans  la  juite , ramène  au  point 
dont  on  est  parti  ; mais  je  vais  faire  connaître  quelques- 
unes  des  propriétés  du  facteur  2. 

264.  Il  est  toujours  facile  de  trouver  le  facteur  z , 
lorsque  l’on  connaît  l’équation  primitive  correspon- 


1 
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dante  à l’équation  différentielle’  proposée  , et  qu’on 
peut  la  mettre  sous  la  forme  u=c,  c étant  la  cons- 
tante arbitraire.  En  différentiant , on  trouve 


, du  , , du, 

du=:^d*  + ^dy  = 0. 


et  comparant  avec  zMàx  -j-  zNày  = du , il  vient 


du 


du 


z = 


llll  , , un  . 

î-r4c+Çd->' 


Mdx  My  ’ 


le  quotient  est  indépendant  des  différentielles  dr  et  dy. 
On  obtient  encore  le  facteur  z,  en  égalant  entr’elles 

les  valeurs  de  ^ , tirées  des  équations 


£**+^=0,  Mix  + my  = <,, 


du 


ce  qui  donne  ^ et  fait  voir  parconséquent  que 

si  Met  N n’ont  aucun  facteur  commun , z sera  le  plus 

grand  diviseur  commun  des  coelRciens  différentiels 

-,  ' ■ * » • » 

du  du 
' dx  6t  dy’ 

Connaissant  une  valeur  de  z , on  en  déduit  une  infinité 
d’autres,  en  observant  que  si  on  multiplie  les  deux 
membres  de  l’équation  zMàx  -f-  zNày  = du , par  une 
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fonction  quelconque  de  u,  que  je  désignerai  par  f (u), 
les  deux  membres  du  résultat 

ztp  (u)  Mdx  -f-  z<p  (u)  iVdy  = <p  (u)  du , 

seront  aussi  des  différentielles  complètes;  ainsi  z étant 
un  facteur  propre  à rendre  intégrable  l’équation.... 
Mdx  -f-  7Vdy=  o , le  produit  zç  (u)  jouira  de  la  même 
propriété.  ■* 

a65-  Il  y a des  cas  où  le  facteur  z ne  doit  renfermer 
que  l’une  des  variables  x ou  y , et  alors  il  est  aisé  d’en 
obtenir  l’expression  au  moyen  de  l’équation  (jf).  Sup- 

dz 

posant  en  effet  dans  cette  équation , ^ = o ; elle  de- 
viendra 


_rdz  /AM  d2V\ 

-AE+ii.d7--dï;=0' 


et  on  en  tirera 


dz  1 /AM  AN\  , 
T^n^-âxJ^’ 


ày 

équation  qui  aura  lieu  si  la  quantité 
1 (AM'  AN  \ 

N \ dy  dx  / 

se  réduit  à une  fonction  de  x.  En  représentant  cette 
fonction  par  X,  et  en  intégrant,  on  trouvera 

\z=fXAx , ou  z = ef?Ax. 

Cette  formule  s’applique  à l’équation 

■ / • - . • 

dy  -J-  PyAx  = Çdx  : 

il  vient  ‘ 

1 /AM  dAr\  „ 

M—Py—q,  i\_ 1,  7ÿ(-^r— ^7)“^* 
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et  parconséquent  Multipliant  ensuite  l’é- 

quation cîÿ  -f- — Qdx=opar efPdx  , on  trouve 
efPàx  ,jy  _j_  ç p y — Ç)  e/Pdx  ^ x — - 0 j intégrant  le 

terme  e^PJid y,  par  rapport  à y,  on  obtient 

u = yefpdx  + X,X  étant  une  fonction  de  x,  déter- 
minée par  l’équation 

de  laquelle  on  tire 

g = _ efP^q  , -fefPixQdx, 

et  parconséquent 

yefpdx  — fefPdxQàx  = d, 
eu,  comme  dans  le  n°  257, 

y = e Spdx  ( feJ***  Qdx+C). 

Je  ne  m’arrêterai  point  au  cas  où  le  facteur  z ne  de- 
vrait renfermer  que  la  variable  y ; on  voit  aisément 
que  son  expression  serait  alors  z=efidjr , en  faisant 

v_  1 /diV  dilf\ 

M\dr  d \y)’ 

!*• 

et  que  ce  cas'  n’aurait  lieu  qu’autant  que  Y serait  abso- 
lument indépendant  de  x. 

266.  Il  existe , entre  une  fonction  homogène  et  ses 
coefliciens  différentiels,  des  relations  particulières  qui 
facilitent  beaucoup  l’intégration. 

Si  ^"désigne  une  fonction  homogène  de  x, y,  etc. 
et  qu’on  y substitue  tx,  ty  t etc.  au  lieu  de  x , y , etc. 
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elle  prendra  nécessairement  la  forme  tmV , m étant 
]a  somme  des  exposans  des  variables  dans  chaque 
terme  (a55).  Supposant  ensuite  que  t devienne  t -+-g, 
on  aura  (t-\-  g)mF~  au  lieu  de  V,  ou  (i+g)"/7,  en 
faisant  t=i.  Dans  la  même  hypothèse  x ,_y , etc.  se 
changeront  respectivement  en 

;E  + g-r>.y+gy>  etc. 

et  mettant  gx  pour  h , gy  pour  k , dans  la  formule 
du  n°  121 , on  parviendra  à cette  équation 


dV 


i id^F 


dV 

ày 


-|-  etc. 
d*F 


i 1 \a  r „ . . a*f'  d*V  1 

+2  { d^  ^+2  dld^+  dÿ=  g^’+etc. } 


= 0+£)m^ 


-f-  etc. 


En  développant  le  second  membre , et  comparant  en- 
semble les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de 
l’indéterminée  g,  on  aura 


à V 
dx 


dV 

+ dÿy  + etc;  - 


à'V  , . / . w 

+ 2Æd d^=m 


dxa 

etc. 


267.  Au  moyen  de  ces  relations,  le  facteur  z se 
présente  pour  ainsi  dire  de  lui-même  dans  les  équa- 
tions différentielles  homogènes.  Si  Æfdx-f-Ardy=o  est 
une  équation  de  ce  genre,  et  que  la  somme  des  expo- 
sans de  x et  de  y dans  M et  dans  N soit  égale  km,  en 
supposant  que  z soit  aussi  une  fonction  homogène  du 
degré  n,  et  faisant  zMdx  -f-'cA’dy  — du , il  résulte 
«lu  théorème  démontré  numéro  précédent,  que 
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zMx  -f-  zNy  — (rn-j-n  -f- î)  u , 

é 

puisque  le  degré  de  la  fonction  u sera  nécessairement 
plus  elevé  de  l’unité  que  celui  des  fonctions  zM  et  zN. 
En  divisant  la  première  équation  par  la  seconde , il 
viendra 

'u 

Mdv  -f-  iVdy 1 du 

Mm  Ay  m-f-n-f-i  ' u 

et  ||mme  le  second  membre  de  ce  résultat  est  une 
différentielle  complète , il  faudra  que  le  premier  membre 

en  soit  pareillement  une  ; d’où  il  suit  que 

sera  un  des  facteurs  propres  à rendre  intégrable  l’équa- 
tion Mdx  -f- 

Des  équations  tlu  premier  ordre , dans 
lesquelles  les  différentielles  passent  le 
premier  degré. 


aG8.  Par  la  génération  des  équations  différentielles  , 
dont  j’ai  donné  plusieurs  exemples,  n°  4^»  on  voit 
qu’il  peut  s’en  présenter  dans  lesquelles  les  différen- 
tielles passent  le  preniier  degré.  La  formule  général® 
de  ces  équations  est 

» v . . 

dy  * -f  Pdy'-^àx  -f-  Qdy^dx8. . -f-  Tdydx'"1  -f-  Udxn  =zo; 


<i  on  la  divise  par  la  plus  haute  puissance  de  dx,  elle 
deviendra 


'-+T%+v'=>° 


•n  la  résolvant  par  rapport  au  coefficieut  différea- 


* 
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tiel  ^ , et  désignant  par  p , p' , p",  etc.  ses  racines  ; 
dx  1 

on  aura 


& 

dx 


— p"  rro,  etc. 


résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  méthodes 
précédentes,  puisque  les  différentielles  ne  s’y  trouvent 
qu’au  premier  degré.  L’intégrale  de  chacun  d’eux  sera 
aussi  l’intégrale  de  l’équation  proposée , qui  sera  enBre 
satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  l’équation  formée 
du,  produit  de  toutes  ces  intégrales. 

En  effet , la  proposée  étant  équivalente  à 


sera  vérifiée  par  toutes  les  équations  qui  annulleront 
un  de  ces  facteurs.  De  plus,  si  on  considère  qu’une 
équation  primitive  de  la  forme 

MNP...  = o,  . 

n’a  lieu  que  par  l’anéantissement  successif  de  chacun 
de  ses  facteurs,  on  en  conclura  que  la  différentielle 
immédiate  de  son  premier  membre , savoir  : 

dM.NP....  +d N. MP + etc.  = o, 

• 

se  réduit  toujours  à un  seul  terme  ; car  si  on  prend  , par 
exemple , M—o,  il  ne  restera  que  dM.NP  . . .=o,  ou 
seulement  àM=o  : l’équation  MNP. . .=o  vérifiera 
donc  l’équation  différentielle  à laquelle  satisferait  l’é- 
quation M—o. 

Les  deux  exemples  suivans , quoique  très-simples , 
éclairciront  toutes  les  difficultés  que  pourrait  renfer- 
mer l'énoncé  ci-de6sus. 
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i°.  Soit  dya — a*dxa=o;  cette 'équation  se  décom- 
pose en  dy-J-adx=o,  dy — aAx—o,  dont  les  inté- 
grales sont  y -\-axx=-c , y — ax—c\  et  il  est  facile  de  voir 
que  chacun  de  ces  résultats  satisfait  à la  proposée. 
L'equation  (y-\-ax — c)  (y — ax  — c')=o  y satisfait 

aussi,  car  elle  donne 
•.  . , • 

(y-f-ax — c)  (dy — adx)  -f-  (y — ax — c')  (dy-f-adx)=o  ; 

d’où 

[](y-f-ox—  c) — (y — ax — t'y]  adx 

mettant  successivement  # au  lieu  de  y,  ses  valeur# 
c — ax,  c'  + ax,  on  trouve 

dy  = — adx , dy  = -j-  adx. 

L’intégrale  (y-f-ax — c)  (y — ax-f-c')=o  ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires  et  irréductibles  , 
paraîtrait  plus  générale  que  celles  des  autres  équations 
dy.  premier  ordre  qui  ne  comportent  qu’une  constante  ; 
mais  il  faut  bien  faire  attention  que  chacun  de  ses 
facteurs  doit  être  considéré  isolément,  et  qu’on  n’en 
tire  pas  d’autres  lignes  que  celles  qui  résulteraient 
d’une  intégrale  renfermant  une  seule  constante , dont  . 
cette  équation  est  aussi  susceptible.  Cette  dernière 
intégrale  s’obtient  en  faisant  dy  = mdx  dans  l’équa- 
tion différentielle  dy* — aadxa  = o,  qui  se  change  en 
ma — a1  = o , ce  qui  détermine  la  quantité  m f d%nt  il 
faudrait  ensuite  substituer  la  valeur  dans  l’intégrale 
de  dy=  mdx  , qui  est  y = mx  -f-  c.  Il  suit  de  là 
que  l’intégrale  de  la  proposée  est  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  m,  entre  les  équations 

. y = mx  + c, 


m1 — a‘=:o; 
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et  si  on  effectue  cette  opération , il  viendra 


Cette  équation  primitive  étant  du  second  degré,  donne, 
pour  chaque  valeur  particulière  de  la  constante , deux 
lignes  droites,  inclinées  dans  des  sens  différens  , par 
rapport  à l’axe  des  x \ c’est  aussi  tout  ce  que  fournit 
l’autre  intégrale  (y  -f-  ax  — c)  ( y — ax  — c')  =r  o , 
excepté  que  chaque  facteur  ne  représente  que  les  lignes 
inclinées  dans  le  même  sens -,  %iais  comme  en  donnant 
séparément  à c et  à d toutes  les  valeurs  possibles  , 
'ces  quantités  passeront  néceÿairement  par  les  mêmes 
degrés  de  grandeur , en  assemblant  les  droites  corres- 
pondantes aux  mêmes  valeurs  des  constantes  c et  c't 

on  retombera  sur  les  solutions  comprises  dans  l’in- 

\ 

bornée  à la  seule  cons- 


tégrale -<?=  o. 


tante  c. 


J’observerai  que  toute  équation  qui  ne  renferme 
que  dy,,dx  et  des  quantités  constantes,  peut  être 

intégrée  en  y faisant , comme  ci-dessus , dy— mdx. 

« \ *■  ' < *’*■ 

3°.  Je  considère  encore  l’équation  dy1  — axdx“  = o', 

on  en  tire  By -f-  dx l/ ox  = o , dy— dxV/ax=o,  et 
en  intégrant,  on  aura 

1 ?.  A i 

»y-£-*a3x* — c = o,  y — |olx’  — c'  = o. 

Ces  équations,  ainsi  que  leur  produit,  pourroi#t  être 
considérées  séparément  comme  des  intégrales  de  la 
proposée  •,  mais  ce  cas-ci  diffère  du  precedent , en  ce 
que  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  intégrales 
obtenues,  forment  entr’ elles  un  lien  qui  permet  de  les 

comprendre 

/ 
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comprendre  toutes  deux  dans  une  même  équation  , et 
avec  une  seule  constante.  Eu  effet , si  on  fait  dispa- 
raître le  radical , dans  l’équation 


^ + fV/ax3  — c=*  o. 


on  obtient  (y — c)*=for3.  Ce  résultat  est  encore 
l’intégrale  de  l’équation  proposée,  à laquelle  il  con- 
duira immédiatement  par  l’élimination  de  c.  Il  appar- 
tient à une  espèce  de  paraboles  , dont  chacune  des 
équations  irrationnelles  ne  représente  qu’une  branche  ; 
et  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu’à  des 
groupes  de  branches  appartenantes  à des  courbes  diffé- 
rentes, mais  qui  étant  assemblées  deux  à deux  pour 
les  mêmes  valeurs  des  constantes,  ne  donneraient  rien 
de  plus  que  l’intégrale  rationnelle. 


369.  Quoique  ce  qui  précède  ne  fasse  dépendre 
l’intégration  des  équations  où  les  différentielles  passent 
le  premier  degré,  que  de  la  résolution  des  équations 
algébriques , voici  néanmoins  quelques  cas  dans  lesquels 
cette  intégration  s’opère  plus  facilement  avec  le  secours 
d’artifices  analytiques  appropriés  aux  circonstances  et 
qui  éludent , au  moins  en  partie , les  difficultés  qua 
présente  la  résolution  de  l’équation  différentielle  pro- 
posée, par  rapport  à 


Quand  cette  équation  ne  contient  que  l’une  des  deux 
variables , x , par  exemple , on  en  tire  immédiate- 
ment ^ = X , d’où  y = fXdx  ; mais  s’il  est  plus  fa- 
cile de  la  résoudre  par  rapport  à x que  par  rapport 
au  coefficient  que  je  représenterai  pour  abréger 

par  p , et  qu’on  ait  x — P , P désignant  une  fonction 
Cale,  intégr.  B b 


\ 
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1 , i . dy 

quelconque  de  p , on  observera  que  l’équation 

ou  dy=pdx,  donne  y = px—fxàp  ; mettant  pourx 
sa  valeur  P , il  viendra  y *=  Pp  — fPàp  : l’intégrale 
demandée  sera  donc  le  résultat  de  l’élimination  de  p , 
entre  les  deux  équations 

x±=P,y—Pp—fPàp. 

Soit , par  exemple , xâx  -f-  ady  = b \/dx^  -f-  dy* , 
ou  x + ap  = b y/T+p' , en  écrivant  p au  üeu  de 
Cette  derniêfe  équation  donne  immédiatement 

cc—^ap  + by/  i+p1,  ap  + by/i+ff, 

> « ; ; * ' 

et  parconséquent  ^ 

y sü  bp^i+p  — iap*  ~ fy  lA  +P*' 

270.  Je  traiterai  encore  le  cas  où  les  deux  variables 
entrent  en  même  temps  dans  l’équation  proposée  ; mais 
en  supposant  que  l’une  d’elles, y,  par  exemple,  ny 
monte  qu’au  premier  degré.  On  obtient  alors  y égal  a 
une  fonction  de  x et  de  p , ensorte  que 

dy  = ZîcLr  «+•  Sdp , 

et  parconséquent 

. pdx=Rdx  + Sdp  ou  (H—  p)dx  + Sdp=ù. 

Si  l’on  parvenait  à intégrer  cette  dernière  on  aurait 
entre  p.xet  une  constante  arbitraire  , une  relation , au 
moyen  de  laquelle  chassant  p de  l’équation  proposée  , 
on  obtiendrait  une  équation  primitive  , qui  Renfermant 
une  constante  arbitraire  , serait  l’intégrale  cherchée. 
Toici  une  formule  très-étendue  et  très-remarquable , 
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comprise  dans  le  cas  général,  et  dont  l’intégration  s’exé- 
cute facilement. 

Si  l’équation  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 
y =zpx  -f-  P,  et  que  P ne  renferme  que  le  coefficient  p , 

onaurady=/xlx-{-^x  -f-~^dp;  etpuisquedy=pdx, 

il  restera  l'équation  (x  -f  dp=o,  qui  se  décom- 

dP 

posera  en  deux  facteurs  x -f-  -r-  — o,  dp  = o.  Élimi- 

nantp  entre  le  premier  et  l’équation  proposée,  on  aura 
une  équation  primitive  qui  satisferai -la  proposée,  mais 
qui  , ne  contenant  point  de  constante  arbitraire , ne 
sera  que  particulière.  Le  second  facteur  s’intégre  et 
donne  p = c*,  ou  dy  — cdx  et  y = cx  + c'.  Les  cons-  ' 
tantes  c et  c'  ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deux;  car 
en  faisant  dans  l’équation  proposée  p = c , on  a 
y — cx  + C , C étant  ce  que  devient  P dans  la  même 1 
circonstance,  et  on  tire  de  là  c'  = C : l’intégrale  de 
la  proposée  est  doncj  = cx-f  C,  et  s’obtient  en  chan- 
geant p en  c. 

Soit  pour  exemple  l’équation 

ydx  — xdy ~n  {/ dx“  -f-d/*. 

Elle  se  met  d abord  sous  la  forme 

J s f 

y—px+nÿi+p*-, 
en^a  différentiant  on  trouve 


dy  — pdx  + xdp  -f 


npdp 


Vi+P*’ 

«t  à cause  que  dy  = pdx , il  restera  r * 

Bb  2 


Digitized  by  Google 


i 


J 


3S8 


r R A I T É ÉLÉMENTAIRE 


/ 

xàp  -f 


iipdp 


o. 


Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteurs 
x i nP — — 0)  et  dp  = o; 

V i 

le  second  conduit  à p = c , et  l’intégrale  demandée  est 


y •=  ex  -f-  i + c*- 
Le  premier  facteur  donne 


n 

l/>— x1 


substituant  dans  l’équation  proposée,  on  % y,-f-xs=n*, 
équation  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraüe, 
qui  n’est  point  comprise  daris  l’intégrale 

y = ex  -f-  n {/ 1 c*, 

et  telle  néanmoins  que  les  Valeurs  dey  et  de  dy , qui 
s'en  déduisent,  satisfont  à l’équation  différentielle  pro- 
posée , dont  elle  offre  parconséquent  une  solution  par- 
ticulière. Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ce  genre  de 
solutions. 


De  T intégration  des  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  et  des  ordres 
supérieurs. 

27 1.  La  difficulté  d’intégrer  les  équations  devient 
d’autant  plus  grande  que  «es  équations  sont  d’un, 
ordre  plus  élevé;  et  l’on  n’y  réussit  guère  que  par 
rapport  à un  petit  nombre  d’équations  très-limitées. 
On  a déjà  vu  dans  le  n®  220 , comment  il  faut  traiter  les 


« 


* 


... 
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équations  de  la  forme  = X , X désignant  une  fonc- 

tion de  x ; c’est  pourquoi  je  passerai  tout  de  suite  à 
celles  qui  ne  renferment  que  deux  coefficiens  diffé- 
rentiels. N 

Dans  le  second  ordre , ces  équations  ne  contiennent  que 
If”  et  * et  ^ors(Iu'on  y Pour  abréger  P , ce 


qui 


donne  ^ , elles  conduisent  à — = P , P 

dx3  dx’  A" 


dx 


âP 


et 


étant  une  fonction  de  p.  On  tire  de  là  dx  —-p , 

parconséquent  x mettant  pour  dx  sa  va- 

, leur  dans  l’équation  dy  = pàx , on  trouve  aussi 
y = J^~p~  • ^ ne  s aS‘t  plus  que  d’éliminer  p entre 

les  deux  équations  x=C-f- J'-jr  et y—C J~^p~  » 

pour  avoir  l’intégrale  en  x et^.  Elle  sera  complète , car 
elle  renfermera  deux  constantes  arbitraires;  et  il  suit  en 
effet  du  n°  44>  que  l’intégrale  de  toute  équation  du  second 
ordre  n’en  peut  contenir  qu’un  pareil  nombre.  L’élimi- 
nation de  p ne  pourra  se  faire  que  lorsqu’on  aura 
effectué  les  intégrations  indiquées;  mais  parles  qua- 
dratures on  construira  la  courbe  cherchée. 


Soit  pour  exemple  l’équation  = a.  En 

mettant  pdx  pour  dy,  et  dpdx  pourd3^',  on  changera 
. " (i4-p*)3dx 

cette  équation  en  - — = a,  et  on  en  tirera 

B b 3 
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dy=p4c = -2^.. 

0+P*)“  (l+p2)7 

L’intégration  donnera 

x==C+—^==)  y=C -g 

^V/i+p1  V/i+p3’ 

éliminant  p,  il  viendra  (x — C)*-\-(y — C')a=c*. 

L’équation  différentielle  proposée  n’est  autre  chose 
que  l’expression  générale  du  layon  de  courbure,  égalée  à 
une  constante  a (gg)  ; et , comme  on  devait  s’y  attendre , 
l’intégrale  est  l’équation  du  cercle  ayant  cette  constante 
pour  rayon. 

• 27a.  Il  est  à propos  de  remarquer  que  les  équa- 
tions x=C-f- J'-jp-  et  y — C? + J^~p~  satisfont , 

chacune  en  particulier,  à l’équation  différentielle  ^ = P, 

et  qu’en  supposant  les  seconds  membres  intégrés,  elles 
ne  seraient  que  du  premier  ordre  : il  y a donc  dans  ce 
cas  deux  équations  de  cet  ordre  qui  satisfont  à l’équa- 
tion proposée  du  second,  et  qui  en  sont  parconséquent 
les  intégrales,  tandis  qu’une  équation  du  premier  ordre 
n’a  qu’une  seule  intégrale.  Il  est  facile  d’appercevoir  la 
raison  de  cette  différence. 

Soit  U= o , une  équation  primitive  entre  x,y  et  deux 
constantes  C et  C : si  on  différentie  deux  fois  de  suite 
cette  équation,  on  pourra  éliminer  entre  U — o, 
dï/=o,  à? U— o , les  deux  constantes,  et  arriver  ainsi  à 
une  équation  du  second  ordre  qui  en  soit  indépendante  ; 
mais  la  combinaison  des  équations  U = o et  dî/=o, 
conduiraàdeux  équations  différentes  du  premier  ordre  1 
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î’une  résultera  de  l’élimination  de  6V,  et  l’autre  de  celle 
de  C.  Je  les  désigne  par  F=o,  F'=o\  il  est  évident  • 
que  l’on  parviendra  à l’équation  du  second  ordre  , en 
éliminant  Centre  V— o etàF=o,  ou  bien  C entre  F'=o 
et  à F'— o : chacune  des  équations  F—o,  F,’=o  , est 
donc  l’intégrale  de  celle  du  second  ordre.  On  les  appelle 
intégrales  premières , pour  les  distinguer  de  l’équation 
primitive  U— O,  qui  est  Y intégrale  seconde. 


Il  est  facile  de  voir  que  l’on  déduira  l’équation  V=o, 
des  deux  équations  F—  o et  F'—o,  en  éliminant  entr’ elles 
dv 

le  coefficient  différentiel  — o,  et  que  parconséquent 


on  aura  l’intégrale  seconde,  ou  l’équation  primitive  d’une 
««quation  du  second  ordre , lorsque  l’on  connaîtra  se» 
deux  intégrales  premières,  et  qu’on  pourra  en  chas- 


ser 


dx’ 


Ces  remarques  s’étendent  aux  équations  de  tous  les 
ordres.  Pourle  troisième,  par  exemple,  l’équation  primi- 
tive doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  (44)’,  et 
l’on  parvient  à l’équation  différentielle  de  cet  ordre,, 
en  éliminant  ces  constantes  entre  les  équations 


U = o,  dU—o,  d*U=o,  d*U  = o; 

mais  si  on  ne  chasse  que  deux  constantes , on  aura  trois 
équations  différentielles  du  second  ordre , puisqu’on 
pourra  conserver  chacune  des  troisconstante*  à son  tour, 
tes  équations  qu’on  obtient  ainsi,  sont  des  in t égales 
premières  de  l’équation  différentielle  du  troisièma»ordre , 
qui  résultera  nécessairement  de  l’élimination  de  la  cons- 
tante qu’elles  renferment.  Les  intégrales  secondes  sont 
ici  les  équations  du  premier  ordre  que  donne  l’élimination 
de  chacune  des  constantes , entre  les  équations  U — o 

B b 4 
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et  dU=0,  et  l’équation  primitive  U=o  est  Yintègrale 
troisième.  Sans  pousser  plus  loin  ces  considérations , on 
doit  en  conclure  qu’une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n a un  nombre  n d’intégrales  premières,  et 
comme  cea  intégrales  sont  de  l’ordre  n—i , elles  ne 
renferment  que  les  n — 1 coefficiens 


dj>  d^y  d*~jy 

dx’  dx1’ dx*-1  * • 

ai  donc  on  peut  les  éliminer , on  aura  l’intégrale  nmt, 
ou  l’équation  primitive  qui  répond  à l’équation  diffé- 
rentielle proposée. 

273.  On  ramène  en  général  à l’intégration  des  fonc- 
tions d’une  seule  variable , les  équations  d’un  ordre  quel- 
conque, dans  lesquelles  un  coefficient  différentiel  est 
exprimé  par  celui  de  l’ordre  immédiatement  inférieur. 

• . d3y 

En  effet,  si  l’on  avait,  par  exemple,  en  fono 

d*y  0 d*y 

tioa  de  , on  ferait  — <7 , d’où  il  résulterait 

= 3x  ’ et  Parcons®cIuent^  ^ua^on  proposée  serait 

transformée  en  = Q , Q représentant  une  fonc- 
tion donnée  de  q.  On  conclurait  de  cette  dernière 
équation 

dx  = — , x=  + C\ 

<y  J q ^ * 

puis  de  =r  q , on  tirerait  successivement 


dy. 

ai 


:/,dx=  f-^+C. 


y = + c)  + C; 


• . ' 

\ ‘ 
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l’intégrale  demandée  serait  donc  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  q «entre  les  deux  équations 

y-fWf+c)+a- 

et  il  y aurait  trois  constantes  arbitraires  dans*  le  ré- 
sultat. On  étendrait  facilement  ce  procédé  à un  ordre 
quelconque. 

274.  Je  m’occuperai  dans  cet  article  de  l’équation 
— Y,  Y désignant  une  fonction  quelconque  dey'. 


Ay 

p * 
proposée, 


Si  on  fait  dy  =pdx,  on  peut  en  tirer  dx  = -^-,  ce  qui 

donne  3^=^  = : substituant  dans  la  1 

dx2  dx  dy* 

il  en  résulte  pdp  = Yày ; et  en  intégrant,  on  trouve 

p*=ufYdy-\-  C , d’où  il  suit 

r=£=vc+>niy  « *=f  ^AifTd}+c' 

Il  est  bon  d’observer  que  l’intégration  ci-dessus  peut 
s’effectuer  en  multipliant  la  proposée  par  dy*;  car  il 

vient  alors  ^ Yày , et  comme 


dx' 


dx 


, on  a 


= f Yày  + C>  °U  Ë =^*C+  a/Kdyr. 

Si  on  applique  ce  procédé  à l’équation 
d*y  Vrâÿ  dx2. 


on  aura 


d’y 1 dy  d2y _dy_ 

dx2  y/  ay  * dx  dx,  y/  ay 

,,;*=âv +c‘ 
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8 C 


en  intégrant.  Changeant  C en  — — , on  tirera  de  là 

V a 


dx“  ÿa 
faisant  ensuite  c -f-  ÿy  = z,  il  viendra 


*ûl 


adx  _ 

ÿa  Vc+ÿy 


dx  (s — c)ds  _ 


ÿa 


ÿz 


( z a — es  *)dz, 


et  enfin 


-f— = ! — 2C-"  + c'  =f  ( ÿÿ—c)  ÿc+ÿj+c'. 

ÿâ  ' . 

aj5.  La  méthode  suivie  dans  le  n°  précédent  ra- 
mène en  général  à l’intégration  des  fonctions  d’une  seule 
variable,  les  équations  d’un  ordre  quelconque,  dans 
lesquelles  un  coefficient  différentiel  est  donné  par  ce- 
lui de  l’ordre  inférieur  de  deux  unités.  Si  l’on  avait , 

par  exemple,  en  fonction  de  jj^,  on  représen- 

day 

terait  , par  q , d’où  il  suivrait 


dV d q dy d3q  _ 

dx4  dx*  4 ,4  ^ ’ 


dx4  dx: 
et  la  proposée  serait  transformée  en 

dra  V ’ 

Ç désignant  une  fonction  donnée  de  q.  En  multipliant 
alors  les  deux  membres  par  dqr , il  viendrait 
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d’où  on  tirerait,  comme  dans  le  n°  précédent, 

ig=/9d,, 


y/  a f Qdq  -\-C 


y XZ=A 


' àq |_  ci 

Va/Qdç  +C 


mais  de  — = a , on  conclut  successivement 
dn1  n 

â2=/,dx=/p=^=  + C-, 
y = fdlfqix  =/l/2/^î+c  (/y/i^+î4  C)  +C*' 

A , 

intégrale  serait  parconséquent  le  résultat  de  1 élimi- 
nation de  q , entre  les  deux  équations 

x~f \ffiq, iffè + c * 
v r d?  f f— As.+^+c-, 

J ./  V/a/Çtdq+C  V*/  V^a/Çdq+C  ' 

contenant  quatre  constantes  arbitraires.  On  traiterait 
de  même  les  équations  analogues,  dans  les  ordres  plus 
élevés. 


276.  On  a vu  dans  le  Calcul  différentiel  (n5), 
que  passé  ïe  premier  ordre , la  forme  des  équations  dif- 
férentielles changeait,  suivant  qu’on  prenait  x on  y , 
ou  même  une  fonction  de  ces  quantités , pour  variable 
indépendante  , et  que  cela  revenait  à regarder  suc- 
cessivement comme  constante  dx  , ou  dy  , ou  une 
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fonction  donnée  de  ces  différentielles  et  de  leurs,  varia- 
bles ; il  est  donc  nécessaire , lorsqu’on  se  propose  d’in- 
tégrer une  équation  qui  passe  le  premier  ordre , de  savoir 
dans  laquelle  de  ces  hypothèses  elle  a été  calculée.  Les 
exemples  précédens  répondaient  tous  à la  supposition 
de  y égal  à une  fonction  de  x , et  parconséquent  de 
d r constant;  mais  il  sera  facile  de  reconnaître  parmi  les 
équations  relatives  à d’autres  hypothèses,  Celles  qui 
peuvent  s’y  rapporter. 


Il  est  d’abord  évident , qu’en  désignant  par  Q une 
fonction  quelconque  de  , toute  équation  de  la 
d»x  ^ 

forme  — Q,  et  dans  laquelle  dy  est  Regardé 

comme  constant , se  traitera  de  même  que  celle  du  h0  271 , 

r . dx  dax  dq  _ 

entaisantg^r=q3  etgp-=:^x.  On  peut  encore  la  ra- 
mener immédiatement  à la  forme en  passant, 
par  le  procédé  du  n°  1 1 6 , à la  supposition  de  dx  cons- 
tant, ce  qui  se  fera,  par  la  substitution  de  — à la 

1 j dax 
pbce  de 


Si  l’équation  proposée  eût  été  prise  dans  l’hypothèse 
de  l/ dxa+dy  constant , et  qu'elle  ne  renfermât  que 
dr,  dy,  d^y,  ou  dy,  dx,  dax,  elle  rentrerait  encore 
dans  le  cas  du  n°  271  , après  qu’on  l’aurait  transfor- 
mée en  une  autre  dans  laquelle  dx  fût  constant. 


277.  Je  passe  maintenant  aux  équations  qui  con- 
tiennent les  deux  coefiiciens  différentiels  ^ , et  la 

dx  dx1 


Digltized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  3q7 

variable  indépendante  x.  Il  est  évident  que  ces  équations 
se  ramènent  sur-le-cbamp  au  premier  ordre , par  la  sub- 
stitution de  pàx  et  de  àpàx , au  lieu  de  dy  etde  day.  Si 
on  peut  intégrer  la  transformée , et  que  l’on  parvienne  à 
en  tirer  l’expression  de  p en  x , on  obtiendra  y par 
l’équation  y =/ pdx  ; et  si  cette  transformée  donnait  x 
en  p , on  ferait  usage  de  la  formule 

yz=px  — /ccdpCaSg). 

Je  ne  m’arrêterai  point  à détailler  les  différens  cas 
intégrables  que  présentent  les  équations  proposées  ; ils 
se  découvriront  aisément  par  l’application  des  divers 
procédés  enseignés  précédemment  pqur  intégrer  les 
équations  du  premier  ordre. 


Si  les  équations  proposées  étaient  entre 


dy 

dx*  dx* 


et  y» 


on  les  ramènerait  au  cas  précédent , en  prenant  dy  cons- 
tant, au  lieu  de  dx,  ou  bien  en  chassant  dx,  au  moyen 

de  sa  valeur  tirée  de  l’équation  dy  =pdx;  et  on 

aurait  ainsi 


pdp  _ 

dx*  • dx  dy 


la  transformée  ne  renfermerait  alors  que  p , dp  et  dy. 
Si  elle  pouvait  s’intégrer,  et  quelle  donnât  p en  y, 

on  trouverait  x par  la  formule  x =J' » et  P41  fo  for- 
mule x=r^  -f-  j' -2^,  lorsqu’on  auraity  en  p. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  différentielle 


(dx*-f-  dy*)  ’ 
dxday 


'i 


* 
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X désignant  une  fonction  donnée  de  x seul  ; cette 
équation  se  transforme  en 

(1  +pa)1dx  _ v 

Tp 


ou 


do: 


d P 


(.i+P'Ÿ 


En  intégrant  il  vient 


/ 


X ^ y' 


je  représente  j*  ^ + C par  V , et  il  en  résulte 


»=t=p-  y-**+e-fvŒz+e- 


Il  n’est  pas  difficile  de  remarquer  que  les  procédés 
de  cet  article  et  du  précédent , ramèneraient  à l’ordre 
inférieur , toute  équation  d’un  ordre  quelconque , où 
il  n’entrerait  qu’une  des  variables  et  les  coefficiens 
différentiels  de  l’une  ou  de  l’autre. 


278.  Il  existe  encore  dans  le  second  ordre,  d’autres 
formes  d’équations  dont  on  peut  obtenir  les  équations 
primitives , ou  au  moins  la  réduction  au  premier  ordre  ; 
mais  elles  sont  trop  particulières  pour  trouver  place 
ici.  Ce  qu’il  y a de  plus  remarquable  dans  cet  ordre 
et  dans  les  suivans , ce  sont  les  propriétés  des  équations 
du  premier  degré , équations  formées  d’après  celle  du 
n°  267 , et  dont  le  caractère  est  de  ne  contenir  la  fonc- 
tion cherchée  et  ses  diffcrentiellés  qu’au  premier  degré. 
La  forme  de  ces  équations  est  dans  le  second  ordre 

d’_y  4-  JPdydx  -(-  Qydz*  = /ïdr% 


« 
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dans  le  troisième 

d^y  +-  Pd^ydx  -f"  Qdydx1  -}-  /îydx3  = ScLc3, 
et  en  général 

d"_y  -f-  Pd"- ’y'dx  -j-  Çd"- ’ydr1 . . . .+L^dx',=/rdx'* 

les  lettres  P , Q,. ... . U et  V , désignant  des  fonc-*- 
tions  données  de  x. 

L’équation  du  premier  degré  et  du  second  ordre 

d^y  -f*  jPdji’dx  -f-  Qydx®  — Rdx*  , 

te  ramène  à l’équation 

d“z  -f-  Pdzdr  -J-  Qzdx3  — O, 

par  la  même  transformation  qui  a servi  dans  le  n°  267 
à faire  dépendre 

dy  + Pydx  = Qdx , de  dz  -f-  Pzdx  r=  o. 

En  effet,  la  supposition  de  y = Xz  donne 

dy  î=sXdz  -f-  zd.Y , 

. dy=  Xd az  + zdXdz  -f  zdtaX, 

et  change  l’équation  proposée  en 

...  , ê 

X (d*z  -f  Pdzdx  + ) 

-f-  ad.Vdz  4*  PzdXàx  4“  zd*X  x=  Rdx*. 

*'  ' I 

Si  on  fait 

d *»  4“  Pdzdx  4-  ()sidx*  = o , 

et  qu’on  parvienne  à tirer  de  cette  équation  la  valeur 
de  z en  x,  on  aura  pour  déterminer  la  fonction  X, 
l’équation 

. - * 
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çtdXdz  + PzdXdx  -f-  zà*X  — /îdx* , 

qui , par  rapport  aux  variables  x et  X,  rentre  dans 
celles  du  a°  277  ; et  faisant  cLY=.X'dx,  elle  se  chan- 
gera en 

aX'dz  + PzXdx  + zdX'  — Rdx, 


Cette  équation  n’étant  que  du  premier  degré  et'  du 
premier  ordre  par  rapport  à X , conduit  (a5 7)  à 


x)  [feAp^)s^ + c], 

résultat  qui  devient  . ’ . . 

—fPdx  ' 

X = L__  tfefPàxRzdx  + C ] , 

Z 

en  observant  que 


on  aura  ensuite  , . . 

X=/xix  + C,  y—z/X'dx  + C'z. 

279.  ÏI  faut  bien  remarquer  qn’il  n’est  pas  nécessaire 
d’avoir  l’intégrale  complète  de  l’équation 

d*z -f-  Pdzdx  -f-  Çzdr*  = 0, 

mais  seulement  une  valeur  particulière  de  z , qui  y sa- 
tisfasse ; car  les  constantes  arbitraires  sont  comprises 
implicitement  dans  l’expression  de^y. 
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Le  calcul  précédent  fait  voir  encore  que  de  cette 
valeur  de  z on  déduirait  aussi  l’intégrale  complète  de 
l’équation  en  z ; car  si  l’on  fait  R=  o , l’équation  en  y 
deviendra  semblable  à celle-ci,  on  aura 

Ce-fPdx 

X ' = , X=fX'dx  + C ; 


et  y — zfX'dx  -f-  C'z 

sera  l’intégrale  complète  de  l’équation 

d3_y^-f-  rPdydx  -[-  Qydr*  = o , 
z étant  alors  une  valeur  particulière  de  y. 

280.  L’équation 

daz  -f-  Pdzd x -f-  Çzdx®  = o 

se  ramène  au  premier  ordre  , en  faisant  z~é^td* , t dé- 
signant une  nouvelle  variable  ; car  on  a par  ce  moyen 

dz = e^Ulxtàx , daz  — e^x(  t2d.r*  -f-  dtdx  ) ; 

la  fonction  e^ldx  devient  facteur  commun  de  l’équation 
proposée  qui  se  réduit  à 

tadxs  -f-  dtdx --f- Ptdx1  -f-  Çdx* ~o , 
df  -f  (i*  + .Pt  -f  Q)  dx  = o (*).  ■ 


ou  a 


Lorsque  les  coelüciens  P et  Q sont  constans,  je  les 
désigne  par  A et  B : l’équation 

dt  -f-  ( t*  — |—  Pt  — j-  Ç ) dx  — o 


(*)  Il  est  bon  de  remarquer  qne  la  transformation  effectuée  ei- 
dessns  ramènera  en  général , ail  premier  ordre  toute  équation  du 
second,  homogène  par  rapport  aux  quantités  z,  dx,  d's,  consi- 
dérées comme  des  variables  distinctes. 


Cale,  intégr. 


C 6 
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devient 

d£  -f-  ( £a  -f-  At  -f-  B ) dx  ■ — ■ o } 
ét  se  trouve  séparée  en  lui  donnant  la  forme  ’ 

i A 

d£  J 

— cix  ~ o ; 

mais  comme  on  n’a  besoin  que  d’y  satisfaire , on  ap— 
perçoit  facilement  que  si  l’on  fait  t — m,  m étant  une  , 
constante , on  aura  d£  = o,  et 

ma  -f-  Am  -f-  B =o. 

Cette  dernière  équation  donne  en  général  deux  valeurs 
pour  m ; si  on  les  représente  par  m'  et  m",  on  aura  aussi 

pour  e^‘djc  deux  valeurs , savoir  : 

efmdx  z=  em'x , efm  dx  — emUx\ 

on  aura  donc  en  même  temps  deux  valeurs  particulières 

de  a . savoir  • 
i 

z—em'x  et  z — em"x. 

On  pourrait  avec  l’une  de  ces  valeurs  trouver , comme 
il  a été  indiqué  plus  haut , la  valeur  complète  de  a; 
mais  dans  les  équations  du  second  ordre,  de  la  forme  de 
celles-ci , on  obtient  sur-le-champ  la  valeur  complète 
de  la  fonction , lorsqu’on  en  a deux  valeurs  particu- 
lières a' et  a",  en  prenant 

z—Cz'  + Cz", 

C et  C désignant  deux  constantes  arbitraires  ; car  si 
l’on  substitue  cette  valeur  et  ses  différentielles , et  qu’on 
rassemble  les  termes  multipliés  par  la  même  constante, 

©n  trouvera 

C (d*a'  + Pàzàx  -f  Ça'dx*  ) 

+C  (daa"  + Pda"dx  -f-  Ça"dx*  ) , 

a 1 * 
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résultat  qui  s’anéantit,  indépendamment  des  constante! 
Ce.t  C , puisque  les  quantités  qui  multiplient  ces  cons- 
tantes s’évanouissent  en  meme  temps  que  le  premier 
membre  de  l’equation  proposée. 

281.  Quand  les  valeurs  de  m sont  imaginaires,  et 
parconsequent  de  la  forme 

= f-$v/ — i,  m"=ét  — $\/ — ! } 

* *n  a 

z = Ce**+Æ*  V ~ _j_  e*-x—£x\/-~  i 

= e*r(  Ce^*  1 -f-  C'ë~£x  ; 

on  rend  ce  résultat  réel , en  exprimant  les  exponen- 
tielles imaginaires , par  le  moyen  des  sinus  et  des  cosi- 
nus. Il  vient  ( 164) 

^ . cos  ~h  [/ — 1 sin  /Sx , 

e ^ ^ — cos  Sx  — — j sin  (Sx , 

* = e‘X[(C+  C')  cos/3x  -f-(C-C')  v/HT  sin/3x]  ; 
et  faisant 

C+C  = c,  (C—C)l/ZZ7~c't 

on  a 

. « . . , v 

z — e (ccos/Sx-j-c  sin/Sx);. 

ou  bien 

z~pe*xsm(l2x-l-<i')> 

en  prenant  ‘ 

c — p sin  9 , c'  ~ p cos  q. 

Lorsque  les  racines  m'  et  m"  sont  égales,  la  valeur 
de  z , réduite  à 

Ce"1'1  -f-  C em'*  — ( C-f  C)em'* , 

* Ce  a 
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devient  incomplète  ; il  faudrait  dans  ce  cas  se  servir  de 
la  valeur  particulière  z = em'x  pour  obtenir  l’intégrale 
complète , suivant  le  procédé  du  n°  271)  ; mais  on  y 
parvient  plus  facilement  par  des  considérations  ana- 
logues à pelles  du  n°  56 , en  supposant  que  m“  diffère 
de  ni  d’une  quantité  très-petite. 

Soit  en  général  m"=  m'  -(-  h ; il  en  résulte 
2 3=  Cem'x  -f  C em'x+kx  — em'x  (C-f-  C'e**);* 
développant  e**  suivant  les  puissances  de  k , on  a 

2 = e«/*  ( C + C + Ckx  -f-  C k-£  + etc.) 


en  posant 

C -+■  C =zc,  Ck  = c'. 

Cette  dernière  expression  . qui  satisfait  à la  proposée 
pour  toutes  les  valeurs  de  h , convient  encore,  si  k —o, 
ou  m"  — rn  , et  se  réduit  alors  à 

z — em'x  ( c -f-  c'x  )• 

282.  Soit  maintenant  l’équation  plus  générale 
* ày  -f-  Adydx  -f-  Byàx*  — Ràx*. 

On  a pour  l’équation 

d^y  -f-  Pdydx  -f-  Qydjf—fldx*, 
d’après  les  formules  du  n°  278 , 
y—zfX'àx+Cz 

—Cz+z J'  e—^~  dx  ( f/PixRzàx  + C)i 
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eette  expression  , renfermant  deux  constantes  arbi- 
traires , est  complète , ensorte  qu’il  ne  s’agit  plus  qua 
d’y  substituer  une  valeur  particulière  de  z.  L’équation 
proposée,  dépend  de 

d’z.  -J-  Adzdx  -f-  Bzdx*  = o ; 

et  comme  les  coefficiens  A et  B son#  constans,  08 
satisfait  à cette  dernière  en  supposant  z = emx , 

m*  -f-  Am  -f  B = o : 

%n  aura  donc,  à cause  de  P=:A, 


y=  C emx  + em*fe~{A+™):rdx(fe{A+m)xRdx  4 C) 


—Ce' 


f emxfe 


dxfe 


(A+m); 


A 4-  2m 

En  intégrant  par  parties,  on  trouvera  que 
jï~<A+>m)Xdxfe(A+m)xRdx 

_-e-(A+™)xfe{A+m)*Mx+fe-™R  àx  ^ 

■ ~ A + zm  ' 

si  on  substitue  cette  valeur  dans  l’expression  de_y , et 
qu’après  les  réductions  on  mette  n à la  place  — ( A -j-  m) 
il  viendra 

Çpnx 

y=Cemx- 


Rdx< 


m — n 


+ 


c fe  mI/ldx — en*fe~nxRdx 


m — n 


1 — - 1 - "■  ■■ 

(*)  La  formule  à intégrer  Ici  revient  à 

JdUfFdjc  = U/Fdx  —JUVdx  (aai). 

Ce  3 
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ou,  changeant  la  forme  des  constantes  arbitraires. 


y = cemx  -f-  c'enx  -(- 


emxfe~mxRàx  — enxfe~nxRà  v 


m- 


'H  est  facile  de  voir  que  la  quantité  n est  la  seconde 
racine  de  l'équation  m 1 -f-  -dm  + B = o,  puisque , par 
l’hypothèse  w*f-  n — — A. 


Lorsque  ces  racines  sont  imaginaires  , on  transforme 
l’expression  dey^  parle  moyen  des  sinus  et  des  cosinus, 
comme  dans  le  n°  281  ; ou  bien  en  supposant  danü 
l’expression  générale  dey» , 


îi=ear cos&r , ou  1 — e** sin /3x , 

valeurs  particulières  qui  résultent  de  la  seconde  expres- 
sion complète  de  z,  dans  le  n°  cité,  lorsqu’on  faitc=o, 

ou  c'=id,  et  en  intégrant  par  parties  , on  trouve 

* 

y — e“ 1 [p  cos  S.r  -f-  q sin  fix~] 

1 c*r[”sin6  rfe  aTRà  r cosSx  — cosjS xfe  aJ"/îdn:sin/Sx] 

_ * 

Dans  le  cas  où  l’on  a m = n,  l’expression  trouvée  plus 
haut  pour_y  devient  incomplète , comme  dans  le  n°  déjà 
cité , et  la  seconde  partie  de  cette  expression  se  pré- 
sente alors  sous  la  forme  £ ; mais  on  élude  cette  diffi- 
culté en  observant  que  A devient  égal  à — 2 m,  et  que 
dans  cette  hypothèse  l’équation  , 

y — Cemx+  emx/e~^+am)rdx  (fe(A+m)xRdx  -f  C) 
se  réduit  à 

y = Ce™  e™fdx  (fe~™Rdx  + C)  : 
en  intégrant  on  trouve 


V 
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y = C emx  -f  em*(Cx  -f-  xfe~nxRdx— fe~mxRxdx ) , 
ou 

_y  ^ e”x(Cx  -f-  C'  ) -)-  emx  (xfe~mxRdx  — fe~mxRxdx'). 

On  rencontre  fréquemment  , dans  les  applications 
de  l’Analyse  à la  Physique  céleste , l’équation 

d*v  _ 

- d^  + ay=R, 

pour  laquelle 

m = a\ / — i,  ou  * = o et  (3  = ai 
son  intégrale  sera  donc 

y x=p  cos  ax  -f- q sin  ax 

, sin  axfRAx  cos  ax — cos  ax fRdx  sin  ax 
+ ■ - «! 

La  fonction  R a ordinairement  la  forme 

A-\-B  cos  j Sx  -f-  C cos  yx  -f-  etc. 

A,  B,  C,  etc.  étant  des  coefficiens  constans  ,@,y,  etc.  dé* 
signant  des  nombres  entiers  ; et  les  intégrations  indiquées 
s’effectuent  par  le  procédé  du  n°  ig6. 

a83.  L’intégration  de  l’équation 

d“z  Pdzdx  -f-  Qzdx1  = o , 

peut  rarement  s’effectuer,  lorsque  les  coefficiens  P et  ^ 
sont  variables  ; on  y réussit , par  exemple , lorsque 

A B 


u -\-  bx* 


On  a (280) 


(a-f-éx)*' 

Ce  4 


J 
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d! + ('• + ^ + r« + iiÿ) dx = o: 

faisant 

Ça  - f-  bx ) t=m , 

il  vient 

(a  -f-  bx)  dm  -f-  (ma-f*  ( A — />)  m -j-  /?)  dxx=®. 
On  satisfait  encore  à cette  équation  en  prenant 
dm  — o et  m1  -f-  ( — b')  m-\-  B — o, 
d’où  on  tire  deux  valeurs  de  t , savoir  : 


t = 


u -f-  bx  9 


t = 


m 


a -\-bx 1 


mais  puisque 


y^mà.r  m 

a+6*  = (a+bx)T, 


on  aura 


2 = C (a  + bx)  h + C (a+  bx)  b . 

s84-  L’équation  générale 

d"y  + /,d',_l  jdx+  Çd"“*^dr*. . . . + Uydxn  —VàxM% 

jouit  de  propriétés  analogues  à celles  que  je  viens 
d’exposer  sur  l’équation  du  premier  degré  et  du  se— 
oond  ordre. 

1°.  Lorsque  le  terme  Vàxa  y manque , ou  qu’elle  est 
de  la  forme 

• a 

d"a  -j-  Pàn~'zàx  + Qd”—1zdx* . . . . -f-  £ zdx*  = o, 
il  suffit  de  connaître  un  nombre  n de  taleurs  parti— 
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culières  de  z , pour  obtenir  sur-le-champ  l’expression 
générale  de  cette  fonction , ensorte  que  si  on  désigne 
par  zt,  z%)  z3, zn,  ces  valeurs,  on  aura 

Z = C,Z,  -f-  C,Z*  + CjZ3 -f-  CnzH , 

C1}  Ct , Cn,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  proposition  est  facile  à prouver  ; car  il  est  évi- 
dent que  chacune  des  équations 

C1(d"zl-f-Pd"_'zIdx-f~()da_âzldx*. . . -f  Z7z,dx")=o 
Cs(d  Pd"- 1 z»dx-f-  Çd"- ’z.dx3 . . .-f-L’z,dx")r=o 


C.(d',z.+Pd'— z.dx+Çd^z^dx». . .-J-C/zBdx")=o  , 

étant  identique,  par  l’hypothèse,  leur  somme  donnera 
une  équation  identique  qui  sera  précisément  celle  qu’on 
obtiendrait  en  mettant  dans  la  proposée,  à la  place  dez 
et  de  ses  différentielles,  les  valeurs  qui  résultent  de 
l’expression  générale  de  z. 

a°.  On  peut  faire  dépendre  l’intégration  de  l’équa- 
tion * 

d "y  -4-Pd"~'ydx  -f-  Qd*-^ydx*. . . -f*  £/ydx"=  Pclx" 
de  celle  de  l’équation 

d"z  -f-  Pda— ’zdx-f-  Qd'1- “zdx* . . . -f-  ï/zdx*  = a 

Cela  se  prouve  facilement,  en  supposant  que  la  va- 
leur dey  soit  de  la  même  forme  que  celle  de  z , mais 
que  les  quantités  C, , C»,  C3 ,. . . au  lieu  d’être  cons- 
tantes comme , ci-dessus , soient  des  fonctions  de  x. 

Pour  fixer  les  idées,  je  prends  l’équation  proposée  du 
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troisième  ordre  seulement  : il  vienty=iC1zI-f-C1zï-l-C3Zj, 
expression  dans  laquelle  il  faut  déterminer  C, , C»  et  Cj, 
de  manière  qu’elle  satisfasse  à 

d3_y  -{-  Pà2yàx  -f-  Çdydx*  -f-  £/ydx3  = Vàj?. 

Si  on  forme  successivement  les  valeurs  de  dy , d %y 
et  d^y,  en  traitant  Clt  C„,  C3,  comme  des  variables; 
on  trouvera  d’abord 

dy = C, dz , + Ctdzz-î-Czdzi -f-z , d C,  4*z»d  Cj  ; 

mais  comme  on  a trois  quantités  à déterminer , et 
que  la  question  proposée  n’offre  qu’une  condition,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  à volonté,  et  faire  en 
conséquence 

z.dC,  -j-  z,dC,  -f  zjdC3  = o , 
ce  qui  donnera 

f 

dy  ■ ■ C,dz,  4“  é'jdz,  4~  Csdz3* 

En  difFérentiant  cette  valeur,  il  viendra 
d^— C’1dîz14-Cad*zî4-C.:daz34-dz1^'14-dz,d6’,4-dz3dC’3  ; 
posant  encore 

dz,dC,  4-  dzadC»  4-  dz3dC3  = o, 

» 

il  restera 

d*y  = C,d*s,  4-  4-  C3d**j  , 

d’où  on  tirera 

d3y»  C,d3z,  4*  C.d’z»  4"  Cjd^Zj 

4-dsz,dC,  4“  d*za<10»  4~  d'zjdCj.' 
Par  la  substitution  des  valeurs  de  y,  d \y , d?y  et  d1^  y 
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l’équation  proposée  deviendra 

Cv(d1zl  4-Pdaz,dx4~  Çdz,dxa-f-  t^dx1) 

-f-  Ca(d  Zi-f-Pd^jd^-J-  Çdz,dx*-f-  L ’^dx3) 

4-  C3(d*z3  -f-Pd^zid  r 4-_Çdz3dxa4-  L’z3d  x3) 

+dizld£’,+  daZadC»4-daz3dC3 

et  se  réduira  à 

* 

d%dC,  + dazadCa  4-daz3dÇ3  = jFÜx3  , 

puisque  les  fonctions  z,,  za  et  z3 , satisfont  à l’équa- 
tion 

d!z  -j-  Pdazdx  -f-  Çdzdx*  -f-  Uzdx3  = o : 

il  existera  donc  entre  les  différentielles  dC, , dCa  *et 
dC3,  les  trois  équations 

z,dP,-j-  zad  C^-\-  z3dC3=o 
dz,dC,4-  dzadCa  f.  dzsdCj— o 
daz,d  C\  4-d2z*d  Ca4-d3z-jd  C^~Và.s? 

dont  on  tirera  les  valeurs  de  chacune  de  ces  diffé- 
rentielles , exprimées  en  x et  en  dx  , lorsque  celles 
de  z,,  z3,  z3,  etc.  seront  connues.  On  en  déduira  par 
l’élimination  des  résultats  de  la  forme 

dC,  = X.dx , dCa  = ^adx  , dC3  ==  X3dx , 

d’où 

Ci—fXtdx+c,,  C’3=/Xadx4-ca,  Cs-fXtflx+ci-, 
et  parconséquent 

j=z,(/A',dx4-c,)4-Za(pf,dx4-Ca)4-z3(/J\:3dx4-c3) 
sera  l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée. 

Si  l’on  ne  connaissait  cçue  deux  valeurs  particulières 


■-Vdx\ 
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de  z , la  proposée  ne  pourrait  s’intégrer  qu’avec  le  se- 
cours d’une  équation  du  second  ordre.  En  effet,  on 
aurait  alors 

y — — ~h  » dy  — Oïdz,  -}-  C,dza, 

en  faisant 

z,dC,  -f-  zadCa  = o ; 

niais  puisqu’on  ne  pourrait  disposer  que  d’une  seule  de* 
quantités  C,  et  Ct , il  faudrait  employer  le  dévelop- 
pement complet  de  day  , qui  -serait 

d’y-  = C.d^,  -J-  Cadaza  -j-  dz,dC,  -J-  dz^dC, , 

ee  qui  donnerait 

d^yz=C,d3z,  + Cad3z,-f-2dazldCI-f-3d*zJdC, 

-f-  dz  j da  C,  -f-dzad*  Ca . 

Substituant  dans  la  proposée , et  réduisant  de  la  même 
manière  que  ci-dessus,  on  obtiendrait 

dz1dîC1-f-dz1dîCa-f-2dtzIdC’,  -j-2d*zadCa  1 , 

-f-Pdz  ,d  C,dx+Pdzad  Cadx  J ~^djc  » 

équation  de  laquelle  on  chassera  dCa  et  d“Ca , en  tirant 
leurs  valeurs  de  l’équation  z,dC,-j-ztdC,r=zo , et  de  sa 
différentielle;  la  résultante  ne  contenant  que  d*C, , 
dC, , et  des  fonctions  de  x , se  ramènera  au  premier 
ordre  (277). 

Enfin,  lorsqu’on  n’aura  qu’une  seule  valeur  de  z, 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre,  réductible  au  second;  c’est  ce  dont  il  est  facile 
de  se  convaincre,  en  mettant  dans  la  proposée, 

C,z,,  é^dz.-f-z.dC, , C,dsz,-fadz1dC,-|-z,d*C, , 
C’Id3z1-f-3daz1dC1-f-3dz1daC,-}-z,d3C1 , 
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«u  lieu  de 

y,  dy,  d*y  et  d^  : 

l’équation  produite  par  ces  substitutions  pourra  se  ré- 
duire à 

z,d3C,-f3dz1d>C’,  -|-3d1z1dC1  j 

-f-/,z,dsC1dx-f-2/>dz,dC'idx  t ~Vdx?. 

-J-Çz,dC,dx*  5 

Si  l’on  suppose  V—o,  l’équation  en  y devient  U 
même  que  celle  qui  doit  donner  z,  et  parconséquent  les 
calculs  précédens  font  voir  comment  avec  deux , ou 
seulement  qpe  valeur  particulière  de  cette  fonction,  on 
peut  parvenir  à son  expression  générale. 

La  méthode  appliquée  cî-dessüs  à l’équation  du 
premier  degré  et  du  troisième  ordre  , convenant;  aux 
équations  du  meme  degré  dans  tous  les  ordres , on 
Conclut  de  ce  qui  précède  , que  si  l’on  a un  nombre  n 
de  valeurs  particulières  de  7. , on  en  déduira  immédiate- 
ment r expression  generale  de.  cette  fonction;  et  l’on 
parviendra  à la  même  expression , dans  le  cas  où  l'on 
ne  connaîtrait  que  n — î valeurs  particulières , en  inté- 
grant une  équation  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre:  cette  proposition  est  due  à Lagrange,  ainsi  que 
la  démonstration  que  je  viens  d’en  donner. 

a85.  L’équation 

d"z  -j-  Pd"~ ’zdx  -}-  Qdn— “zdx1 . . . -j-  î/zdx"  = o * 

ne  peut  s’intégrer  dans  tous  les  cas;  mais  on  y satisfait  en. 
faisant  z—emx,  lorsque  les  coefliciens  P , Q , . . . U,  sont 
constans,  parceque  dans  cetfe  hypothèse  elle  devient 
divisible  par  e^dx",  après  la  substitution  des  valeurs 
de  z,  dz,  d*z, d"z,  qui  sont 

emx , e’nxmdx , emxm!‘ dx* ......  e"l-rm"dx*  : 


\ 


» 
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on  trouve  alors 

m 

mK-{-Prnn~'  -f-  Qmn~ * -f-  U~o. 

Si  on  désigne  par  m,,  m,,,les  n racines  de 

cette  équation,  on  aura 

m,x  m»x  m„x 

Zi  — e , z»=e  ,. . .z„=e  ; 

et  parconséquent 

z = C,em,X+  CtemtX  + C3em3X + cj***. 

Telle  est  l’expression  générale  de  z lorÜjue  les  ra- 
cines m, , m,,. . . . sont  tputes  inégales  et  réelles. 

Sij  parmi  ces  racines , il  s’en  trouve  d’imaginaires , 
comme  elles  vont  toujours  par  paires,  de  la  forme 

— &V — i» 

on  pourra  faire  disparaître  les  {/ — i , en  changeant  les 
exponentielles  en  sinus  et  en  cosinus , par  les  formuler 
du  n®  i64‘,  et  si  rn,  et  th»  sont  deux  racines  imaginaires 

de  la  même  paire,  les  termes  C,em‘r-f-  C*en*X  , 
quelles  fournissent  à la  valeur  complète  de  z,  de- 
viendront (281) 

, cj«+t  + cj«-e  v~\)x 

=e**t(CH-Q  cos/2x+(C,— C.)  sin 

= e*x  (c,  cos/Zx  -f-  c„  sin  0x)  =pe*x  sin  (£x  -f-  q ) . 

Si  quelques-unes  des  racines  m, , rn*,  etc.  deviennent 
égales  entr’ elles , la  valeur  complète  de  z perd  de  sa  gé- 
néralité, parcequ’alors  plusieurs  des  constantes  C,, 
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Ct , Cj,  etc.  se  réduisent  à une  seule,  ainsi  qu’un  l’a 
vu  pour  le  deuxième  ordre  (281).  Soit  d’abord  m,=7na: 


lesdeuxtermes  C,em'X+  C»em*  n’en  donneront  qu’un. 


Tfl  JC 

savoir,  (C,-J-Ca)e  1 -,  l’expression  de  z ne  renfermera 
plus  qu’un  nombre  n — 1 de  constantes  arbitraires  ; mais 
si  on  suppose  on  trouvera 


fy  1 /~y  m,x  _ _ kx 

C,c  -f-Cae  — e (c,-f-cae  ) 


m,rr„  ; „ / /tx  . A’x1  \“ï 

= e + — + etc.  JJ 


772, 


ce  qui , en  changeant  C.-f-C»  en  c, , et  Ca/5  en  c» , de- 
viendra 

i,x/  , /<x*  , \ 

^Cl*4-rax-f-ra— —f  etc.  1 , 

et  e”*1  (c,-f-c*x),  en  faisant  k=o. 

Substituantcette  quantitéàla  placedeC’lc77,'‘r-f-C1em*r, 
Ja  valeur  de  s reprendra  la  généralité  qu’elle  doit  avoir 
pour  être  l'intégrale  complète  de  l’équation  proposée  ; 
on  aura  donc 


m'X  r . N , ry  mlx  , . 

z — e ( c,  -f-  cax)  -f-  C3e  -f-  etc. 


Pour  arriver  au  cas  où  m,  ~ ma  = m3  ; on  fera  dana 
le  résultat  précédent  m3  = m, et  il  deviendra 


z=em'r(Cl-fca.r-f-C3e^  X)-J-etc. 


En  développant  eh'x , on  trouvera 


z — e |^ci+^'3+(ca-}-C’3A,)x4-C3— — — -f-C3-^-^--f-etc.^-f-etc. 

changeant  les  constantes 


k'1 


c»  "b  c*  ~h  Czk'  et  C3—  , en  c, , ca  et  c%. 
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il  en  résultera  . 


m,x/  . , . , k'jp  , \ 

z=e  l c,  + c,x-f-c3x*-f  c3-^--f  etc.J-f  ete. 

«St  z—e  1 ( c,  ■+■  c,x  -f-  C3X3 ) -{-  ete.  lorsque  A'  = «. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  si 

Ttîi  — ; 771  % — — J7î3  — 771^  | 

l’expression  générale  de  z sera 

/Tl  JC 

z = e 1 (c,  +e»x  + c3x*-f-c+x3)  -f-  etc. 
et  ainsi  de  suite. 


a86.  Si  l’on  a un  nombre  m d’équations  différentielles 
du  premier  degré,  renfermant  un  nombre  m -f  t de  va- 
, riables , une  seule  de  ces  variables  sera  indépendante  , et 
les  m autres  en  seront  des  fonctiorfs.  Quand  ces  der- 
nières et  leurs  coefbciens  différentiels  ne  s’élèveront  pas 
au-delà  de  la  première  puissance , dans  les  équations 
proposées , qui  seront  alors  du  premier  degré , on  pourra , 
par  la  méthode  indiquée  au  n°  119 , parvenir  à une 
équation  différentielle  du  premier  degré  entre  l’une  des 
fonctions  à déterminer  et  la  variable  que  l’on  regarde 
/omme  indépendante  ; mais  on  peut  quelquefois  éviter 
les  calculs  de  l'élimination , en  intégrant  conjointement 
les  équations  proposées. 

D’Alembert  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de 
l’intégration  immédiate  de  plusieurs  équations  différen- 
tielles , et  la  méthode  qu’il  imagina  dans  cette  occasion 
est  trop  ingénieuse  pour  la  passer  sous  silence. 

Soient j i°.  les  équations 

du  -f-  ( Au  -f-  Bx  ) df  = Tdt, 
dx  -f  (A'u+  B'x)  d t = 7’dt , 

où 


;Ie 
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où  l’on  regarde  les  variables  u et  x comme  des  fonc- 
tions de  la  variable  indépendante  t ; si  on  multiplie  la 
seconde  par  un  facteur  0 , fonction  de  t , et  qu’on 
l’ajoute  ensuite  à la  première,  il  viendra 

du+«dx+[(a*  + ^fl)u+(fi+J8'0)x]dfc=(7T+7vfl)dt, 

résultat  qui  rentrerait  dans  l’équation  du  premier  degré 
et  du  premier  ordre  , à deux  variables  seulement , si 
l'Un  avait 

du+(dï  = d(u  + §±|f,), 

puisqu’en  faisant 

. B + B' 6 

u + Â+7rt  = z’ 

on  trouverait  . 

ds  + ( A -f  A' 6 ) zd<  = ( T+  T'è  ) df. 


Pour  que  la  condition  exigée  soit  remplie,  il  faut 
en  général  que 

â B + B'9  j B + B'ê 
* — o*  A -f-A'S  ° ’ 

chassant  fi  de  la  seconde  équation,  on  en  déduira  une 
relation  entre  les  cocfficiens  A,  B , A',  B'. 


Lorsque  ces  coefiiciens  seront  constans  , elle  sera 
satisfaite  immédiatement  en  supposant  fi  constant  ; et 
ce  facteur  sera  déterminé  par  la  première  équation  , 
qui  ne  monte  qu’au  second  degré.  Si  on  désigne  par  fi, 
et  fia,  les  valeurs  de  ô;  para,  et  a»,  celles  de  A-{-A'6\ 
B 1 ^ fl'  $ 

par  b,  et  ba , celles  de  — 3*.  ; enfin  , par  T,  et  7 » , 

A -f-  fl 

T T*  fl 

celles  de  . ■ — — , on  trouvera  (u5j)  ces  deux  équa- 
A -f-  A 0 

tions  primitives 

Cu!c.  intégr.  Dd 
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u + btx  = e~a,t  (/e0*' V.df  -f-  >, ) , 

« + ( /e°a  V4df +>.), 

desquelles  on  tirera  les  expressions  générales  de  u et 
de  x,  et  où  y,  et  y2  sont  des  constantes  arbitraires. 

Les  équations  proposées  ne  paraissent  pas  d’abord 
aussi  générales  qu’elles  pourraient  l’etre  , parceque 
toutes  les  différentielles  n’entrent  pas  à la  fois  dans 
chacune  ; niais  si  l’on  avait  les  éqtfctions  suivantes 

Màu  -f-  IVdx  -f-  (Pu  + Qx  ) df  ==  Pdf , 

M'du  -}-  A 'dx-rf-  (P'u  -f-  Q'x)  df  = p'df , 

on  les  ramènerait  facilement  aux  premières,  en  éliminant 
alternativement  dx  et  du  : on  pourrait  aussi  y appliquer 
immédiatement  le  procédé  ; mais  le  calcul  est  plus 
simple  dans  la  première  forme  , laquelle  d’ailleurs  se 
rencontre  le  plus  fréquemment  dans  les  applications. 
J’observerai  enfin  qu’on  aurait  pu  se  procurer  une 
indéterminée  de  plus , en  multipliant  la  première  des 
équations  proposées  par  un  facteur  aussi  bien  que  la 
seconde  ; mais  cela  est  inutile  pour  le  cas  où  les  coelîi- 
ciens  du  premier  membre  sont  constans , le  seul  dont 
il  soit  à propos  de  s’occuper  ici. 
a0.  Soient  les  équations 

du  -f-  (.Au  4~  ~h  Cy  )dfc=  Pdf, 
dx  + (A'u  - f-  B'x  -f  Cy)  df  = P'df , 
dy  -f-  (A"u+  fiux  + C’y) df  - P"df, 

dans  lesquelles'  les  coelïiciens  du  premier  membre  dé- 
signent des  constantes , on  multipliera  la  deuxième 
par  9,  la  troisième  par  9'  ; on  les  ajoutera  ensuite  avec 
la  première  ; ce  qui  donnera  un  résultat,  qu’on  mettra 
aisément  sous  la  forme 
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du  -f-  Adx  -j-  A'dy  -J- 


, B + B'ÏJrB"V  , C+C'J-t-Ct  |J( 
^Â+A't  +A"VX+ A+A'*+A‘V  y)  ™ 


= (T’+  7tfA  4-  T“V  ) df . 


Pour  qu’il  puisse  se  changer  en  une  équation  du  pre- 
mier degré  et  du  premier  ordre  à deux  variables,  il 
faudra  que 

fl  B 4-  B'è  + B"V  a,  C+  C'A  4-6’"  ' 

* -f-  ^'o  -+-  0 ~A  + jt'6+A"r 

Ces  dernières  équations,  qui  déterminent  A et  fl',  con- 
duisent par  l’élimination , à une  équation  finale  en  A 
ou  en  6',  où  l’inconnue , après  les  réductions  conve- 
nables , ne  monte  qu’au  troisième  degré. 

Considérant , en  particulier,  chacune  des  racines  de 
cette  dernière , on  obtiendra  trois  équations  primi- 
tives de  la  forme 


u 4 btx  -J-  c,y  = e <li\fe1'tTlàt  -f-j/,) 

u -f-  b*x  -}- ■ cy=ze  a*\feaitTidt  4-  y») 

• * u 4 b3x  -f-  c3y  = e C3t(/e°3V3dt  + >3)* 

287.  D’Alembert  applique  aux  équations  du  pre-  ’ 
mier  degré  d’un  ordre  quelconque,  ce  procédé,  qu’on 
étend  sans  peine  à un  nombre^  quelconque  d’équations 
du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ; et  pour  cela 
il  ramène  les  premières  aux  secondes.  Ayant , par 
exemple,  deux  équations  de  la  forme 

dsu- f-(A  àu-\- B àx)àt’\-(C  u-\-D  x^APz^T dt* 
d*x+  (A'àu+B,àx)àL-\-{Cu+D'x')àe—T'àt', 

il  fait  du  = pdl , dx=</dt;  et  il  a parconséquent  entra 
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les  cinq  variables  p,  q,  t,  u et  x,  les  quatre  équation» 

du  premier  ordre 

dp  + ( Al P “H  B q -f-  C u D x)  dt  = Tdt , 

* dq  -f-  {A' p -f  B'q  + Cu  + D'x ) dt  = T'dt, 

• du — pdt=o, 
dx — qdtxzo, 

qu’il  traite  alors  par  la  méthode  du  n°  précédent. 

Cet  artifice  d’analyse  s’applique  également  aux  équa- 
tions du  premier  degré  de  tous  les  ordres , quel  que  soit 
leur  nombre. 

Méthodes  pour  résoudre  par  approximation 
les  équations  différentielles  du  premier 
et  dit  second  ordre. 

288.  Après  avoir  épuisé  les  moyens  connus  pour  in- 
tégrer une  équation  différentielle,  il  faut  chercher  à la 
résoudre  par  approximation , c’est-à-dire  , à en  tirer  la 
valeur  dey  en  x,  au  moyen  d’une  série.  L’idée  qui  se 
présentera  première  pour  cela  , est  de  prendre  poury 
une  série  à coefficiens  indéterminés , ordonnée  suifagt 
les  puissances  de  x\  mais  il  faut  le  plus  souvent  des 
artifices  particuliers  pour  déterminer  les  exposans  , 
lorsqu’ils  ne  suivent  pas  la  progression  des  nombres 
entiers.  Quand  la  forme  de  cette  série  est  connue  , 
on  parvient  à trouver  ses  coefficiens , en  la  substituant 
ainsi  que  sa  différentielle , au  lieu  de  y et  de  dy , 
dans  l’équation  proposée. 

Si  on  avait , par  exemple , l’équation 

dy  -f-ydx  = mx"àx  , 

on  supposerait 
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y = Ax*  + Zfx*-*"1  + -f-  etc. 


mettant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de  dy,  qui  en  ré- 
sulte, dans  dy+ydx=mx"dx , en  observant  d’assembler 
les  termes  de  manière  qu’on' puisse  former  un  nombre  ’ 
suffisant  d’équations  pour  déterminer  les  exposaris  et  les 
coefficiens,  sans  tomber  dans  des  contradictions,  on  aurait 


I+(*+i)£x“+(« f a)Cxa+,-f  (a-J-3)Dx‘+,+etc.^_-.0. 
+ Ax*+  i?x*+I  + Cx*+î+etc.S 


équation  qui  deviendrait  identique  en  faisant /t=st — i , 


i . j Tn  r>  — m ni 

ou «=71+1,  et  A=—,B=— -,L=— . 

d ct(*-|-l)(et+2) 


D = 


■m 


*(*+»)  C*+3)  (*+3j 

et  on  trouverait 

-r*n'4~ 3 


, etc. 


i*+ï 


('i+O  («-f-») 

x"+3 


(/t+i)(/i+2)  (n+5) 


■ etc.] 


Cettevaleurde ^ est  incomplète,  puisqu’elle  ne  ren- 
ferme point  de  constante  arbitraire,  et  il  en  sera  de  fnême 
pour  tous  les  cas  où  la  constante  ne  peut  etre  isolée  de 
la  variable  x,  dans  le  développement  de  l’intégrale; 
voici  comment  on  pourrait  en  obtenir  une  qui  - eût 
toute  la  généralité  que  comporte  une  intégrale  : 

289  .Soit  f(x,  y,  c)= 0 l’intégrale  d’une  équation  diffé- 
rentielle quelconque  ; pour  en  déterminer  la  constante  c, 
il  faudrait  connaître  la  valeur  de  y qui  répond  à une 
certaine  valeur  de  x;  savoir,  par  exemple  , que^=£, 
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q^iand  x—a\  au  moyen  de  cette  condition  on  au- 
rait f (a,  b,  c)=o , d’où  on  tirerait  la  valeur  de  c en  a et  b. 
Il  est  évident  qu’on  remplira  le  même  but  en  préparant 
l’expression  dey,  déduite  de  l’équation  différentielle,  de 
manière  qu’en  y faisant  x = a,  il  en  résulte^=é»  ; or  , 
'c’estfce  quipeuts’efFectueren  posant  jx=a-\-t , y=b+u, 
et  prenant  pour  représenter  u,  une  série  dont  tous  les 
termes  s’évanouissent  quand  t — o. 

L’équation  dy  -}- y'd.r  mxnd.r  devient  par  cette 
transformation  du  -f-  (6  -f-  u)  dt  = m(a-f-/)n,et  faisant 

* u=At*-\-  Bl*+l  -f  Cttt+2 -f- etc. 


on  trouvera- 

+ b + At*+  Bta+'- f-etc. 

n it(n — i") 

— ma" — m-an~'t — m -a"- 4t*-j-etc. 

1 1.3 


il  faudra  supposer  dans  cette  équation  * — î = o , on 
a~  î,  et  il  viendra 


A — ma " — b,  B 


mnan~'  — ma”  -f-  b 


a 


* 


„ mn(n — 0an— 3 — mnan~'  -fma" — b 

^ ry 


2.3 


etc. 


sqo.  La  série  de  Taylor  s’applique  immédiatement  à 
la  même  recherche.  En  regardant  b comme  une  fonc- 
tion de  a , cette  quantité  deviendra 


, db  t d *b  t4 

+ d^r  + d?TT2 


d3&  t3 
da3 1.2.3 


-f-  etc. 


lorsque  a se  changera  en  a -j- 1 ; et  on  aura  parcon- 
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séquent 

u , t t dft  i d’Z»  ta  d "b  t3  , , 

^=4+"=i+  as  : +sr-  ri +3?  rn + elc- 

• 

Mais  puisque  a et  6 sont  deux  valeurs  correspondantes 
de  x et  de  y , il  doit  y avoir  entr’elles  et  le  coefli- 

cient  la  même  relation  qu’entre  x,y  et  : on 

trouvera  donc  la  valeur  de^,*en  mettant  a et  b à la 

da 

place  de  x et  de^ , dans  l’équation  proposée  ; et  les  dif- 
férentielles successives  de  ce  résultat  donneront  les  va- 

, , daè  d36  1111 

leurs  de  g-j , etc.  par  un  calcul  absolument  sem- 

blable à celui  du  n°  42« 


Cette  série  sera  en  général  convergente , lorsque  t sera 
très-petit  ; et  pour  s’élever  à des  valeurs  de  x plus  con- 
sidérables que  a-J-t,  il  faudra  faire  a-f-fc=a, , 6-f-u— b, , 
substituer  ces  quantités  dans  l’équation  différentielle 


proposée , afin  d’en  conclure  les  coefiiciens 


d b, 

d^  • 


daA, 


^ — •*,  etc.  au  moyen  desquels  on  formera  une  nou- 


velle valeur  de^,  correspondante  à n,-f-t  et  expri- 
mée par  une  série  semblable  à la  précédente.  On  fera 
usage  de  cette  dernière , tant  qu’elle  sera  convergente  , 
et  on  en  formera  ensuite  une  autre , comme  il  vient 
d’être  dit. 


Ce  procédé  cesse  d’être  applicable  quand  quel- 
qu’un des  coefiiciens  différentiels  devient  infini  ; mais 
cela  n’arrive  queparceque  la  fonction^  est  réellement 
infinie  quandx=ra,  ou  parcequ’alors  la  série  qui  ex- 
prime cette  fonction  doit  renfermer  des  puissances  fraG- 
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tionnaires  de  x.  Le  premier  cas  aurait  lieu , par 

exemple,  pour  l’équation  d !y  = — — - , dont  l’intégrale 

«sty  = r!(r — a)  ; il  faut  alors  prendre  la  première 
valeur  de  r,  différente  de  a.  Dans  le  second  cas,  il 
faut  déterminer  les  exposans  de  la  série  qui  doit  repré- 
senter^, et  lorsqu’on  les  connaît,  on  peut  encore  se 
servir  de  la  série  de  Taylor.  Si,  par  exemple,  la  série 

• mm 

procédait  suivant  les  puissances  de  x",  on  ferait  x"=z  ; 
on  transformerait  en  conséquence  l’équation  différen- 
tielle proposée,  et  on  développerait  après  , suivant  les 
puissances  de  z ; au  reste,  on  a du  remarquer  que  le 
premier  moyen  ( 289  ) est  exempt  de  cet  incon- 
vénient. 

\ 

291.  Ce  sontencoreles  mêmesprocédés  qu’on  applique 
aux  équations  du  second  ordre  et  des  ordres  supé- 
rieurs. Le  plus  général  est  celui  dans  lequel  on  prend 
pour  y une  série  dont  les  exposans  sont  indéterminés 
aussi  bien  que  les  coeflïciens  ; l’exçmple  suivant  don- 
nera une  idée  de  la  maniète  dont  on  obtient  la  valeur 
des  uns  et  des  autres. 

/ 

Soit  réquation 

d^y  -f-  ax^dx*  = o ; 

si  on  suppose 

y — Ax*  -f  Bx*+<r  -f-  Cxt+if  + etc. 

et  que  la  suite  des  exposans  soit  croissante,  ou  que 
J soit  positif,  on  pourra,  en  supposant  x très-petit, 
concevoir  que  y se  réduise  à son  premier  terme , par- 
ceque  les  suivons  sont  trop  petits  pour  être  compa— 
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râbles  à ce  premier.  Dans  cette  hypothèse,  on  pourra 
*e  borner  à prendre 

y — Axfy  d^y  = *(* — 1)  Ax*  \Lc*, 

et  l’équation  proposée  deviendra 

et  (at — i )Ax*  3 -f-  aAx*^"  = o. 

Il  ne  sera  pas  possible  de  déterminer  et  pour  que 
les  deux  exposans  *— 2 et  et~i~n  deviennent  égaux  , 
excepté  dans  le  cas  particulier  où  n=— 2;  mais  l’ex- 
posant de  x étant  plus  considérable  dans  le  second 
terme  que  dans  le  premier,  on  peut  négliger  l’un  de 
ces  termes  vis-à-vis  de  l’autre,  et  l’équation  se  trou- 
vera vérifiée,  par  approximation,  de  deux  manières, 
savoir,  en  prenant  et—  o,  et  a=i,  parceque  l’une  et 

l’autre  hypothèse  fait  évanouir  le  terme  a (a — 1 )A*~Î, 
qui  est  le  plus  grand  de  l’équation  : A reste  donc  in- 
déterminé , et  l’on  a deux  sériés , l’une  commençant 
par  A , l’autre  par  Ax. 

En  prenant  successivement 

- ,) 
y — fi  -j-  Bx* Cx1^  -f-  etc. 

y = Ax  -}-  B -f-  Cx'^~^  -f-  etc. 

«,  et  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  les  valeurs  corres- 
pondantes de  d^y,  on  reconnaîtra,  en  ordonnant  les 
termes  , que  J'  doit  etre  égal  à 2;  et  déterminant  dans 
chaque  cas  les  coelïiciens  A,  B,  C,  etc.  on  parviendra 
à ces  deux  séries  : 
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aAxnA~*  cPAx **+* 

(»i-0  C«+2)  (n + 1 ) (rc-f-2)  (2/i+3) (art+4) 

cc,Ax^n+s 

(n~h  i ) (ji-f-a)  (an-f-3)  (an-j-4)  (3/i-f-5)  (3n-f-6)  +etC’ 

aAxn+3 Cgy/Æa"+5 

X'  (n+2)  (n-f-5)  « (K-f-2)(n-f3)  C2n+4)(2,1+5) 

t&Aj?**1 

(«+2)(n+3)Can+4)(2«+5)C3M-f-G)(3ft4-7)  ^ 


Les  développemens  rapportés  plus  haut  ne  sont  que 
particuliers,  puisqu’ils  ne  contiennent  que  la  constante 
arbitraire  A ; mais  en  écrivant  dans  le  dernier  A,  à la 
place  de  A,  et  prenant  ensuite  leur  somme,  on  aura, 
à cause  de  la  forme  particulière  de  l’exemple  proposé , 
(279)  une  expression  générale  de  y. 


Tout  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  290,  sur  les  équa- 
tions du  premier  ordre , peut  s’appliquer  à celles  du 
second , avec  cette  seule  différence  que  le  second  terme 
des  séries  rapportées  dans  cet  article  doit  être  regardé 
comme  arbitraire,  {^bisque  l’équation  proposée  ne  donne 


d *b 

que  le  coefficient  -x—  et  ceux  qui  le  suivent.  Pour  dé- 
d«a 

terminer  entièrement  l’expression  de  y , il  faut  donc 
connaître  ce  que  deviennent  cette  fonction  et  son  pre- 
mier coefficient  différentiel , lorsque  x reçoit  une  va- 
leur particulière  a,  ou  bien  encore  avoir  deux  valeurs 
particulières  de  y,  correspondantes  à deux  valeurs 
données  de  x;  mais  ce  dernier  procédé  n’est  appli- 
cable en  général  qu’à  l’intégrale  seconde  , exprimée 
par  un  nombre  fini  de  termes.  . 


292.  Les  procédés  approximatifs  fournis  par  la  série 
de  Taylor , et  qui  s’étendent  à tous  les  ordres , font  voir 
que  les  équations  différentielles  à deux  variables  sont 
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toujours  possibles  , c’est-à-dire  qu’on  peut  toujours 
assigner  des  valeurs  soit  rigoureuses , soit  approchées  , 
de  la  fonction  qu’elles  déterminent  : la  même  chose 
se  prouve  aussi  par  des  considérations  géométriques. 

En  effet,  quand  il  s’agit  d’une  équation  du  premier 

ciy 

ordre , on  en  tire  la  valeur  du  coefficient  -=£■_  qui  exprime 

la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  fait  avec  la 
ligne  des  abscisses , la  tangente  de  la  courbe  relative 
à cette  équation  ; prenant  donc  le  point  31,ftg.  5o , cor-  fic.  5 o. 
' respondant  aux  coordonnées  AP=a,  PM=  b,  on  mè- 
nera la  ligne  MT,  faisant  avec  MQ , parallèle  à AB , 

l’angle  M'M Q , égal  à celui  dont  la  tangente  est  ^ ; 

cette  droite  touchera  la  courbe  cherchée , au  point  M. 

En  regardant  la  courbe  et  sa  tangente,  comme  confon- 
dues ensemble,  dans  les  enviroiü  du  point  de  contact , la 
droite  TM  déterminera , pour  un  point  P' , infiniment 
proche  de  P,  l’ordonnée  P'M'  avec  laquelle  on  calcule- 
ra, par  l’équation  différentielle  proposée , la  tangente  de 
l’angle  31" M'  Ç)  formé  au  point  M ^par  la  tangente  T' 31' 
consécutive  à TM.  La  continuation  de  ce  procédé  donne- 
ra un  polygone  qui , à mesure  qu’on  en  multipliera  les 
côtés , différera  d’autant  moins  de  la  courbe  à laquelle 
appartient  l’équation  proposée.  Il  résulte  aussi  de  cette 
construction , qu’une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  représente  une  infinité  de  courbes , puisqu’on  peut 
prendre  le  premier  point  M où  on  voudra. 

Dans  les  équations  du  second  ordi^,  qui  n^donnent 

que  le  coefficient  , on  substitue  les  parémies  os- 

culatrices  aux  tangentes.  Ayant  pris  arbitrairement  un 
premier  point  dont  l’abscisse  et  l’ordonnée  soient.r  = a, 
y = b,  on  formera  l’équation  , 
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Des  solutions  particulières  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre. 

2g3.  Dans  le  n°  270  il  s’est  présenté  pour  une  équa- 
tion différentielle , une  solution  particulière  qui  ne  dé- 
rivait pas  de  l’intégrale  complète , et  l’on  n’est  parvenu 
dans  le  n°  288,  qu’à  une  valeur  de  y sans  constante 
arbitraire  ; ces  deux  circonstances  font  naître  les  ques- 
tions suivantes  : d'où  viennent  les  solutions  particu- 
lières? et  comment  distinguer  si  une  équation  primitive 
qui  satisfait  à une  équation  différentielle  proposée  , 
dérive  ou  non  de  son  intégrale  ? c’est  ce  dont  je  vais 
m’occuper. 

La  relation  qui  existe  entre  une  équation  diffé- 
rentielle et  son  intégrale  est  telle  que  cette  der- 
nière équivaut  à un  nombre  infini  d’équations  primi- 
tives , qu’on  obtiendrait  en  donnant  successivement 
à la  constante  arbitraire  toutes  les  valeurs  possibles , 
et  dont  chacune  satisferait  à l’équation  différentielle 
( 43  )•  On  désigne  ces  diverses  équations  primitives 
tous  le  nom  d'intégral^  particulières  , puisque  ce 
sont  des  cas  particuliers  de  l’int^ale  complète.  Les 
solutions  particulières , dont  le  nombre  est  toujours 
limité  , sont  des  équations  primitives  essentiellement 
différentes  des  intégrales  particulières.  Ces  solutions 
sont  de  deux  sortes  ; les  unes  ne  sont  autre  chose  que 
des  facteurs  de  l’équation  différentielle  proposée , dans 
lesquels  dx  et  d^  n’entrent  point , qui  parconséquent 
étant  égalés  à zére  donnent  des  équations  primitives, 
et  établissent  entre  x et  y des  relations  qui  rendent  la 
pressée  identique.  En  cherchant  les  diviseurs  com- 
muns des  fonctions  M et  2V,  on  trouvera  les  solutions 
de  cette  espèce , dont  est  susceptible  l’équation  m 


Jldx  -f-  iVdy  = o. 
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La  seconde  espèce  de  solutions  particulières  dont 
l’équation  ^d.r  — xdy  — n\/ dx"  -f-  dy1  (270) a fourni 
un  exemple , est  liée  intimement  à l’équation  différen- 
tielle dont  elle  dérive  , quoiqu’elle  ne  puisse  rentrer 
dans  aucun  des  cas  de  l’intégrale  complète  , quelque 
valeur  que  l’on  donne  à la  constante  arbitraire , ainsi 
qu’il  est  facile  de  le  voir , en  comparant  les  équation» 

y — ex  -f-  n 1 -f-  & et  x1  -{- y3  = n\ 

*■'  ï' 

"Voici  la  théorie  que  Lagrange,  en  1774,  donna  de 
ces  dernières  solutions , regardées  avant  lui  comme 
formant  un  paradoxe  dans  le  Calcul  intégral  (*). 


nq4-  Les  solutions  particulières , sans  être  comprises 
explicitement  dans  l’intégrale  complète , peuvent  néan- 
moins s’en  déduire  , en  cessant  de  regarder  la  cons- 
tante arbitraire  comme  invariable.  En  effet , soit  U =0 , 
une  équation  primitive  renfermant  les  variables  x,  y , 
et  une  constante  c ; l’équation  différentielle  correspon- 
dante, que  je  désignerai  jrar  V—o  , sera  le  résultat 
de  l'élimination  de  cette  constante  , entre  les  équa- 
d(/à  , d£7*, 

tions  V—  o,  -g-£- ax  -f-  d^:=o  (43)i  mais  81  on 

su^ose  que  c soit  une  fonction  quelconque  de  x , on 
donnera  i l’équation  U — ô uue  extension  telle  qu’elle 
pourra  représenter  une  équation  quelconque  à deux 


(*)  Il  les  appela  intégrales  particulières , et  donna  le  norp 
de  solutions  particulières  aux  différons  cas  de  l’intégrale  complète. 
Laplace,  qui  s’est  occupe  avec  succès  du  même  sujet  La- 

grange, emploie  ccs  dénominations  dans  un  sens  inverse,  cl  je 
l’ai  suivi.  II  m’a  semble  Vjue  les  équations  primitives,  qui  résolvent 
les  équations  différentielles  sans  être  comprises  dans  leur  intégrale 
complète,  ne  s’obtenant  point  par  les  procédés  de  l'intégration , ne- 
devaient  pas  porter  uu  nom  qui  rappelle  ces  procédé», 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  /0l 

variables  , et  parconséquent  aussi  toutes  les  solutions 
particulières’de  l’équation  Cela  posé,  en  mettant 

l’équation  dr  -f-  dy  = o , sous  la  forme 

d \y  — pdx , on  observera  que  puisque  l’équation  V—  o 
résulté  de  l’élimination  de  c entre  TJ—  o etdj=pdr, 
elle  doit  demeurer  la  même  quelque  valeur  qu’on  donne 
à c,  et  qu’on  pourrait  parconséquent  supposer  c va- 
riable , pourvu  que  la  loi  de  sa  variation  fût  telle  qu’on 
eût  toujours  dy  =pdx  \ or , quojqu’en  regardant  c 
comme  variable  aussi  bien  que  x , il  vienne  en  général 
dy  z=  pdx  -f-  qàc , p et  q étant  des  fonctions  de  x et 
de  c , on  aura  néanmoins  dy  = pdx  seulement , si  q — o : 
déterminant  d^nc  c par  cette  dernière  équation,  et 
substituant  dans  V — o la  valeur  qu’on  trouvera  , le 
résultat  satisfera  encore  à l’équation  différentielle  ^==o. 


Dans  ce  qui  précède , y a été  regardé  comme  une 
fonction  de  x et  de  c:  en  considérant  à son  tour  x 
comme  une  fonction  de  y et  de  c , on  mettra  l’équa- 

. d U , , d U , , - 

tion  — dx-f-  dy  — o,  sous  laponne  d.c  — mdy; 

et  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  trouvera  que,  si  la 
valeur  de  dx,  prise  en  faisant  varier  c,  est  dx=mdy  -{-  ndc, 
l’équation  résultante  de  l’élimination  de  c,  entre  nxzo 
et  U—  o,  satisfera  aussi  à l’équation  différentielle  V—o. 


Les  équations  primitives  que  donnent  l’un  et  l’autre 
des  procédés  que  je  viens  d’exposer,  sont  nécessaire- 
ment, ou  des  solutions  particulières  de  l’équation  V~ox 
si  elle  est  susceptible  d’en  avoir,  ou  de3  cas  particuliers 
de  son  intégrale  complète. 


On  peut  comprendre  ces  deux  procédés  dans  un 
seul,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l’é- 
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de  = o , différentielle 

de  U = o , prise  par  rapport  à i,  à_y  et  à c.  Elle 
aura  alors  la  forme 

Mdx  -f-  Này  -f.  Pdc  = o ; 

on  en  tirera 

, Ma  P a a Na  p A 

ày=-i ïdx~Ndc>  àx=~Mày—Màc’ 

• 

et  si  les  fonctions  entières  3/,  N sont  algébriques,  ou 
quoique  transcendantes , ne  peuvent  pas  devenir  infinies 
par  quelque  valeur  de  c,  le  coefficient  de  de  ne  dispa- 
raîtra que  par  la  supposition  deP  = *,  qui  donnera 
ainsi  toutes  les  solutions  particulières  de  V~o. 

Lorsque  l’équation  P = o ne  renferme  que  c et  des 
constantes,  elle  donne  c constant  et  ne  conduit  par- 
conséquent  qu’à  une  intégrale  particulière.  Quand  c 
ne  se  trouve  qu’au  premier  degré  dans  U , il  n’entre 
point  dans  P,  qui  ne  contient  alors  que  les  variables  x e\y\ 
mais  dans  ce  cas,  Péquation  P — o satisfait  elle-même 
à V—  o ; car  U = o étant  de  la  forme  Ç>  -f-  cP  ■=  o , 
V — o devient  PdQ  — QàP  = o.  Pour  s’assurer  alors 
si  P = o est  une  solution  particulière , ou  seulement  une 
intégrale  particulière,  on  éliminera  une  des  variables  ce 
ou  y , entre  U = o et  P — o;  la  résultante  donnera  c 
variable  dans  le  premier  cas,  et  c constant  dans  le  se- 
cond. Si  on  trouvait  c = j , il  en  faudrait  conclure  que 
l’équation  P—o,  est  un  facteur  de  U~o,  indépen- 
dant de  la  constante  c , et  parconséquent  étranger  à 
l’équation  différentielle  V-'O- 

ag5.  J’appliquerai  maintenant  cette  théorie  à l’équa- 
tion ydx — xdy  = n\/  dx“  -j-  dy* , ayant  pour  intégral  e 

complète 
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complète^ — cx—n  \/  1 -f-  c*  (270)  en  faisant  va- 
rier c en  même  temps  que  x et  y , et  réduisant  tous 
les  termes  au  meme  dénominateur,  on  aura 

cdx  \/ 1 -{-tf-wràyy/ 1 -f-c*-}-  (,x\/  1 -f-  c2-}-  ne)  de  =0  ; 

* % 

égalant  à zéro  le  coefficient  de  de,  il  vient 

x V/  1 -f-  c*  -f-  ne  = o . . 

JC 

d’où  on  tire*c  = — Cette  valeur  change  l’équa- 

* y il* X*  s 

tion  y — cx=n\/ 1 +c"  en  ri-f-  y*  = na  et  donne  la 
solution  particulière  obtenue  dans  le  n°  cité. 

Toutes  les  équations  de  la  former  = px-f-  P (270), 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  la  précédente  , ont 
aussi  une  solution  particulière  analogue.  Leur  inté- 
grale complète  , représentée  par  y — ex  -f-  C , C étant 
composé  en  ç*  comme  P l’est  en  p , donne 


et  posant  x -j-  -g—  = o,  on  en  tire  la  valeur  de  c,  .d’où 

dépend  la  solution  particulière.  Cette  solution  particu- 
lière s’est  montrée  lorsqu’on  a intégré  l’équation 
y zrz  px  -j-  P j car  en  la  différentiant  on  est  panSnu 
à une  équation  composée  des  deux  facteurs 


dP 

dp 


: o , et  dp  = o , 


et  le  résultat  de  l’élimination  de  p entre 

Cale,  intégr.  Le 
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_ , d P 

y=px  +P  et*  + -^-=o, 

serait  le  même  que  celui  de  l’élimination  de  c , entre 

dlC  * 

# ^ = cx-|-C,  etar  + -g^-  = c. 

Les  équations^—  px  -f -P  ont  étéremarquées  d’abord 
par  Clairaut , tant  à cause  de  la  propriété  qu’elles  ont 
de  s’intégrer  facilement , après  une  nouvelle  différen- 
tiation , que  par  rapport  à la  solution  particulière  que 
cette  différentiation  manifeste  sur-le-champ. 

Soit  encore  l’équation 

xAx  -\-yty — dy  V x*  -f  y *—  cl  » 

dont  l’intégrale  est 

\Æ+y=*-=ÿ+c,  ou  x*— açy  — c*— û1  = o) 
en  faisant  disparaître  le  radical.  On  ttiuve 
xdr  — 1 cdy  — {.y  -f-  c)  de  = o , 
d’où  il  résulte 

y + c = Of 

et  parconséijuent 

\/ x?-\-y*  — a“  = o; 

la  solution  particulière  est  donc  dans  cet  exemple 

— ca  = o. 

296.  Une  propriété  des  solutions  particulières  qui 
le  présente  facilement  sur  ce  dernier  exmnple,  et  qui 
est  générale,  c’est  que  Y cquaüon  différentielle  peut 
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être  préparée  de  sorte  que  la  solution  particulière  en 
devienne  un  facteur.  En  effet , si  on  pose 

|/  x*  -f-J'*  — aa  = u , 

on  aura 

xdx  -f-  ydy  = ndu , 
et  l’équation  proposée  deviendra 

udu  — udy  = o. 

Si  on  prenait  u — x*  -f-y2  — a* , le  radical  resterait 
en  évidence  dans  la  transformée , qui  deviendrait 

du  — ady  [/  u = o ; 

en  la  différentiant  on  arriverait  à 


d*u  — ad’j'  V'  u — = 0 > 

\é  u 

et  faisant  disparaître  le  diviseur , il  en  résulterait 

d2u  Ÿ u — ad2_yu  — dydu  = q , 

équation  qui  serait  encore  vérifiée  par  la  supposition 
de  u ~ o.  Ces  transformations  pouvant  être  continuées 
autant  qu’on  veut , il  s'ensuit  qu’il  y a des  manières  de 
préparer  toutes  les  différentielles  de  la  proposée,  pour 
que  la  solution  particulière  y satisfasse  aussi,  ce  qui 
n’aurait  pas  lieu  sans  cela  ; car  si , quand  on  fait  varier 

la  constante  c et  qu’on  pose  ^ •=  o , on  a , pour  la 

eolution  comme  pour  l’intégrale  complète,  dy=pdx, 
Ja  valeur  de  d^y , devient  par  la  solution  particulière , 

Ee  a 
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dx 


tandis  qu’elle  est  seulement  ^ pour  l'intégrale  com- 


plète ; ce  n’est  pas  non  plus  au  même  facteur  que  ces 
deux  valeurs  satisfont  en  général  : on  voit  même  que 
l’équation 

d’n  y'  u — ad’ju  — dydu  = o , 

serait  vérifiée  par  la  solution  particulière,  indépen- 
damment des  différentielles  du  second  ordre. 


I,e  développement  et  les,démonstrations  des  circons- 
tances que  je  viens  d’indiquer  me  mèneraient  trop  loin  ; 
on  les  trouvera  dans  un  Mémoire  où  M.  Poisson  a 
éclairci  avec  succès  plusieurs  difficultés  qui  restaient 
encore  sur  la  théorie  des  solutions  particulières  des  di- 
vers genres  d’équations  différentielles.  ( Voy.  le  Journal 
de  l École  Polytechnique , i3imt  cahier ). 

297.  Pour  reconnaître  par  ce  qui  précède  si  une  équa- 
tion primitive  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbi- 
traire , et  qui  satisfait  à une  équation  différentielle 
donnée,  en  est  une  intégrale  particulière,  ou  seule- 
ment une  solution  particulière,  il  faut  en  avoir  l’inté- 
grale complète  ; cette  circonstance  qui  n’a  pas  toujours 
lieu , conduit  naturellement  à la  question  suivante  : 

Etant  donnée  une  valeur  y —X. , qui  satisfait  à une 
équation  dijftrentiel/e , déterminer  si  elle  est  ou  non 
comprise  dans  l'intégrale  complète,  et  en  déduire , s'il 
est  possible , celle-ci. 

' . j 

En  supposant  qu’on  tire  de  cette  dernière  y — ïr , 
la  fonction  V sera  nécessairement  composée  avec  la 

. * 
U 


Digitized  by  Googld 


'l 

, ; 

DF,  CALCUL  INTÉCRAL.  4?7 

variable  x et  la  constante  arbitraire  C,  de  manière  à 
se  changer  en  X,  par  une  détermination  convenable  de  C. 

Si  on  désigne  par  C cette  valeur  de  C,  et  qu’on  observe 
<que  la  supposition  de  C—  C donne  V = X , ou  que  la 
différence  V — X s’évanouit  quand  C — C — o,  on  eu 
conclura  que , du  moins  par  son  développement , l’ex- 
pression de  V — X doit  pouvoir  être  mise  sous  la  forma 

V—X=V  {C—  C V"  ( C—  C )r  + etc. 

les  exposans  p,  v,  etc.  étant  tous  positifs,  et  les  quan- 
tités V <,  V‘  etc.  indépendantes  de  C — C.  Onpeutpren-  » 

dre  (C — C')'M=A;  la  quantité  h demeurera  ar|j- 
traire  aussi  bien  que  la  quantité  C\  et  changeant  aussi 

- en  u,  il  viendra 

P . 

V—  X= VI I -f-  4-  etc. , 

d’où 

* V—  X + VI I + Flf  4-  etc. , 

% 

expression  qu’on  pourra  regarder  comme  le  dévelop- 
pement de  la  valeur  complète  de  y. 

Cela  posé,  si  on  représente  par  dy  = pdx,  l’équa- 
tion différentielle  proposée , résolue  par  rapport  à dy , 
cette  nouvelle  équation,  à laquelle  satisfait  par  hypo- 
thèse l'équation  ^ =.  .Y,  devra  être  vérifiée  indépen-# 
damment  de  h , par  la  valeur  complète  de  y.  En  dé- 
signant d’abord  celle-ci  par  X-\~  k , il  faudra  pour 
la  substituer  dans  dy =pdx , chercher  çe  qqe  devient  p , 
lorsqu’on  y change  y en  X 4-  h.  Soit 

P + P'km  4-  P"kn  -f  etc.  . 

le  développement  de  cette  valeur  de  p,  les  exposant 

Ee  5 
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m,  n,  etc.  que  je  suppose  rangés  dans  l’ordre  de  leur 
grandeur , seront  nécessairement  positifs  ; car  p ne  de- 
vient pas  infini  quand  k = o,  puisque  l’équation^-  = X, 
qui  ne  donne  pas  dy  infini,  rend  identique  l’équation 
dy  — pdx,  enso'rte  que  dX  = Pdx. 

Lorsqu’on  fait  y ==  X -f-  k , on  a pour  résultat 
dX  +,  dk  = ( P -f  P'km  + P”kn  + etc.  ) dx , 
que  l’équation  dX  = Pdx  réduit  à 

àk  = ( P'km  -f-  P"kn  -f-  etc.  ) dx; 

, et  remettant  pour  k le  développement 

Vh  + + etc. 

il  vient 

ÎP'h”'  dx  ( Vh?-'  -f  etc.)m 

+ P"hnàx  (F'+  Vh*- 1 -J-etc.)  » 

-f-etc. 

équation  d’après  laquelle  il  fautdéterminer  W , V" , etc. 

, indépendamment  de  h.  En  ne  prenant  d’afiord  que  le 
terme  où  cette  quantité  a le  plus  petit  exposant,  on 
forme  l’équation 

hdV  = FF,mhm  dr, 

qui  ne  peut  avoir  lieu,  quelle  que  soit  h,  que  quand 
m — 1 ; dans  ce  cas  h disparait  et  il  vient 

dV—P'V'dx,  V = efP'Ax. 

* * ■ v 

Quand  m]>  1,  on  ne  peut  plus  comparer  le  pre— 
/ roier  terme  P1  Vmhmdx  du  second  membre  au 
terme  hdV  du  premier  ; mais  on  fait  disparaître  ce- 


f 


Digitized  by  Googl 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  4Ü9 

lui-ci  en  posant  dV'  = o , ce  qui  donne  V'=const. , 
ou  plus  simplement,  V — i ",  puis  on  suppose  /u  = m, 
et  on  a d^"  = jP'dx,  d’où  il  résulte  V“~fP' dx: 
et  an  poursuivant  de  cettj  manière  on  trouve  les  autres 
termes  de  la  série. 


Quand  m < 1 , il  n'est  plus  possible  de  satisfaire 
à l'équation  {A)  en  aucune  manière,  puisqu’on  ne 
saurait  comparer  le  terme  P'hmdx  ni  au  terme'  h dp', 
ni  à aucun  de  ceux  qui  le  suivent , et  dont  les  ex- 
posans  surpassent  tous  l’unité;  l’équation  y~X,  ne 
pouvant  alors  admettre  une  constante  arbitraire  n’est 
pas  une  intégrée  particulière,  mais  une  solution  par- 
ticulière. 

298.  Ceci  fournit  un  procédé  pour  découvrir  immé- 
diatement les  solutions  particulières  des  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  , sans  connaître  leur  in- 
tégrale complète.  En  effet,  le  développement  de  p, 
quand  on  y change  y en  y -f-  k , serait  en  général , 
par  le  théorème  de  Taylor, 


etc. 


et  lorsqu’il  prend  la  forme 

-f  P'k”  -f  etc. 


dP. 


m étant  «CT  1 , le  coefficient  différentiel  ~ devient  in- 

■ . . ,ày . 

fini  (55);  il  faut  donc  que  la  différentiation  par 
laquelle  on  passe  de  p à ce  coefficient  amène  un  divi- 
seur qui  s’évanouisse.  Il  résulte  de  là  que  si  on  re- 

Ee  4 
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présente^  par  y,  toute  solution  particulière  donnera 

L=o , et  sera  parconséquent  un  facteur  de  L : et 
vice  versa;  tout  facteur  de  L qui  ne  le  sera  pas  en 
même  temps  de  K , et  qui  étant  égalé  à zéro , véri- 
fiera la  différentielle  proposée,  en  sera  une  solution 
particulière. 

* On  évite  la  résolution,  par  rapport  à dj',  de  l’équation 
différentielle  proposée , en  remarquant  que  si  Z = o 
< désigne  cette  équation  , Z étant  fonction  de  x,  y , et 
vt  lorsqu’on  écrit  pdv  au  lieu  de  dj,  on  a 


d’où 


d Z , , dZ  , , dZ  .* 

dxdj:+ 

d Z 

dp  dv 

dÿ  dZ ; 

dp 


et  que  si  ona  préparé  l’équationZde  manière  qu’ellene 
contienne  ni  fractions  ni  radicaux,  il  suffira  pour  rendre  . 

~ infini , d’égaler  à zéro  un  facteur  de 
4y  b • dp 

On  n’obtiendrpit  ainsi  que  les  solutions  particulières 
dans  lesquels  entre  y ainsi  que  ..r  , mais  on  parvien- 
drait à «lies  qui  ne  renferment  que  x,  et  qui  sont 
de  la  forme  x çonst. , en  reg 
sée  x comme  fonction  de  y. 

299.  Je  vais  chercher  par  cette  méthode,  d’abord  les 

solutions  particulières  de  l’équation 

• * « * * 

xdx  jdy  =c  d_y  x*  -r_y — «* 
du  n°  295.  Cette  équation  devient , après  l’évanouisse- 


dans  la  propo- 
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ment  du  radical , ' . 

x2dx2  -}-  sxj&rdy  -}-  (a2  — x2)  dy2  — o , 


44 1 


ou 


x 2 -f-  2 xyp  -f-  (a2  — x2 ) p*  = o , 
et  la  différentiation  donne 
d Z 


à? 


=s  2 xj'  -J-  9.p  (a2  — x2  ) : 


la  solution  particulière  cherchée  doit  donc  être  telle, 
qua  l’aide  de  la  valeur  que  sa  différentielle  fournit 
pour  p , elle  vérifie  en  même  temps  les  deux  équations' 

x‘  -f-  9 xyp  -f-  ( a2* — x2)  p"  = o , 
xy  -f-  ( a2  — x2  ) p = o. 

Il  suit  de  là  que,  sans  le  secours  de  sa  différentielle  , 
elle  vérifiera  l’équation  résultante  de  l’élimination  de  p 
entre  les  deux  précédentes.  Cela  posé,  l’équation 

xy  -f-  (a2  — x2 ) p = o 

multipliée  par  p et  retranchée  de  la  proposée , con- 
duit à 

x2  -f-xyp=o , d’où  p — — - ; 

et  substituant  cette-  valeur,  de  p dans  la  première  , 
on  trouve  l’équation 

x*  -{-  y*  — a2 = O , 

qu’on  sait#être  une  solution  particulière  de  la  proposée. 

L’équation  plus  générale  y px  + P , étant  traitée 

, , .;  j.  . . dZ  . dP  , 

de  la  meme  maniéré,  conduit  a—, — = x-j — r—  ; cest 
■ dp  (In 
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donc  à l’équation 

, dP 

x -j—  = o 
dp 

que  doivent  satisfaire  les  solutions  particulières;  et  elle* 
résulteront  de  l’élimination  de  p entre  celle-ci  et  l’é- 
quation différentielle  proposée. 

Enfin  pour  donner  un 'exemple  des  solutions  parti- 
culières de  la  forme  y = const , je  prendrai  l’équation 


dx- 


b ( y — a)" 


de  laquelle  on  tire  immédiatement 

dp 

fy  = mb(y-a)"'-\ 

Cette  expression  ne  peut  devenir  infinie,  que  quand 
l’exposant  m — 1 est  négatif , et  qu’on  a en  même 
temps  y=a,  valeur  qui  ne  satisfait  à la  propo- 
sée que  lorsque  m est  positive  ; il  faut  donc  d’après 
cela  que  l’exposant  m soit  une  fraction  positive.  Dans 
ce  cas  y — a est  une  solution  particulière , tandis  que 
l’intégrale  complète  esf 


fr-<0'--fa= 


■ m 


const. 


3oo.  En  général,  parmi  les  fonctions  algébriques,  il  n’y 
a que  les  radicaux  qui  acquièrent  un  dénominateur  par 
la  différentiation,  et  qui  puissent  parconséquent  donner 

^ = ^ , lorsque  p a une  valeur  finie  ; c’est  donc  dan* 

les  radicaux  qu’il  faut  chercher  les  solution  particu- 
lières , en  égalânt  à zéro  les  fonctions  qu’ils  affectent , 
et  en  s’assurant  que  les  équations  résultantes  satisfont 
à la  proposée.  Par  ce  procédé,  l’équation 
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_ydx  -|-xdy  = dy  \/ x*-\-y'J  — a* 

donne  Immédiatement  x*  -f -_y* — a1  = o ; et  l’équation 

_ydx — xdy  r=n\/  dxa  -f-  d_y* , 

de  laquelle  on  tire  • 

dy — xy  V^x”  + — n* 

dx  n“  — x‘  na  — x* 

conduit  àxa  + ya  — na  di  o , comme  on  l’a  déjà  troft  é 
de  plusieurs  manières. 


Résolution  de  quelques  problèmes  gêomé~ 
triques , dépendons  des  équations  diffé- 
rentielles. 


3oi.  La  mise  en  équation  des  problèmes. géométri- 
ques, dépendans  des  équations  différëntielles  , ne  repo- 
sant que  sur  les  propriétés  des  tangentes , des  normales, 
des  rayons  de  courbure  , ne  présente  pas  plus  de  diffi- 
cultés que  les  autres  traductions  analytiques,  lorsqu’on 
connaît  les  expressions  des  lignes  qu’il  faut  considérer; 
aussi  n’en  donnerai-je  que  quelque*  exemples. 


J’observerai  d’abord  que  l’intégration  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre  s’appelle  aussi  Méthode 
inverse  des  tangentes,  parceque  toute  équation  différen- 


tielle de  cet  ordre  , donnant  l’expression  de  en  x et  en 

y,  fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon- 
nées et  la  soutangente , ou  la  tangente,  ou  la  normale,  etc. 
dans  la  courbe  qu’elle  représente.  Ën  effet,  si  on  tire  de 

l’equation  proposée  ~-—p,  la  soutangente  aura*pour  ex- 


< 


‘ f 


1 
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y y yl/  i -1-  na  , . , 

pression  - , la  tangente  - - — — , etc.  (65).  On  décou- 

vrit le  Calcul  différentiel  pour  mener  des  tangentes  aux 
courbes,  c’est-à-dire,  pour  résoudre  le  Problème  di- 
rect des  tangentes  : on  s’occupa  ensuite  du  Calcul  inté- 
gral , pour  parvenir  aux  équations  primitives  des  courbes 
par  les  propriétés  de  leurs  tangentes  ; mais  les  progrès 
et  les  nombreuses  applications  de  ce  Calcul , ont  fait, 
abandonner  la  dénomination  de  Méthode  inverse  des 
tangentes , qui  ne  convenait  qu’à  un  seul  de  ses  usages. 

Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à déterminer  par 
les  aires  ou  même  par  les  arcs  de  quelques  courbes 
connues  , l’ordonnée  de  la  courbe  demandée  ; depuis 
on  a laissé  ces  constructions  de  côté,  parceque,  quel- 
qu’élégantes  qu’elles  fussent  dans  la  théorie,  elles  étaient 
toujours  moins  commodes  et  surtout  moins  exactes,  dans 
la  pratique,  que  les  formules  approximatives  qui  ont 
pris  leur  place.  * 


Une  équation  différentielle  ne  peut  se  construire  en 
général  que  lorsqu’on  en  a séparé  les  variables , parce- 
qu’alors  l’expression  de  l’une  d’elles  ne  dépend  plus 
que  de  la  quadrature  d’une  courbe  dont  l’équation  pri- 
mitive est  connue. 


3oa.  Je  prends  pour  exemple  la  construction  des 
courbes  dans  lesquelles  la  soutangente  est  égale  à une' 
fonction  donnée  de  l’abscisse  x ; l’équation  différentielle 


de  cette  courbe  sera-^^—  X,  .ST désignant  la  fonction 

donnée.  Les  variables  se  séparent  sur-le-champ  , dans 
cette  équation,  qui  n’a  que  deux  termes;  et  il  vient 

— — — . Multipliant  alors  les  deux  membres  par  une 
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. , mdy  mdr  , , . 

quantité  constante  ni,  on  a - = — — ; et  désignant 

par  L y le  logarithme  de  y , pris  dans  le  système  dont 
Je  module  est  m,  l’intégration  donne  f 


i p m* dx 

mj  A ' 


En  construisant  d’abord  la  courbe  DN,fig.  5i , telle  que  * 

» , \ i 

l’ordonnée  correspondante  à l’abscisse  AP,  soit  P2V=— » 

A 

— - — . On  ré- 
duira cette  aire  à un  rectangle  F{),  dont  l’un  des  côtés 

•«i»  . , . I Cirfdx 

soifm,  1 autre  côte,* AO,  exprimera — I — — — -,  de- 

/ n i J a 

crivant  ensuite  la  logarithmique  ER,  dont  les  ordonnées 
soient  perpendiculaires  à l’axe  AC , et  élevant  parle 
point  Q la  perpendiculaire jRÇ), on  auraL./ÎÇ=A(J(ioi) 

ou  L./ÎÇ=  — J" --~  X : RQ  sera  donc  égale  à l’or- 
donnée PM  de  la  courbe  cherchée  (*). 


Il  faut  bien  remarquer  que  cette  construction  n’exige 
pas  que  l’on  ait  l’expression  analytique  de  la  fonction  X ; 
on  pourrait  prendre  à sa  place  l’ordonnée  d’une  courbe 
quelconque  rapportée  à l’axe  ^ 3 , et  effectuer  sur  cette 
ordonnée  et  sur  la  ligne  arbitraire  m les  opérations  gra- 
phiques indiquées  par  les  formules  ci-dessus.  Ori  voit 
aussi  que  la  ligne  m n’a  été  introduite  que  pour  rendre 


(*)  Je  ne  me  suis  pas  arrête  fc  détailler  les  différons  m oyons 
de  décrire  la  logarithmique,  qui  ne  son!  tous  qu’approximatifs  > 
pareequ’il  est  plus  simple  de  la  construire  par  points,  nu  moyen 
des  tables  dejogarithmes.  On  pourrait  employer  aussi  les  espaces 
asymptotiques  île  l’hyperbole  (aaSj. 
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ces  formules  homogènes,  et  peut  être  supposée  égale 

à l’unité. 

3o3.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  d’un  pro- 
blème célèbre  dans  les  premiers  temps  où  l’on  s’est 
occupé  du  Calcul  intégral , du  problème  des  trajec~ 
toires.  Il  a pour  objet  de  déterminer  la  courbe  qui 
coupe  toutes  celles  d'une  espèce  donnée  , sous  un  angle 
donne.  On  entend  ici  par  courbes  d’une  espèce  donnée, 
les  diverses  courbes  particulières  qu’on  obtient  en 
assignant  successivement  à l’une  des  constantes  d’une 
équation  primitive  toutes  les  valeurs  possibles.  Si , par 
exemple,  on  fait  varier  le  paramètre  d’une  parabole, 
il  en  résultera  une  suite  de  paraboles  rapportées  au  même 
axe , ayant  meme  sommet , et  doqt  les  extrêmes  seront 
d’une  part  l’axe,  et  de  l'autre  la  ligne  qui  lui  est  per- 
pendiculaire et  qui  passe  par  le  sommet  : la  courbe  qui 
coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donné  en  sera  la 
trajectoire  (*). 

5a>  Soient  D/N/ , DN , D'N1 , etc .Jig.  Sa  , les  courbe* 
coupées  et  MZ  la  courbe  coupante , ou  la  trajectoire 
cherchée  ; si  par  l’un  quelconque  M de  ses  points  on  lui 
mène  une  tangente  lift , et  qu’on  tire  aussi  celle  de  la 
courbe  coupée  qui  passe  par  ce  point , l’angle  TMt , 
d’après  l’énoncé  de  la  question , doit  être  égal  à l’angle 
donné.  Je  désigne  par  x',y' , les  coordonnées  des  courbes 
coupées,  par  x,  y,  celles  de  la  courbe  coupante,  et  par  a 
la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  constant  1 Mt  „ 
qui  est  égal  à la  différence  des  angles  MTJ3 , MtP  p 


(*)  On  donne  aussi  en  Mécanique  le  nom  de  trajectoire , à ù 
courbe  décrite  par  un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconques  j 
. mais  il  ne  saurait  être  question  de  cette  espèce  de  trajectoire  dan» 
trn  ouvrage  consacré  uniquement  à l’Analyse  et  à la  Géométrie. 

o « 
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dont  les  tangentes  respectives  ont  pour  expression 


<J  y 

et  ^(64)‘>  la  relation 

tang  TMt  = tang  ( MtP  — MTP  ) , 


conduit  ensuite  à 


a 


dy__dy 

d.r  dx' 


ày  àŸ_ 

dxdx' 


C Trig • 26). 


Je  supposerai  ici  que  l’on  connaisse  l’équation  pri- 
mitive des  courbes  coupées  ; on  en  tirera  par  la  dif- 
férentiation dy  = pdx' , et  l’équation  ci-dessus  de- 
viendra 


“(,+'’S)+',-Sï=0 

Il  faudra  écrire  partout  x et  y , au  lieu  de  x'  et  de  y ' , 
parceqti’au  point  M la  courbe  coupée  et  la  courbe  cou- 
pante ont  les  mêmes  coordonnées.  Cela  fait si  on 
élimine  entre  l’équation  (aQ  et  l’équation  primitive  des 
courbes  coupées , la  constante  dont  les  différentes  valeurs 
particularisent  chacune  de  ces  courbes , on  aura  un  ré- 
sultat qui  embrassera  toutes  leurs  intersections  succes- 
sives avec  la  trajectoire , et  en  sera  parconséquent  l’é- 
quation. 


Soit  pour  exemple  les  paraboles  ayant  même  axe 
et  même  sommet,  et  dont  l’équation  est  y'n=eucn  ; il 


mctx 


viendra  p — '""nÿn—t"'  P0UBra  chasser  immédiate- 
ment de  cette  expression,  au  moyen  de  l’équation  pro- 
posée , le  paramètre  a qui  particularise  chaque  parabole 
d’un  meme  degré  ; substituant  le  résultat  dans  l’équa- 
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tion  ( A ) , après  avoir  changé  x'  etj<'  en  x et  en^ , et 

divisant  ensuite  par  xm~'yn~' , on  trouvera 

c (n  rdx  -f-  myày ) -f-  mydx  — nxdy  = o. 

Cet^é  quation  étant  homogène  , peut  se  traiter  par  le 
procédé  du  n°  n55.  Lorsqu’on  a ni=n=i , elle  devient 
intégrable  en  la  divisant  par  xa-f-  ya , puisque 


£^±dr=d.iv'F+ÿ, 

« tI"e‘^np3.?,=d  ai'c(tan5=ç)(262); 

donc  al  v/xa-f-^a -f-arc  ^tang  = -^  = C, 

ou  ol  ^ ^ ^ = arc  ^tang  ^ t 

en  yhangant  la  constante  arbitraire.  Si  on  fait 
V/-*“-h Ÿ — u>  arç^tangz=i^=t. 


; on  a 


on  retombera  sur  l’équation  des  spirales  logarithmiques 
qui  ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  vecteur  sous 
un  angle  constant  ( 114)  ; et  en  effet,  dans  le  cas  actuel 
les  courbes  coupées  ne  sont  autre  chose  que  toutes  les 
lignes  droites  menées  par  l’origine  des  coordonnées , et 
dont  l’équation  est_y'  =*x'. 

. Si  on  voulait  que  l’angle  TMt  fut  droit,  il  faudrait 
supposer  a infini , et  parconséquent  ne  tenir  compte  que 
des  termes  qu’il  multiplie  ; l’équation  ci-dessus  se  ré  - 
duirait à nxdx-f-myd^'rro,  dont  l’intégrale  «.r'-f-mv'— r, 
montre  que  la  courbe  qui  coupc  à angles  droits 
toutes  les  paraboles  proposées  est  une  ellipse  décrite  sur 

le 


« 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  ftg 

le  même  axe  que  ces  courbes,  ayant  pour  centre  leur 
sommet  commun.  Les  trajectoires  , pour  lesquelles 
l’angle  TMt  est  droit,  s’appellent  trajectoires  ortho- 
gonales; leur  équation  générale  est  1 -f-p  ^ = 0 • et 

s’obtient  en  faisant  a infini  dans  l’équation  ( A ). 

3o 4-  Le  problème  suivant  va  montrer  comment  les 
considérations  géométriques  conduisent  à la  théorie  des 
solutions  particulières,  que  j’ai  exposée  dans  len°Qc)/f. 
Trouvèr  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpendiculaires: 
abaissées  d un  point  donné , sur  les  tangentes  de  cette 
courbe,  soient  égales.  Pour  parvenir  à l’équation  diJFé- 
rentielle , il  faut  se  rappeler  qu’en  nommant  x ety  les 
coordonnées  d’une  courbe,  et  x'  et y'  celles  de  sa  tangente, 

l’équation  de  cette  droite  esty' — y — ^ (x'— -x)  (Gy)  - 

prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  connu, 
duquel  doivent  être  abaissées  toutes  les  perpendiculaires, 

chacune  d’elles  aura  pour  équation  y'  = -Ë£.  x' 

( Tng.  86  ),  et  sa  longueur  sera  exprimée  par  y x'%-yÿ%. 
En  mettant  pour  af  et  pour  y les  coordonnées  du  point 
où  elle  rencontre  la  tangente  qui  lui  correspond  , et 
dont  les  valeurs  s’obtiennent  par  les  deux  équations  ci- 
dessus  (Tri g.  87),  on  aura,  en  vertu  de  ces  équation» 

= 0<fr  — ydx)dy  ^ (xdy  — ydx)dx  , 

dx‘-f-dy  ’ " dxa-fdy  * 

et  — ■ 

^ y dx*  -f-  dy 

l’équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera  dons 
*dy  — yâx  — n l/dx'-f-  dy. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle,  dont 
Cale,  intégr.  , F f 
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le  rayon  = n , et  dont  le  centre  est  l’origine  des  coor- 
données , satisfait  à la  question.  Ce  cercle  ayant  pour 
équation  y*  -f-  x*  = na  , est  précisément  la  solution 
trouvée  n°  270  ; mais  toute  ligne  droite , située , par 
rapport  à l’origine  des  coordonnées,  de  manière  que 
sa  plus  courte  distance  à ce  point , soit  égale  in, 
résout  également  le  problème  proposé , et  comme  il  y 
a une  infinité  de  lignes  droites  qui  peuvent  remplir 
cette  condition , c’est  dans  l’équation  qui  les  comprend 
toutes  que  réside  l’intégrale  complète  de  l’équation  dif- 
férentielle trouvée  ci-desssus , et  qui  est  en  effet 

y—cx  = n [/i  + c*  (370). 

Une  circonstance  digne  de  remarque  et  qui  s’ap- 
perçoit  sur-le-champ , c’est  que  toutes  les  lignes  droite» 
dont  on  vient  de  parler  seront  nécessairement  touchée» 
par  le  cercle  qui  représente  la  solution  particulière  , 
puisqu’il  a pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
chacune  d’elles. 

La  même  relation  a lieu  entre  les  diverses  courbe» 
que  représente  l'intégrale  complète  d’une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre , et  celle  qui  résulte  d une 
solution  particulière  de  cette  équation  ; la  dernière 
touche  toutes  les  autres.  En  effet,  l’équation  différen- 
tielle ne  détermine  que  la  direction  de  la  tangente  , 
et  toute  courbe  qui , dans  un  point  quelconque , aura 
la  même  tangente  que  l’une  des  courbes  déduites  de 
l’intégrale  complète,  y satisfera  nécessairement  : or 
c’est  ce  qui  arrive  à la  courbe  qu^touche  toute» 
celles-ci. 

Il  suit  de  là  que  la  développée  d’une  courbe  n’est 
antre  chose  que  la  solution  particulière  de  l’équation 
différentielle  qui  représente  toutes  les  normales  de  la 
développée  (g  5),  quen  general  le»  courbes  don— 
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nées  par  les  solutions  particulières.résultent  des  inter- 
sections successives  des  courbes  qui  répondent  aux 
diverses  valeurs  que  peut  avoir  la  constante  arbitraire 
dans  l’intégrale  complète. 

La  liaison  établie  dans  le  n°  294 , entre  les  intégrales 
complètes  et  les  solutions  particulières , se  déduit  aussi 
des  considérations  géométriques  ; car  chaque  point  du 
cercle  de  l’exemple  précédent , peut  être  regardé  comme 
l’intersection  de  deux  tangentes  consécutives  , c’est- 
à-dire  comme  l’intersection  de  deux  droites  fournies  par 
deux  valeurs  consécutives  données  à la  constante  c : 
l’abscisse  et  l’ordonnée  de  cette  intersection  dépendent 
des  valeurs  de  c,  qui  parconséquent  est  à son  tour  fonc- 
tion de  ces  quantités,  ou  dex  et  de^.  Il  est  évident  que 
pour  former  l’équation  d’une  ligne  consécutive  à celle 
que  représente  l’équation 


y — cx—n  v/r+c®. 


il  faut  différentier  celle-ci  en  faisant  varier  c ; et 
comme  on  ne  cherche  que  l’intersection  de  ces  deux 
lignes , point  où  leurs  coordonnées  sont  comqMnes  , il 
faut  regarder  1 et_y  comme  constans  : l’intewection 
cherchée  sera  donc  déterminée  par  les  deux  équations 

y — cxz=zn[/  L-i-c1 


TIC 

V'1  +c*’ 


si  on  assigne  à c une  valeur  particulière  ; mais  si  on 
élimine  c , le  résultat  ne  désignant  plus  aucune  inter- 
section en  particulier  , embrassera  tous  les  points 
résultans  des  rencontres  des  droites  fournies  par  toutes 
les  valeurs  de  c,  et  combinées  deux  à deux  consécu- 
tivement, c’est-à-dire  le  cercle  qui  est  la  solution  par- 
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ticulière , et  qui  se  déduit  encore  ici  de  la  variation 
attribuée  à la  constante  arbitraire  de  l’intégrale  com- 
plète. Les  mêmes  remarques  se  vérifient  sur  les  dévelop- 
pées, lorsque  l’on  considère  ces  courbes  comme  pro- 
duites par  les  intersections  des  normales  consécutive* 
de  la  développante. 

De  V intégration  des  fonctions  de  deux 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Recherche  d’une  fonction  de  plusieurs  variables , lorsqu » 
tous  ses  coejficiens  différentiels  d’un  même  ordre  sont 
donnés  explicitement  ou  implicitement. 

3o5.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  deux  ou  d’un 
plus  grand  nombre  de  variables  , diffèrent  de  celles 
d’une  seule , en  ce  qu’elles  ont  pour  chaque  ordre 
plusieurs  coefficiens  différentiels.  Si  z , par  exemple , 
est  une  fonction  de  deux  variables , il  aura , pour  le 
premier  ordre  , dçux  coefficiens  différentiels  , savoir  : 

^ l’un  pris  en  faisant  varier  x seul , et  l’autre  en 

faisan*arier y seul.  Dans  le  second  ordre  le  nombre 
de  coefficiens  différentiels  s’élève  à trois,  et  s’accroît 
ainsi  successivement  d’ordre  en  ordre  (124).  Pour  re- 
monter des  coefficiens  différentiels  d’une  fonction  de 
deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  variables  , à cette 
fonction  , il  se  présente  plusieurs  cas  : i°.  on  peut  avoir 
tousses  coefficiens  différentiels  d’un  même  ordre,  expri- 
més par  les  variables  indépendantes  ; a°.  la  fonction 
elle-même  peut  entrer  avec  les  variables  indépen- 
dantes, dans  les  expressions  des  coefficiens  différen- 
tiels; 3°.  enfin,  on  peut  n’avoir  qu’une  relation  entre 
ces  coefficiens.,  la  fonction  dont  ils  dérivent  et  les  va- 
riables indépendantes.  Je  m’occuperai  d’abord  de* 
deux  premiers  cas  qui  sont  les  plus  simples. 


%• 
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5o6.  Lorsque  les  coefficiens  différentiels  du  premier 
ordre  d’une  fonction  à deux  variables  sont  connus , on 
en  déduit  sa  différentielle  première  , et  vice  versa  .• 

»i  — ^ = q , on  aura  dz  = pdx  + qdy.  Pour 

■ obtenir  z , il  faudra  intégrer  la  différentielle  pdx  -f-  qdy 
par  le  procédé  appliqué  , n°  26 1 , à la  différentielle 
Mdx  -j-  Ndy , ce  qui  ne  se  pourra,  .à  moins  que  le» 
fonctions  données  ^et  q ne  satisfassent  à l’équation 

de  condition  ^ ==  ^ . Quand  cette  circonstance 

n’aura  pas  lieu  , on  en  conclura  que  l’expression 
pdx  -f-  qdy  n’est  la  différentielle  d’aucune  fonction 
de  deux  variables,  et  ne  signifie  rien  du  tout,  tant 
qu'on  y regarde,  en  même  temps  les  deux  variable» 
x et  y comme  indépendantes. 

307.  Je  m’occuperai  encore  des  fonctions  de  troi* 
variables. 


Soit  dz  = nda  -f-  pdx  -f-  qdy , c’est-à-dire  que 
dz  dz  dz 

dû  n>  di  — p’  dÿ 

n,  p et  q , étant  des  fonctions  de  u , x , y.  Il  existe 
entre  ces  fonctions  des  relations  analogues  à celle» 
qu'on  a fait  remarquer  plus  haut  pour  la  différentielle 
dz  = pdx  -f- qdy.  En  effet,  si  on  suppose  successive- 
ment dy , dx  et  du,  nuis , c’est-à-dire , si  l’on  regarde 
alternativement^ , x et  u comme  constans , la  diffé- 
rentielle proposée  doit  présenter  trois  différentielle» 
complètes  entre  deux  variables , savoir  : 

dz  — ndu-j-pdx,  àz  — ndu  + qày,  dz=pdx-j-qdy, 

y 

desquelles  il  résultera  nécessairement 
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dre dp  dre dq  dp  dç 

dx  du  ’ dy  du 1 dy  dx' 

L’intégration  s’effectue  ensuite  en  n’ayant  d’abord 

égard  qu’à  une  seule  des  variables , comme  si  les  deux 
autres  étaient  constantes.  Soit  fndu=  U V,  U dé— ‘ 
signant  une  fonction  dans  laquelle  u n’entre  pas.  Si  n 
contient  en  même  temps  u,  x et  y,  on  aura  en  diffé- 
rentiant,  JF 


, d V,  dLr  , ,dU,  ,dV,  ,dV, 

dz=  du+  dx+-^  dy  + -^  dx  + -^  dy , 


du 


ou 


= "d“ + (ï + ^)  ^ + (^ + ^)  dr  - 

puisque  du  ==  ndu  ; et  pour  que  cette  valeur  de  d* 

soit  identique  avec  la  proposée,  il  faudra  qu’on  ait 
séparément  les  équations 


dU  , àV 

P dx  dx  ’ 

_dU  dV 

q~*y  + dy* 

desquelles  on  tirera 

dV__  _d U 

dx  ^ dx  * 
dV_  _d  U 

ày~q  dy  ' 

dU  dU  . _ . 

or  -r-  et  -7—  sont  des  fonctions  connues  : on  aura 
dx  dy 
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donc  V en  intégrant,  par  rapport  aux  deux  variables  x 
et  y y la  différentielle 


(p_g)dx  + (^~^)dj, 

au  moyen  du  procédé  dun°  a6i , procédé  qui  suppose 
que  l’équation  de  condition 

dp  d *ZJ* d q d *U  * 

dy  dxdy  dx  dydx 

soit  satisfaite.  Cette  équation  se  réduira  à 


dp dq 

dy»  dx* 


d'U  d*?7 


à cause  de-; — 7-  — 


dxdy  dydx 


(îaa)  ; 


de  plus , il  convient  d’observer  que  V ne  devant  pas 
Contenir  u , on  doit  avoir 


dr 

dxdu  ° * 


ce  qui  donne 


dp à*  U , 

du  dxdu ’ 

et  parconséquent 


dp dre  , 

du  dx  * 


puisque 


d>U 


, dU 
d-d- 


dxdu  dx 


«£= 


n. 


àV 

dydu^0' 


dq_  d'U 
du  dydu  * 


dq dit , 

du  dy  * 


, dU 

d*?/ tht 

dydu  dy 
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Les  équations 

dre  dp  dre  d q dp dq  , 

dx  dit1  dy  dre*  dy  dx’ 

se  retrouvant  par  l’intégration,  expriment  donc  les 
seules  conditions  qui  doivent  être  satisfaites  pour  que 
l’expression  dz  = «du  -f-  pdx  -f-  qdy  soit  la  différen- 
tielle d’une  fonction  des  tiÿis  variables  u , x et  y. 

Je  ne  poursuivrai  pas  plus  loin  ce  sujet  ; ce  qui 
précède  suffit  pour  montrer  comment  on  doit  opérer 
sur  une  différentielle  du  premier  ordre  , renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes;  et  il 
est  facile  d’en  déduire  le  procédé  qui  conviendrait  aux 
différentielles  des  ordres  supérieurs , dans  lesquelles 
on  doit  regarder  dau , dax , d3^ , etc.  comme  de  nou- 
velles variables. 


3o8.  Je  passe  au  cas  où  la  fonction  cherchée  entre 
dans  l’expression  de  ses  coefficiens  différentiels,  qui  , 
de  cette  manière,  sont  tous  donnés  implicitement. 
Je  suppose,  premièrement,  que  la  fonction  cherchée 
z ne  dépende  que  des  deux  variables  x et  y ; on  aura 
dx  àz 

encore  ^ = p , — p et  q contenant  en  même 

temps  x , y et  z : et  de  là  on  déduira  l’équation  dif- 
férentielle dz  = pdx  -f-  qdy  , à laquelle  on  rappor- 
tera l’équation  quelconque 

Pdx  -f-  Qdy  -f*  jRdz  = o , 

r • P Q 

en  faisant  — — —p,  — = q. 


Pour  que  p et  q soient  les  coefficiens  différentiels 
d’une  fonction  de  deux  variables,  il  faut  toujours  que 
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IM  __  J'ai  employé  ici  la  notation  du  n®  126, 

dy  dr 

pour  marquer  qulil  faut  faire  varier  dans  p et  dans  q, 
en  même  temps  que  x et  y , la  fonction  z qui  con- 
tient implicitement  ces  variables  ; en  opérant  ainsi,  et 


, dz  , dz 

mettant  p et  q au  lieu  de  ^ et  de  , on  trouvera 


ou 


dy'^dz  dx^^dz* 


de_di_L.0dE 

dy  v5x  ' ° dz 


i 


(-0- 


P o 

Si  l’on  substitue  — — , — ■ à la  place  de  p et  de  q , 

il  viendra,  après  les  réductions. 


dx 


dz 


dz" 


équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre 
P , Q et  R,  pour  que  dans  l’équation  différentielle 

Pdx  -{-  Qdy  -f-  Rdz  — o , 


z puisse  être  regardé  comme  une  fonction  des  deux 
variables  x et  y , et  que  l’intégrale  de  cette  équation 
soit  parconséquent  exprimée  par  une  seule  équation 
primitive  entre  les  trois  variables  x , y et  z.  Il  suit  de  là 
qu'une  équation  différentielle  à trois  variables , prise 
au  hasard  , ne  peut  pas  toujours  être  vérifiée  par 
une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 

Pendant  long-tAnps  on  appelait  équations  absurdes , 
et  on  regardait  comme  insignifiantes , celles  qui  ne  sa- 
tisfaisaient pas  à l’équation  (Z?)  ; mais  Monge  a fait  voir 
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que  toutes  les  équations  différentielles  à trois  variable# 
avaient  une  signification  réelle  ; et  que  tandis  que  celle# 
dont  l’intégrale  était  exprimée  par  une  seule  équation 
entre  trois  variables  appartenaient  àdes  surfaces  courbes, 
chacune  des  autres  représentait  une  infinité  de  courbes  à 
double  courbure,  jouissant  d’une  propriété  commune. 
Je  ne  m’occuperai,  pour  le  moment,  que  des  pre- 
mières; mais  dans  la  suite  je  reviendrai  sur  les  der- 
nières. 

3og.  Lorsque  l’équation  (2?)  devient  identique  par 
la  substitution  des  valeurs  de  P,  Q et  R,  il  n’en  ré- 
sulte pas  toujours  que  l’équation 

Pdx  -f-  Qdy  -f-  Pdz  = o , 

soit  une  différentielle  exacte  ; mais  du  moins  on  peut 
la  rendre  telle  en  la  multipliant  par  un  facteur.  En 
effet,  soit  p ce  facteur,  et 

f uPdr  -f-  uQdy  -f-  fxRdz 

une  différentielle  exacte , on  aura  (3oy) 

d ./uR d.uÇ  d./xR d./xP  d./xQ d ./xP 

dy  ds  ’ dx  dz  * dx  dy 

Ces  équations  étant  développées  deviendront 

/d R dÇ>\  , „d [x  _dv.  \ 

' ''Cd7~ir)+/i5:-Çs=0) 

"(S--dr)+4-4=4  <«= 

en  éliminera  /x,  en  multipliant  la  première  par  P,  la 
seconde  par  — Q,  la  troisième  par  il,  et  en  ajoutant 
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les  produits;  leur  somme  sera  divisible  par  fx , et 
donnera 


équation  qui  est  la  même  que  (2?) , et  lorsqu’elle  sera 
satisfaite,  la  détermination  de  [x  ne  dépendra  que  de 
deux  quelconques  des  trois  équations  (C). 


3io.  Lorsque  les  différentielles  dx , dy  et  dz,  mon- 
tent au-delà  du  premier  degré  dans  l’équation  propo- 
sée , elle  ne  peut  s’intégrer  par  ce  qui  précède , que 
quand  elle  satisfait  à une  nouvelle  condition  que  je 
vais  faire  connaître.  Soit  pour  exemple  l’équation 

Pdx*-f-  Çdy*-f-/îd2*+25dxdy-}-2  Tdxdz+zVdyiz — o; 

elle  ne  saurait  résulter  de  la  dilFérentiation  d’une  équa- 
tion primitive  Ai  tre  les  variables  x,y  et  z , à moins  qu’elle 
ne  puisse  se  ramener  à la  forme  P' dx-f-Q'dy-t-/Tdz=:o. 
En  effet,  quelle  que  soit  l’intégrale , on  peut  toujours  en 
déduire , par  la  différentiation , dz  = pdx  -f-  qdy , p et  q 
désignant  des  fonctions  quelconques  de  x , y et  z ; il  faut 
donc  qu’en  résolvant  la  proposée  par  rapport  à dz , les 
différentielles  dx  et  dy  sortent  toutes  deux  du  radical  ; 
or  c’est  ce  qui  n’arrive  pas  toujours  ; car  on  a 


dz=^-  { — Tir—  p'ày 

±\/(T*-PR)àx*-i-2(TV-RS)dxày+(V,‘-QR)ày*}: 

et  si  la  quantité,  qui  est  sous  le  radical,  n’est  pas  un 
quarré  parfait,  ou  du  ilioins  si  l’on  n’a  pas 

( TV — RSy s=  ( T* — PR)  ( V'—QR), 


V 
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les  différentielles  dx  et  dj>  resteront  engagées  sous  ce  ra- 
dical. En  général,  quel  que  soit  le  degré  de  l’équation 
proposée,  par  rapport  à dz,  dx,  dy,  il  faut  qu’étant 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  dz , elle  puisse  s« 
décomposer  en  facteurs  de  la  forme 

dz  — pdx  — qdy  ~ o. 


Intégration  des  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre . 


3i  1.  Je  vais  passer  au  troisième  cas  de  la  recherche 
des  fonctions  de  deux  ou  d’ûn  plus  grand  nombre  de 
variables.  Dans  ce  cas  , on  n’a  pour  déterminer  la  fonc- 
tion inconnue  que  quelques-uns  de  ses  coefliciens  dif- 
férentiels d’un  certain  ordre , ou  une  seule  équation 
entf’eux.  Il  constitue  ce  que  l’on  appelle'/e  Calcul  inté- 
gral aux  différences  partielles , et  qu’dl'  devrait  nom- 
mer , d’après  les  remarques  du  n®  124,  Calcul  intégral 
des  différentielles  partielles ; car  les  coefliciens  diffé- 
rentiels , considérés  isolément , ne  font  connaître  que 
les  différentielles  partielles,  et  non  pas  les  différence# 
qui  sont  l’objet  d’un  calcul  à part,  qu'on  trouvera  dans 
le  traité  des  séries  qui  termine  cet  ouvrage.  Le  coefïi- 


dm+"z 


cient  -j--  . , étant  multiplié  par  dxmdy'1 , devient 


dm+1,z 


dxmd_y 


dxmdy" , et  exprime  alors  la  différentielle  mimt, 

par  rapport  à x , de  la  différentielle  nimt  de  z , par 
rapport  ky , et  vice  versa. 


3ia.  La  plus  simple  des  équation»  différentielles  par- 
tielles , est  celle  qui  ne  ^enferme  que  l’un  des  coefliciens 
du  premier  ordre  et  les  variables  indépendantes.  Soit , 
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par  exemple , ^ = R , R ne  contenant  point  z ; en 

multipliant  par  dx , on  obtiendra  ^ dx  = /?dx , on 

dz  = /?dx,  et  en  intégrant  par  rapport  à x seulement, 
il  viendra 

z = fRàx  -f-  C. 


Dans  ce  résultat , C n’indique  pas  une  simple  constante 
arbitraire,  mais  une  fonction  absolument  indéterminée, 
de  toutes  les  variables  autres  que  x , que  pourrait  con- 
tenir la  fonction  z.  Si , par  exemple , z dépendait  en 
même  temps  de  xet  àey , on  aurait  z= /jRdx-f-  $ (yO* 
en  désignant  par  <p  une  fonction  arbitraire  composée 
d’une  manière  quelconque  de  la  variable  y'  mêlée  avec 
des  constantes.  Quand  z sera  une  fonction  de  trois  va- 
riables u , x et  y , on  aura  alors  z= fRàx  -f-  (u,y)  , 
et$  (u ,y)  représentera  une  fonction  arbitraire  dans 
laquelle  les  variables  u et  y pourront  être  combinées 
d’une  manière  quelconque  , soit  entr’elles,  soit  avec 
des  constantes.  En  général  pour  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  s,  t , u>  x , y , etc.  l’inté- 
dz 

grale  de  ^ = R,  sera  z — //{dx-f-^(r,t,  u,y,  etc.), 

parcequ’il  est  évident  que  la  fonction  ç (s,  t,  u,y,  etc.), 
quelle  qu’elle  soit , ne  variant  point  quand  x varie , on 
dz 

a toujours —=  «. 

' 

Je  viens  de  supposer  que  z n’entre  pas  dans  R ; s’il 
s’y  trouvait  , il  faudrait  intégrer,  par  quelques-unes 
des  méthodes  précédentes  , en  ne  regardant  comme 
Variables  que  x et  z seulement,  l’équation 

^■dx  — Rdx  = 0 ou  dz  — fldx  — o ; 
dx 


/ 
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et  désignant  son  intégrale  par  V = const.  on  aurait 

(s,t,  u,y,  etc.) 

pour  l’équation  primitive  de  laquelle  dépend  la  fonc- 
tion z.  En  effet , si  on  différentie  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que  x et  z , le  résultat  sera  de  la  forme 

Pdz  -f-  Çdx  = o , 

et  tel  que  — -2-  = R } ce  qui  donne  ^ = R. 

3i3.  L’équation  Pp-^-Qq=zR,  dans  laquelle 
P,  Q , R , contiennent  à-la-fois  x ,y  et  z,  est  la  plus 
générale  qu’il  soit  possible  d’avoit  entre  les  coefficien» 
du  premier  ordre  p et  q , lorsqu'ils  ne  passent  pas  le 
premier  degré.  En  prenant  la  valeur  de  p dans  cette 
équation  pour  la  substituer  dans 

àz  — pdx  -f-  qdy , 

on  trouvera 

Pdz  — Pdx  = q (Pdy  — Çdr  ) , 

le  coefficient  q restant  toujours  indéterminé.  Il  se  pré- 
sente ici  deux  cas  : i°.  la  composition  de  P,  Q et  R, 
peut  être  telle  que  la  fonction  Pdz  — Ràx  ne  renferme 
que  les  variables  z et  x dont  elle  contient  les  différen- 
tielles, tandis  que  la  fonction  Pày  — Qdxne  renferme 
que  x,  y;  2°.  l’une  ou  l’autre  de  ces  fonctions  , ou 
même  toutes  deux,  peuvent  renfermer  les  trois  varia- 
bles x,  y et  z. 

\ 

Dans  le  premier  cas , il  existe  un  facteur  p. , qui  • 
rend  Pdy — Ç>dx  différentielle  complète  , et  un  fac- 
teur p qui  opère  la  même  chose  sur  Pdz  — Rdx  \ dési- 
gnant ces  différentielles  par  M et  N , on  aura 
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Pdy  — Çdx = — d M,  Pdz — Ràx = — d N, 

(/.  [À. 

r 

et  l'équation  ci-dessus  deviendra  dN—  - — d M.  Elle  ne 

» 

peut  être  intégrable  à moins  que  ~~  ne  soit  une  fonc- 
tion quelconque  de  M\  posant  donc  - — — (3/)  , 

r* 

on  adiV==<p'(3/)  d3f,  et  en  irtégrant,  il  vient N—Q  ( M ) , 
résultat  dans  lequel  <p  désigne  toujours  une  fonction 
arbitraire. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas,  je  prends  l’équa- 
tion px  -f-  qy  — nz  ; on  en  tire 

P —oc,  Q=y , R=nz, 

Pdy  — Çd  x — xdy  — ydx, 

Pdz — Rdx  = xàz  — nzdx  ; 

on  trouve  par  l’intégration  des  équations] 

xdy — ydx  = o , xàz  — nzdx—o, 

que  les  facteurs  p et  p!  sont  respectivement-^- , — J 
et  que  parconséquent  M—J^,  2V=  — : il  s'ensuit  donc 

~ = ç ^ , ou  z=c=x"ip  ^ , c’est-à-dire , que  z 

est  une  fonction  homogène  en  x ety,  du  degré  n.  En 
effet , l’équation  px  + qy  = nz , n’est  autre  chose  que 
le  théorème  des  fonctions  homogènes  donné  n°  a 66 , et 
dont  ce  qui  précède  fournit  encore  une  démonstration 
pour  le  cas  de  deux  variables. 

3i4.  Quand  les  variables  x , y et  z , sont  mêlées  in- 
distinctement dans  les  fonctions  Pdy — QcLr,  Pdz — Ædx, 


I 
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il  n'est  plus  possible  de  les  rendre  intégrables , chacune 
en  particulier,  parle  moyen  des  facteurs,  et  cela,  parce- 
qu’on  ne  sauroit  intégrer  isolément  les  équations 
Pày  — Qdx  = o,  Pàz  — /îdx  — o ; 
car  il  faut  bien  remarquer  que  z ne  doit  pas  être  supposé 
constant  dans  la  première  , ni  x dans  la  seconde. 
Lagrange  a fait  voir  le  premier  que  néanmoins  si  l’on 
intégrait  conjointement  ces  équations,  et  qu’on  en  dé- 
duisît deux  équations  primitives , renfermant  chacune 
une  constante  arbitraire,  de  manière  qu’on  eût  M=at 
2V=  b , M et  AT  étant  des  fonctions  données  en  x ,y  et  z, 
l’intégrale  de  la  proposée  Pp-j-Qqz=R)  serait 
<p  désignant  toujours  une  fonction  arbitraire.  Cette  pro- 
position importante  paraît  démontrée  assez  simplement 
de  la  manière  suivante. 

Puisque  les  équations  M=a,  N=-  b , sont  supposée» 
déduites  des  équations  Pdy — Qdx=o,  j°dz — Ædx=o , 
il  faut  que  leurs  différentielles  aient  beu  en  même 
temps  que  ces  dernières,  c’est-à-dire  que  si  l’on  met 
dans  les  équations 


dW  . , dAf  , 

dF  dx+-çrdJ'  + 


AN,  ,AN.  .AN. 

d?^+-çr^+dr,u=<>' 

les  valeurs  de  dyr  et  de  dz , tirées  de  Pày  — Qdx  = o, 
Pdz  — /Idx  = o , on  parvienne  à des  résultats  identi- 
quement nuis.  Ces  résultats  sont 


dx 
d N 
dx 


p+içQ+à-Ê;R=0> 


on  en  tne 


d M 
dx 
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dAT_  dM  Q dM  R • 
dx  dy  P . « d£  P * 
d N _ d N Q d N R 

dx  dy  P d * P ’ 


mais  l’équation  N—<p  (3/)  donne  dN=*q>'(M)dM,  oy, 
en  développant , 


diV,  , d N,  , àN  , 

d^dx+  d ydy+  dadz==^  (*v/)  LdJ^ 


substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  précé— 

. j d M dN 
dentes  de -3— , -7—,  on  trouvera 
dx  dx  ’ 


àN  ' àN 

^ («y-  <?**) + ^ (Pdz  - Adx) 

=✓(*0  Çdx)  + ^(Pdz-fldx)] , 

d’où  l’on  déduira 

£-,'do3? 

• ■■■■  W, 

(A/J-j-  - 

En  représentant , pour  abréger , par  u la  quantité  qui 
multiplie  Pdy  — Çdx  et  qui  est  indéterminée , puis- 
qu’elle contient  <p'  ( M ) , l’équation  ci-dessus  deviendra 

Pdz  — /idc  = — t»d  (Pdy  — Qdx  ) ; 
on  en  tirera  (3o8) , 

ds  P4-»0  ds 

P~d2~  P » 

valeurs  qui  satisfont  à la  proposée,  indépendamment 
de  a , et  parconséquent  de  ç ( M ). 

* Cale,  inttgr.  * G g 
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Quand* on  fait  (3/)  = a,  l’intégrale  N ~ ç (M) 
se  réduit  à N=b%  ce  qui  montre  que  N~b  est  une 
intégrale  particulière  de  la  proposée.  Il  en  serait  de 
même  de  M~  a ; car  de  N—  ç ( M ) , on  tire  M=q1  (Af  ), 

«f , étant  une  fonction  inverse  de  ? , arbitraire  parcon- 
séquent , et  qu’on  peut  supposer  égale  à a. 

3i5.  On  facilite  beaucoup  , dans  un  grand  nombre 
de  cas,  l’intégration  des  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre , à.  trois  variables , en  les  par- 
tageant en  deux  autres  par  l’introduction  d’une  quan- 
tité indéterminée,  ainsi  qu’on  va  le  voir  dans  l’exemple 
suivant  : 

Soit  l’équation  f (p  , x)  = F ( q,y  ) ; si  on  fait 
f (p,x)  = <»  ,on  aura  en  même  temps  F (q,y  ) = a> , et 
on  déduira  de  ces  deux  équations 

p — q = F/(®,y), 

f,  et  F,  étant  des  fonctions  inverses  de  celles  que  dé- 
signent f et  F.  L’équation  dz=pdx-}-  qdy  deviendra 

♦ dz=dxf,(«,  x)  + djF,(<»,>y); 

mais  si  on  représente  les  intégrales  , 

/dxf^®,  x),  fdyF^a.y), 

prises  en  n’ayant  égard  qu’aux  variables  x tt  y,  par 
P et  Q , ces  dernières  quantités  étant  aussi  des  fonc- 
tions de  w,  il  viendra 

dx  f,  (a,  x ) = ^ dx  = dP  — ~ d » 

dyF/«,x)  = ^dj=dQ-^d*, 
et  parconséquent 
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Cette  dernière  équation  ne  peut  devenir  différentielle 


complète , que  par  la  supposition  de 
d’où  il  suit  ^ 

/(S  + ^)d“=^: 


on  aura  donc 


équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  a,  lorsque 
la  fonction  arbitraire  <p  (•>)  sera  déterminée. 

Il  suffit  souvent  de  substituer  dans  l’équation 

dz=pdr  -f-  qdy, 

la  valeur  dep  ou  de  q , tirée  immédiatement  de  la  pro- 
posée, et  d’intégrer  ensuite  le  résultat  par  parties.  Lors- 
qu’on a,  par  exemple,  p = f(q),  il  Yjent 

dz  = dLrf(q)  -J.  qày  : 

on  trouve 

z~xî  (?)  +?y  — /(* f ' (<?)  +y)  dq  ; ■ 

et  comme  l’intégration  indiquée  nepeut  s’effectuer  qu’en 
prenant  x£'(q)  +y  dtç'(q),  il  en  résulte 

2 + * (?)  =*%)  + qy  , <p'{q)  = x£\q)  +y. 

De  l intégration  des  équations  différen- 
tielles partielles  des  ordres  supérieurs 
au  premier. 

3iG.  Lorsqu’on  passe  au  second  ordre,  les  coeffi- 
ciens  différentiels  de  cet  ordre  sont  au  nombre  de  trois 

Gg  a 


468  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

pour  une  fonction  de  deux  variables , et  une  équation 
différentielle  partielle  du  même  ordre  peut  exprimer 
en  général  une  relation  entre  les  variables  indépendantes, 
la  fonction  cherchée  , et  ses  coefficiens  différentiels  , 
tant  du  seconda  ordre  que  du  premier. 

L’analogie  faîtwoirque  l’équation  générale  d’un  ordre 
quelconque,  et  dfun  nombre  quelconque  de  variables  , 
doit  renfermer  les  variables  indépendantes,  *la  fonction 
cherchée,  et  ses  coefliciens  différentiels  depuis  le  pre- 
mier ordre  jusqu  a l’ordre  dont  elle  est  inclusivement. 
Avant  de  m’occuper  de  ce  cas  général,  j’en  rapporterai 
quelques-uns  qui  s’abaissent  à des  ordres  inférieurs  à 
celui  dont  ils  sont. 

i°.  Toute  équation  à trois  variables  qui  sera  de  la 
forme 

d"z  d"4-^  d'^a.  d"+mz  ) _ 

X,y>  dp’  dldp’  dj^d^"  ’ " ‘ dx'"dy  / C ’ 

quoique  de  Fordre  m-f-n,se  ramène  sur-le-champ  à une 
équation  de  l’ordre  m,  en  faisant 
qu’elle  se  change  en 

_ f dv  dV  dmv  ) 

dl-’  dx"‘ j °' 

On  y doit  supposer  alors  yf  constant,  puisque  tous  les 
coefliciens  différentiels  de  v qui-e’y  trouvent  sont  relatifs 
à x\  et  elle  peut  parconséquent  se  traiter  comme 
n'étant  qu’entre  les  deux  variables  x et  v,  mais  il 
est  évident  que  pour  donner  à l’expression  de  v toute 
la  généralité  dont  elle  est  susceptible,  _jl  sera  néces- 
saire de  remplacer  les  m constantes  arbitraires  qu’elle 
doit  renfermer , par  autant  de  fonctions  arbitraires  de  la 
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variable  y prise  d’abord  pour  constante.  Ayant  obtenu  v, 

on  remontera  à z,  par  le  moyen  de  l’équation 

dans  laquelle  on  doit  maintenant  regarder  x comme 
constant,  et  qui,  devenant  par  là  une  équation  de  l’ordre 
n entre  deux  variables  seulement,  pourra  se  traiter  ainsi 
que  les  équations  de  ce  genre,  en  observant  néanmoins 
de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  x,  les  n constantes 
arbitraires  introduites  par  cette  nouvelle  intégration. 

9°.  Les  équations  de  la  forme 


r / 

< dz 

d az 

d"z  ' 

f( 

z’  Tx> 

d?’"' 

’dx*. 

f dz 

d*z 

d’V 

f( 

\C>  y*  z>  a^» 

dÿ,"‘ 

•’dÿ, 

peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement , comme 
s’il  n’y  entrait  que  deux  variables,  savoir,  x etz  dans 
la  première , y et  x dans  la  seconde;  et  après  l’intégra- 
tion, on  substituera  aux  constantes,  dans  l’une  de* 
fonctions  de  y , et  dans  l’autre  des  fonctions  de  x. 

Les  équations  du  second  ordre,  ’ 

daz  . „dz  „ d*z  „dz  „ 


dxdy^  dx~ 


d.rdj  dy~V' 


dans  lesquelles  P et  Q ne  contiennent  que  x et_y, 
se  rapportent  à la  première  forme.  En  faisant  ^ = v , 


la  première  devient  — -\-Pv=zQ,  équation  du  premier 

degré  et  du  premier  ordre,  par  rapport  aux  variables  v 
et  y , et  dont  l’intégrale  est 

v = e~fPdr  ( //P^Çdy  + C)  (257). 

GgÔ 
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» dz 

Si  l'on  met  pour  v sa  valeur  -j- , et  qu’on  change  C 
en  <p  (x) , on  anra 

à£=é-fPJr  Ife^fÇày  + *>{*)]; 

t 


en  intégrant  cette  fois,  par  rapport  à z et  à. y seuls,  on 
trouvera 

. Z — fàxêr'^Pdy  [_fefPdf  Çdy+«p(x)]-f  4(y): 
en  traitant  de  même  la  seconde  équation , on  arriveraità 

*=fdye-JP4ltfefPdx  Çdr  + * (y)]  +4 (*)• 

Lorsqu'on  aura  P=o  , les  résultats  ci-dessus  se  rédui- 
ront à 

z xzfdxfQdy  +fdx<p  (x)+4(y)> 
dans  un  cas,  et  dans  l’autre  à 


If  z =fdyfQdr+fdy<r  (y)  + 4 (x ) ; 

mais  comme  la  fonction  ç>  est  arbitraire , on  écrira 
simplement 

z =fdxfQdy  4*  $>  (x  ) + 4 00  , 
z=axfdy/Qdx  -f  <P  (j  ) + 4 (x)- 


J’obseryerai  que  ces  derniers  cas  ne  dépendent  que  de 
l’intégration  des  fonctions  d’une  seule  variable , et  ont 
été  traités  sous  ce  point  de  vue , dans  le  n°  %47- 

On  a des  exemples  de  la  seconde  forme  générale 
dans  les  deux  équations  . 


:^+p |=ç. 


dx 
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lorsqu’on  suppose  que  P et  Q renferment  x,y  et  z.  La 
première  doit  être  traitée  comme  une  équation  du 
second  ordre , entre  les  variables  x et  z ; les  cons- 
tantes arbitraires  dues  à son  intégration  seront  des 
fonctions  de  y : on  opérera  de  la  même  manière  sur  la 
deuxième , par  rapport  aux  variables^  et  z , et  on  chan- 
gera les  constantes  arbitraires  en  fonctions  de  x.  Pour 
ne  donner  que  le  cas  le  plus  simple , je  réduirai  les 
équations  proposées  à 


et  fe  supposerai  que  Q ne  contienne  que  x et  y ; les 
formules  du  n“  220  donneront  immédiatement 


z = fdxfQdx  -f-Cx-j-C*,  z— fdyfQdy  -f-Cy-f-C, 
d’où  on  conclura 

z = /dx/Qdx+x<p(^)44(y),  z=fdyfQdy+ jip(x)+4(x). 


317.  Eu  passant  aux  équations  du  second  ordre  à trois 
variables , qui  renferment  tous  les  coefficiens  différen- 
tiels de  cet  ordre  , mais  au  premier  degré  seulement, , 
pour  simplifier  les  calculs  } je  ferai  usage  des  déno- 
minations suivantes  : 


dz  = pdx  -f-  qày 

d p = rdx  -f-  sdy  àq  = six  -f-  tdy  (*) 

d*s  = dpdx  -f-  dqdy  = rdx*  -f-  2idxdy  -f-  idy*. 


(*)  Le  coefficient  de  dx  dans  àq  est  le  mime  qup  celai  de  Ajr  dans 

,<V 

G g 4 


Ap  àq  * 

d p , A cause  do  la  condition  ^ = à laquelle  doit  satisfaire  la 
différentielle  dz. 
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L’éqnation  différentielle  partielle  de  cet  ordre  et 
à trois  variables  , considérée  dans  le  cas  général  , 
ne  peut  donner  que  l’expression  de  l’un  des  coeffi- 
ciens  r,s>  t,  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tités p,  q,  t , y , z ; ce  qui  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
les  différentielles  dp  et  d q.  On  peut  aussi,  au  moyen 
de  ces  différentielles,  éliminer  de  l’équation  proposée, 
deux  des  trois  coefficiens  r,  s,  t,  et  le  résultat  sera  la 
relation  que  cette  équation  suppose  entre  dp  et  d q ; 
c’est  ce  procédé  que  Monge  a suivi. 

# 

Je  l’appliquerai  à l’équation 

Rr  + Ss  4.  Tt  = V, 

où  je  supposerai  que  les  quantités  R,  S,  T et  V , 
renferment , d’une  manière  quelconque  , x , y , z , p 
et  q.  En  y substituant  les  valeurs  de  r et  de  t , tirées 
des  équations 

dp  = rdx  -j-  sdyr , d q = jdx  -f-  fdy , 

et  qui  soit  , 

_ dp  — sdy  t dq  — jdx 

T dx  3 dy  * 

on  trouve 

Tïdpdy  -f-  T’dqdx — Vàxày — f (fldy — S&rdy-f-Zyx3), 

t 

équation  dont  il  semble  qu’il  faudrait  intégrer  sépa- 
rément les  deux  membres , à cause  du  coefficient  diffé- 
rentiel indéterminé  s,  qui  multiplie  le  second  ; mais 
ici , comme  dans  le  n°  3i4  , il  suffit  de  parvenir  à deux 
équations  primitives  M—a,  N ~b , qui  satisfassent 
en  même  temps  aux  équations 
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/îd/>dy  +•  Tdqdx  — Vàxày  — o 
/Jdy*  — Sdxdy  -f-  7’dxa  = o : 

l’intégrale  de  la  proposée  sera  encore  N=q>  ( M)’ 

Pour  le  démontrer,  je  transforme  d’abord  les  équa- 
tions précédentes  en  d’autres  où  les  différentielles  ne 
montent  qu’au  premier  degré  , et  pour  cela  je  fais 
dy=mdx.  La  seconde  de  ces  équations  devenant,  après 
la  substitution , 

RmÈ  — Sm  -f-  7*  = o . . . . (A). 

détermine  la  quantité  m ; mettant  ensuite  pour  dy  sa 
valeur  dans  /ïd/xiy  -f-  Tdqâx — f'àxày  — o,  on  aura 
* pour  chacune  des  valeurs  doqt  m est  susceptible , un 
système  d’équations  de  la  forme 


dy  — mdx  = o 
Iimdp  -J-  Tdq  — Vmdx  = o 


auquel  il  faudra  joindre  l’équation 
dz  r=  pdx  + qdy , 


qui  exprime  la  relation  qu’ont  avec  la  fonction  z,  le* 
coefïiciens  p et  q. 

Cela  posé  , si  les  équations  M =o,  N=  b satisfont 
aux  équations  (i) , et  que  dans  les  différentielles 


dAf  , , d M,  , d M,  , d M,  , d M 3 

_ dx  4.  __  d_y  + dz  4- ^ dp -f  d?  = ° ; 


dy 


d P 
d N 


d q 


dN  a « dN  , , dN  , , à N , , dN  , 

te + -ty ^ + d7  d 2 + d^T  àP  + d^  d<7  = 0 > 


dx 
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on  mette , au  lieu  de  dz  sa  valeur  tirée  de 

dz  = pdx-\-qdy,  et  au  lieu  de  djf  et  de  d q,  celle* 
que  donnent  les  équations  (1)  , les  résultantes 


( 


d M 


dM 


. , dM  l Vm  dM\  . 

dT  + md7  + (P  + dT  + T'dï) dx 


• + 

, / dM  Rm  dM\  , 

+ (,d?-Tw)d,’  = 0' 

/dJV  div  , div  Fmd2V\ 

V dJ  + m If  + Cp+ dT + ~t  ~dï)  dx 


-,  /dAr  Rm  àN \ , 

+W-y^)^=0* 


devront  être  identiques  et  *e  partager  parconséquent 
dans  les  suivantes  : 

dilf  , dM  . , . . dM  , Vm  dM 

dJ  + m d^  + (P  + *m>  dT  + T ~dj =°’ 

dM  Rm  dM 


dp 

dN 


T d q 


. dfV  dN  Vm  dN  ^ -, 

dx  +md7  + (P  + <?"1)  'd£+~T ~§q  “*  " 

diV  flmdA' 

L’équation  AT=*(M)  étant  différentiée , donne 


dAr=ç'(M)dM, 


ou 
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AN . , d N,  , d N,  , dAr  , AN, 
■dx+d7<)'+-drdi+ -37^  + d7d’ = 


dx 


si  l’on  substitue  dans  cette  dernière  les  valeurs  de 


AM  AM  d N d N 
dx  * àp  ’ dx  ’ dp  * 


prises  dans  les  quatre  précédentes , et  qu’on  change  d* 
en  pdx  -f-  qdy  , °n  obtiendra 

/ dAr  d Ar  \ . 

V^T  + 9 dljCdy^mdx) 

+ C Rmàp  + Tdq  — Fmàx)  = 

+ 2.^  ( /îmdp  4-  TAq-VmAx  ) }, 


ce  qui  revient  à 


Rmàp  4-  Tdq  — VmAx—u>  (djy  — mdx) , 
en  faisant 


d.V  , iN  , iM\ 

-d7+n?->wCy+^dr^ 


1 /dA 

T(rfW^) 
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Si  l’on  remet  rdx-f-sdy  etsdx-f-ldy,  pour  dp  et  àq , 
et  que  l’on  égale  à zéro  ce  qui  multiplie  chacune  des 
différentielles  indépendantes  dx  et  dy , on  obtiendra 

Rmr-\~Ts — Jrm— — am,  Rms  -f-  Tt  — a>  ; 

puis  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  différentiels  r et  t,  pour  les  substituer  dans  la 
proposée , elle  deviendra , après  les  réductions , 

s ( Rm?  — Sm  -f-  T ) =.  o ; 

et,  en  vertu  de  l’équation  ( A)  elle  sera  satisfaite  in- 
dépendamment des  quantités  a,  et  s. 

3i8.  Le  théorème  démontré  ci-dessus,  ainsi  que 
ses  analogues  dans  les  ordres  supérieurs,  n’a  pas  la 
même  généralité  que  celui  du  n°  3i4;  car  il  faut  bien 
remarquer  que  les  équations  (1)  peuvent  renfermer  à- 
la-fois  les  cinq  variables  x , y , z , p et  q , et  qu’en  y 
joignant  même  l’équation  dz=pàx  -f-  qày , on  ne 
saurait  parvenir,  par  l’élimination  , qu’à  une  résul- 
tante contenant  trois  variables , laquelle  parconséquent 
ne  pourrait  dériver  d’une  seule  équation  primitive  , 
qae  sous  certaines  conditions  (3o8).  On  se  tromperait 
néanmoins  si  l’on  concluait  de  là  que  quand  les  con- 
ditions dont  on  vient  de  parler  ne  sont  pas  remplies  , 
l’équation  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle- 
même  dériver  d’une  seule  équation  primitive. 

3ig.  Soit,  pour  exemple,  l’équation 

Ar  + Bs  + Ct=V, 

dans  laquelle  A , B et  C sont  constans,  et  /^est  un* 
fonction  de  x et  dey.  L’équation  de  (y/)  devient  pour 
ce  cas  Am * — Bm-\-  C = o;  ses  raoines,  que  je  dési- 
gnerai par  m' et  m",  étant  constantes,  fournissent  deux 
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systèmes  d’équations  (i)  qui  donnent  par  l’intégration 

y — m'  jc  — a 1 

Arn'p  -f-  Cq  — m' f VAx  = b ) ’ 
y — m"x  —it  l 

Am" p + Cq  — m"fFàxz=b'  ) 5 

etoùl’intégrale  fV dxne  dépend  que  d’une  seule  variable, 
pareequ’on  peut  chasser  y de  V , au  moyen  de  sa 
valeur  prise  dans  la  première  équation  de  chaque  sys- 
tème : on  aura  donc  en  même  temps  ces  deux  intégrales 
premières  de  la  proposée. 

Amp  -f - Cq  — m f V dr  = ç (y  — m'x)  , 

Am" p -f*  Cq  — m" f VAx  =4-  — m’x) ; 

et  en  intégrant  l’une  quelconque  de  ces  équations , on 
arrivera  à l’intégrale  seconde. 

Si  on  prend  la  première , par  exemple,  elle  donaa 

P=—  </ + +*0'— m'x); 

« 

c 

•n  peut,  pour  simplifier,  mettre  m"  au  lieu  de -j—rl 

Anx 

C 

puisqu’en  vertu  de  l’équation  (A),  m'm"  = — -)  et  ea 

A 

substituant  dans  Az=zpAx-\-qAy  t on  trouvera 

a 

(i.V 

da  — — fFàx  — d xtp  Çy  — m'x ) z=q  (dy  — m" dx)  : 
les  équations  à intégrer  (3i4)  seront  donc 


« 
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(Le 

dy — 77i"<Lc=oJ  dz — — fVàx — dx<p  [y — m'x)—o. 

On  tire  de  l’une,  y — m'x—a,  ce  qui  change 
l’autre  en 

dz  — ~ f Vàx  — dxf  [a  -j-  [m"  — m!  ) x]  = o , 
dont  l’intégrale  est 

z— ^ fàxf  Vàx—  -A—p  <p  [cl  -f  [m"  — m»  = b' , 
et  devient 

z — 2 fàxf  Vàx  — f [y  — m'x)  = h , 

lorsqu  on  remet  pour  a sa  valeur,  en  observant  que  $ 
est  une  fonction  arbitraire,  dont  les  coefRciens  différen- 
tiels sont  arbitraires  aussi,  et  dans  laquelle  on  peut 
comprendre  telle  quantité  constante  qu’on  voudra.  Il  faut 
aussi  remarquer  que  pour  obtenir  fàxf  Vàx,  on  doit 
intégrer  une  première  fois  par  rapporté  x,  en  substi- 
tuant au  lieu  de  y sa  valeur  , tirée  de  l’équation 
y — tu'x=u  , comme  il  a été  dit  plus  haut  ; mais  lors- 
qu’on sera  parvenu  au  résultat,  on  remettra  au  lieu  de  a 
sa  valeury — m'x,  et  avant  d’efFectuer  la  seconde  inté- 
gration , on  changera y en  a'  -|-  m"x,  ainsi  que  l’exige 
1 équation  y — m"x  = a,  trouvée  en  dernier  lieu.  En 
général  , quand  on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations 
successives  a effectuer,  on  ne  pourra  jamais  employer 
à leur  simplification  que  les  équations  qui  doivent  avoir 
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lieu  en  même  temps.  Avec  ces  attentions,  l'intégrale 
seconde  de  l'équation  proposée  , At  -f-  Bs  -J-  Ct  3=  fri 
sera  * 

1 — 4 fdx  fVàx  = <f>(y  — m'x ) +4  ( y — m"x). 

Si  l’on  avait  A=  1 , B=o,  6’=— •<;*,  et  /F==o,  ce 
qui  changerait  l'équation  proposée  en 

r — cft—Oy  ou 

l’intégrale  deviendrait 

z — <P  {y  — cX  ) -f  4 (y  + ex). 

320.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  différehtielles  partielles,  se 
déterminent,  en  supposânt  que  la  fonctions  prenne  des 
.formes  particulières,  lorsqu’on  assigne  des  relations 
entre  les  variables^  et  x.  Yoici  deux  exemples  de 
cette  détermination  :* 

i°.  Si  l’on  a i=.M<p(JF) , M et  ^désignant  des  fonc- 
tions données  en  x,y  et  z,  et  qu’on  veuille  déterminer 
la  fonction  représentée  par  la  caractéristique  çf  de  ma- 
nière qu’en  posant  F (x  , y , z)  = o , on  ait  en  même 
temps  f(x,y,  z)  = o,  les  caractéristiques  F et  f dé- 
* signant  des  fonctions  connues , on  fera  V — t,  et  on 
combinera  les  trois  équations 

F=t,  F(x,y,*)=o,  f(xty,z)=  o, 
pour  en  tirer  des  valeurs  de  x , y et  z , en  t ; sub- 


d*z  d*z 

do;*  dy^ 


(*)  Cette  équation  est  celle  des  cordes  vibrantes. 
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s ti tuant  ces  valeurs  dans  M , qui  deviendra  une  fonc- 
tion de  t,  que  je  désigne  par  T , on  aura 

*» 

i = T<p  (t) , -ou  <K0=^> 

et  la  fonction  ç sera  parconséquent  déterminée,  si 
l’on  remet  danscette  dernière  équation  pour  t et  7’,  leur 
valeur  en  x,y  et  z.' 

2°.  Soit  i = M ? (7")  + iV.J  (70  ; 

comme  il  y a deux  fonctions  à déterminer,  il  faut 
qu’il  y ait  deux  conditions  : on  doit  supposer  que 

P (x,y>  *)  = °>  donne  / ( x,y , z)  = o , 
que  F\x,y,  z)  = o donne  f(x,y,  z ) = o. 

Faisant  toujours  V—t,  et  tirant  des  trois  équations 

*'  . « A 

V—t,  F(x,y,z)z=o]  f(x,y)z)  = o, 

les  valeurs  de  x,y,  z en  t , on  changera  les  quan- 
tités M,  N,  en  fonctions  de  t.  Soient  T et  3 ces  fonc- 
tions , on  aura 

i=a7>(Q+«4(0-;--(0; 

combinant  ensuitë  les  équations 

V — t,  F'  (x,y,  z)  =o,  f (x,y,  z)  —o, 

pour  obtenir  les  valeurs  de  x,  y,  zen  t,  on  changera 
par  ces  valeurs  les  quantités  M et  i\ren  fonctions  de  t, 
que  je  désignerai  par  T*  et  ô^,  et  il  viendra 

1 = 7X0  + 6,4  (/)...  (a). 

Au  moyen  des  équations  (i)  et  (a)  on  déterminera  les 

fonctions 
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fonctions  <p  et  4 en  t ; puis  ou  remettra  à la  place  de  t 
sa  valeur  V (*). 


Des  équations  différentielles  totales  qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d in- 
tégrabilité. 


3ai.  J’ai  fait  voir  dans  le  n°  3o8,  qu’une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  à trois  variables,  de 
la  forme  Pàx  -f-  Qdy  -f-  Rdz=  o , ne  pouvait  être  sa- 
tisfaite par  une  fonction  de  deux  variables,  qu’autant 
que  l’équation 


p^-R-éj+R^-^+Q 


dx 


dP 

dz 


était  identique  par  elle-même  ; mais  en  établissant  une 
dépendance  quelconque  entre  x,  y,  z,  on  changera  l’é- 
quation proposée , dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  variables,  et  déterminera  parconsé- 
quentl’une  de  celles-ci  en  fonction  de  l’autre.  * 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  l’équation 
ds  __  > 

z — c x(x — nO+.J'O' — />$’ 


qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus , tant 
que  c et  b ne  sont  pas  nuis,  et  qu’on  y fity'  = ^(x)  , 
<p  désignant  une  fonction  quelconque  , elle  se  change- 
rait en 


( * ) détermination  des  fonctions  arbitraires  revient  à faire 
passer  par  desconrbes  données, les  surfaces  qui  représentent  les  équa- 
tions proposées  ; et  ces  courbes  peuvent  être  continues  ou  dis- 
continues , ainsi  que  les  fonctions  elles-  mêmes. 

intégr.  H h 
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àz  _ [j-|-»(j)^(3F)]dj  . 

z—c~x(x — a)  + $ (x) [<p (x) — b j’ 

çt  donnerait  autant  de  relations  différentes  entre  * et  x , 
que  l’on  assignerait  de  formes  particulières  à la  fonc- 
tion <p  . Si  l’on  prend  , par  exemple,  <p  ( x)  — x , on 
aura 

d z,  2xdx gdr 

— x^x— a)  + x(x  — b)~  2X  — a— b* 

d’où  on  tirera  z — c=C(2x  — a — b),  C étant  une 
constante  arbitraire  ; et  la  proposée  sera  satisfaite  par 
le  système  des  équations 


Newton,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*),  avait  déjà 
indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations  diffé- 
rentielles qui  contenaient  plus  de  deux  variables  ; mais 
eHe  a l’inconvénient  d’exiger  une  intégration  pour  chaque 
résultat  qu’on  veut  obtenir , et  Monge  a remarqué , 
en  1784,  qu’on  pouvatiyrar  l’introduction  d’une  fonc- 
tion arbitraire,  parveidjr uu  systèm.  général  déqua- 
tions qui  en*  donnât  une  infinité  de  particuliers  , satis- 
faisant tous  à la  proposée. 

522.  Le  procédé  que  l’on  doit  suivre  pour  inté- 
grer l’équation 


(*)  lYewtoni  opuscula , tome  I,  page  83 , édition  d«  1744- 


Pàx  4-  Qày  4-  Æd*  = o , 

par  une  seule  équation  primitive , lorsque  la  cljose  est 
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possible  , conduit  aussi  à la  solution  la  plus  générale 
que  l’on  puisse  obtenir  pour  cette  équation , dans  le  cas 
contraire.  En  effet,  si  on  l'intègre  d’abord,  en  regar- 
dant une  des  variables  qu’elle  renferme  comme  cons- 
tante, z,  par  exemple  , que  l’on  représente  par  b=C 
1 équation  primitive  qui  répond  à Pdx  -h  Ody  = o' 
que  1 on  diiferentie  cette  équation  primitive  , en  fai- 
sant varier  à-la-fois  x y,  z etC,  e t que  l’on  compare 
le  résultat  à la  proposée , on  arrivera  a 1 équation 


clC 
d z 


au 

dz 


-pR, 


P f,tant  Ie  facteur  <îui  rer>d  Pàx  + Çdy  une  différen- 
tielle complète.  A la  vérité,  le  second  membre  ne  se 
réduira  plus  a une  fonction  de  z seul , comme  cela  arrive 
dans  le  cas  où  la  condition  d’intégrabilité  est  remplie 
et  ne  pourra  donner  C,  comme  l’exige  cerie  condi- 
tion, mais  .1  est  évident  qu'en  supposant  toujours  que  C 
soit  une  fonction  de  a,  l’équation  proposée  sera  satis- 
faite par  1 équation  primitive  b = C,  si  l’on  a en 
meme  temps  a 

dC  dV  j$ 

. d7~ ^ 

faisant  donc  C = f (*),  1.  syMème  de!  cqnations 

iu  •V=‘f(-Z>\ 

àz  —/*#=*'(*)( 

satisfera  à la  proposée,  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  « , et  pourra  se  particulariser  d’une  infinité 
de  manières  en  prenant  9 arbitrairement. 

Ea  appliquant  ceci  à l’équation 


Mh  A 


on 
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ds  _ a-d-r  -f-jydy  

a — c~ x(x  — a)-\-y  (y  — b)  ’ 


que  i’ai  prise  pour  exemple  dans  le  n°  précédent, 


aura 


et  faisant  . * . 

[X  = x (g— a)  +_y  c y — b)> 

on  tropvera  U=x*-\-yr‘:  on  obtiendra  parconséquent 
les  équations 


De  la  méthode  des  Variations. 

Recherche  de  la  variation  d’ une  fonction  quelconque. 

523.  Toutes  les^applications  du  Calcul  différentiel , 
présentées  précédemment,  supposent  que  la  dépendance 
des  variables  demeure  constamment  la  meme  dans  le 
cours  de  la  question  ; mais  il  y a divers  genres  de  pro- 
blèmes pour  lesquels  il  faut  concevoir  que  cette  dépen- 
dance change.  En  voici  un  exemple  : quand  V désigné 
une  fonction  contenant  x , y et  les  coefliciens  différen- 
tiels de  y , l’intégrale  fFdx  est  susceptible,  entre  les 
mêmes  valeurs  de  x , d’une  infinité  de  valeurs  qui  dé- 
pendent de  la  relation  établie  entre  g’  et  y ; ensorte 
qu’on  peut  demander  quelle  est,  parmi  toutes  les 
relations  possibles  , celle  qui  fait  prendre  à 1 inté- 
grale fJ'dx , entre  les  limites  données , la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur.  L’intégrale  JDdx , lorsqu’ ou 


x2  -f- 

x (x — a ) + y — 


+. 


Zi  C 
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ne  particularise  pas  la%elation  de  y à x,  exprimant  la 
mesure  d’une  propriété  commune  à toutes  les  courbes  , 
on  demande  alors  pour  quelle  courbe  Ifette  propriété 
est  un  maximum  ou  un  minimum.  Il  est  visible  que  siFic.5{. 
CE , Jig.  54 , représente  cette  courbe , il  faudra  que 
pour  toute  autre  ys , l’intégrale  fFàx  ait  une  valeur 
plus  petite  dans  le  premier  cas , e|  plus  grande  dans, 
le  second.  Pour  satisfaire  à cette  condition,  la  pre-_ 
mière  chose  à chercher  est  la  différence  qu'un  chan- 
gement quelconque  dans  la  relation  de  jy  à x,  ou  dans 
la  nature  de  la  courbe  qui  représente  cette  relation  , 
produit  sur  l’intégrale  fV dx.  Ce  changement  s’exprime 
en  faisant  varier  y indépendamment  de  x;  car  lorsque 
l’on  considère  deux  courbes  CE  et  yt  , la  même, 
abscisse  JP  répond  à deux  ordonnées  P AI  et  Pp , et 
leur  différence  Mp,  doit  être  distinguée  des  différence* 

M'R  et  y! p , qui  ont  lieu  entre  deux  ordonnées  consé- 
cutives prises  sur  la  même  courbe. 

, Lagrange  , dont  les  premières  recherches  ont  produit 
le  Calcul  des  variations  , en  a fait  aussi  à la  méca- 
nique une  application  de  la  plus  haute  importance  , 
dont  on  saisira  facilement  le  but , si  on  observe  qu’on 
peut  considérer  les  coordonnées  des  différens  point»  ~ 
d’un  corps  qui  se  meut,  soit  pour  comparer  au  même 
instant  deux  points  de  ce  corps , soit  pour  comparer 
deux  positions  constcutives  du  même  point.  Dans  l’un 
de  ces  cas  il  n’y  a entre  les  coordonnées , de  dépen- 
dance que  celle  qui  résulte  des  surfaces  qui  terminent 
le  corps  ; dans  l'autre , les  coordonnées  changent 
suivant  les  conditions  du  mouvement  établi, et  avec  une  - 
variable  nouvelle  qui  est  la  mesure  du  temps  : voilà 
donc  encore  deux  manières  de  faire  varier  les  mêmes 
quantités , qu’il  est  à propos  de  marquer  par  des  signes- 
distincts.  Celle  de  «es  manières  qui  succède  à l’autre, 

Hh  3 
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constitue  le  Calcul  des  Varia^ons  , dont  on  ne  peut 
embrasser  les  divers  usages  qu’en  le  regardant  comme 
ayant  pour  burde  differentier  sous  un  nouveau  point 
de  vue  des  quantités  qui  ont  dcjà  été  differentiées  sous 
un  autre  : on  établit  ensuite  dans  le  second  mode  de 
différentiation  , l’hypothèse  convenable  à la  nature  des 
questions  qu’on  se^propose  de  résoudre.  (Voyez  la 
Mécanique  analytique , pages  5 1 et  ig5  ). 

324.  C’est  par  la  caractéristique  J'  que  Lagrange 
désigne  la  nouvelle  différentiation  , et  cet  usage  a été 
adopté.  Pour  ne  pas  sortir  des  limites  de  mon  sujet , 
je  me  bornerai  à développer  les  principes  de  l’appli- 
cation du  calcul  des  variations  aux  questions  géomé- 
triques. 

Dans  ces  questions  la  caractéristique  d s’employe 
pour  le  passage  d’un  point  à un  autre  sur  la  même 
courbe , et  la  caractéristique  J' est  appliquée  au  chan- 
gement de  courbe  : ainsi  MB  étant  représenté  par  dy , 
Mp  sera  S'y,  et  il  suit  de  là  que 

PM'  —y  •+•  dy' , Pp  —y  -f-  Sy. 

En  passant  du  point  M1  au  point  // , on  trouverait, 
d’après  ce  qui  précède , 

—y  + dy  4-  4-  dy  ) 

=y+dy+ ty4-**y; 

mais  le  point  p'  étant  consécutif  au  point  p,  sur  la 
courbe  yt , on  aurait  aussi  • 

py=y+ty  + d(y  + ty) 

=y  4-  ty  + ày  + dty  v 

et  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  la  même 
ligne , donne  cette  conséquence  remarquable  : 
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<rdy  = d J'y. 


La  même  chose  peut  aussi  se  prouver  sans  la  consi- 
dération des  courbes , en  représentant  par  ç (x)  l’état 
primitif  de^,  et  par  une  autre  fonction  4-(x)  le  résul- 
tat de  la  variation  (*).  Alors  ~ 4,(x) — f(x)  sera  una 

certaine  fonction  de  x , et  parconséquent  une  fonction 
de  y , à cause  de  la  liaison  primitive  de  cés  variablés; 
désignant  donc  par  t cette  dernière  fonction , on  aura 

D’après  cette  loi,  et  faisant  pour  abréger^ dyxry, 
on  aura  pareillement 


d’où  on  conclura 


ty— ;*(/>'.* 


*y— ty— * (/)— * cy)=d.'T(j')=%; 


(*)  Afin  de  donner  une  origine  commune  aux  fonction»  <f  et  -f- 
Euler,  qui  s’empressa  d’adopter  et  d’éclaircir  le  calcul  des  variation», 
regardait  la  valeur  primitive  dey , ou  <?(x),  comme  déduite  d’une 
autre  fonction,  contenant,  avec  ta  variable  x,  une  nouvelle  variable  tj 
et  se  changeant  en  <ÿ (x  ) lorsque  £ — 0.  ( IVooi.  Conirn.  Acad. 

Petrop.  T.  xvi,  pag.  35  ).  Par  ce  moyen  y-t-éy  devient  je  + d£, 

et ^ étant  pris  dans  l’hypothèse  de  £ = o,  représente,  tant  qu’on 

ne  particularise  point  la  composition  de  y”  en  t , une  fonction  ar- 
bitraire de  x.  La  valeur  generale  dey  serait  exprimée  par  la  série  - 


dy  t 

r + Ti-*- 


t » 

1 .a 


etc. 


La  variable  £ étant  supposée  égale  A zéro  dan*  y et  se»  coefficient 
différentiels;  et  en  prenant  les  coefficiens  différentiels  de  cette  série  par 
rapport  k x,  on  formerait  toutes  les  quantités  qu’il  faut  substituer 
pour  obtenir  l’état  varié  de  l’intégrale  J ’ Pdx  , ordonné  suivant  le* 
puissances  de  t.  C’est  sous  cette  forme  que  Lagrange , dans  la  nou- 
velle édition  de  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  Ponctions  , présente 
celui  des  variations,  à l’égard  duquel  il  entre  dans  beaucoup  de 
détails  très-intéressans. 

Hh  4 
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mais  comme 

ty=y—y, 

il  viendra , en  prenant  les  variations , 
ce  qui  donne  encore 

<Tdy  = d J'y. 

Il  suit  de  là  que  J'd^y  = dJ'dy  = d^y  ; et  continuant 
ainsi , on  obtiendra  ce  théorème  fondamental 

<fd  "y  ==  dn<ty , 

en  vertu  duquel  on  peut  transporter  la  caractéristique  J' 
après  la  caractéristique  d. 

Pour  donner  plus  de  symétrie  au  calcul , ainsi  que 
pour  embrasser  des  circonstances  relatives  aux  limites 
des  intégrales,  et  dont  on  verra  plus  loin  quelques  exem- 
ples , on  fait  varier  x aussi  bien  que  y ; mais  le  théorème 
ci-dessus  ne  cesse  pasd’avoir  lieu  pour  cela , parceque  la 
loi  de  la  variation  étant  constante  , quoiqu’arbitraire  , 
i'x  est  une  fonction  de  x , de  laquelle  se  tire  i'x',  en  y 
changeant  x en  x'  : il  en  résulte  Jdx=dJx , et  pa- 
reillement aàV — àiy,  pour  toute  fonction  /^dépen- 
dante de  x.  ’ ... 

3a5.  Il  existe  un  théorème  analogue  par  rapport  au 
signe  /.  En  effet,  si  on  représente  fU  par  U,,  il 
viendra 

' d U,  = U,  puis  MU,  = «M/; 

transposant  la  caractéristi*e  J' après  la  caractéristique 
d , et  passant  ensuite  aux  intégrales , on  trouvera  succes- 
sivement 

dW,  = iU,  ÏU,=fïU-, 
puis  remettant  pour  U,  sa  valeur,  on  aura  enfin 
ifU=fi'U. 

- 3a6.  Cela  posé,  on  voit  que  pour  obtenir  la  varia- 


Digitized  by  Google 


* 

DE  CALCUL  INTÉGRAL.'  489 
tion  d’une  fonction  quelconque  U , contenant  x,  y 
et  leurs  différentielles  des  ordres  quelconques,  il  faut 
supposer  que  1 et  y se  changent  respectivement  en 
x -f-  J'x , y , et  .regarder  S'x  et  ê'y  comme  des 
fonctions  arbitraires  l’une  de  x , l’autre  de  y.  En  se 
bornant  aux  termes  où  les  variations  ne  passent  pas 
le  premier  degré , l’opération  réviendra  à différentier 
par  le  procédé  ordinaire  la  fonction  U , tant  par  rap- 
port à x et  à y/ , que  par  rapport  à leurs  différentielles 
considérées  comme  des  variables  distinctes  , mais  en 
marquant  par  la  caractéristique  la  dernière  différen- 
tiation. Il  est  visible  en  effet  que,  dans  cette  hypothèse, 
les  différentielles  de 


sont 


x,  y,  dx,  d_y,  etc. 

^x,  èy , tfdx , ^dy , etc. 

Si  donc  la  différentielle  ordinaire  de  U est 

d Lrz=3/dx-f-2Vd4x-f-Pd3x-f-  Qd^x-f-etc. 
■fmdy-f-"  d4_y  -f-  p d3^  -f-  q d*^  -f-  et<ï. 

il  suffira  d’y  changer  le  dernier  d en  <P , et  il  viendra 

S Lr=ÿf/J'x-f-lVJ' dx-f-P.fd4x-f-  ÇJ'd’x-j-etc. 
-\-mSy-\-ni dj -f-p .fd4j-f-  q Jd^  + etc. 

Si  la  fonction  U est  sous  la  forme  Vàx , V ne 
contenant  alors  que 

* a 

dy  dp 

x’y>Tx=p>Tx=ei’ etc- 

on  aura 

dP  — Màx  -f-  ATd^  -f-  Pdp  -f-  Qdq  -f-  Rdr  -f-  etc. 
et  la  variation  sera 

— MS'x  -f-  R^y  -f-  PS'p  -f-  Qty  “}■  Rfr  -4-  etc. 
en  observant  que  les  quantités  p , q,  r,  etc.  doivent  y 
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être  regardées  comme  renfermant  deux  variables  indé- 
pendantes, xetj'  ( n°  précéd.)  ; et  que  parconséquent 
on  peut  prendre  leur  variation  dans  deux  hypothèses 
différentes,  savoir  : en  ne  faisant  varier  qu’une  de  ces 
quantités,  ou  en  les  faisant  varier  toutes  les  deux.  J’o- 
pererai  ici  sous  ce  dernier  point  de  vue  , parceque  , 
comme  je  l’ai  déjà  dit , il  est  plus  général , et  que 
d’ailleurs  on  en  tire  les  résultats  qui  conviennent  au  pre- 
mier, en  supprimant  les  termes  relatifs  à celle  des  va- 
riables que  l’on  veut  traiter  comme  constante.  Endiffé- 
rentiant  par  la  caractéristique  à',  les  fractions 


dy 

>=à 


on  trouve  < fq= 


dxa 

dx 

âxS'àp — dp<fdx 

dJp— qd<fx 

dx“ 

dx 

àxS'dq — dq<fdx 

d<fq — rdJx 

dx* 


dx 


etc. 


etc. 


et  à l’aide  de  ces  formules  on  obtient  la  variation  d’une 
expression  quelconque,  renfermant  x,  y , et  leurs  dif- 
férentielles, de  quelque  ordre  que  ce  soit. 

327.  Lorsqu’il  s’agit  d’une  formule  intégrale  fU , 
dans  laquelle  V est,  comme  ci-dessus,  une  foncÿon  de 
x.  y et  de  leurs  différentielles  , on  a SflJ—fSL  (3a5), 
et  par  le  n°  précédent 


f$  U=f(  MJ'x-L i\r<Tdx-f /><Tdax+  Q J'd^-f  etc.  ) 
+ /(  m + n J d_y  -f-  p <f  da^  q <f  d\y  + etc.  ) 

Cette  expression  n’est  pas  réduite  à la  forme  la  plus 
simple  qu’elle  puisse  avoir  : il  faut  faire  ensorte  qu  il 
ne  reste  sous  le  signe  / aucun  terme  contenant  à-la— 
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fois  le3  caractéristiques  d et  <T  appliquées  l’une  sur 
l’autre  ; «t  c’est  à quoi  on  parvient , en  transposant  d’a- 
bord la  caractéristique  d'après  la  caractéristique  d,  et  en 
intégrant  ensuite  par  parties,  comme  on  le  voit  ci-dessous, 

fMSx  =fM$x 

fNSdx  —fNdix  =NSx  —fdWx 

f Pfd'x=fPà'tx=PàSx  — fdPdSx  =Pd*x  -dPix  +fd'Pfx 

fQid3x=zfQæSx=Qd*ix—fdQà\?xxzQà*ix—dQdïx+fd*Qdix 

=Qd'ix  — d ^d/x+d*  Qix—fd3  Qïx 
etc.  etc. 

On  aura  pareillement  t 

/m<Jy  =fmiy 

fniày  —fheÿy  ~nfy  — fdniy 
fpS ày=.fpd,‘ty=  pdiy  — d piy  -f-/d*p<fy 
fqî diy=fqd:iSy=zqd*S'y — dçdty-f-d’qfy  — fà?qiy  , 

etc. 

et  en  substituant,  il  viendra 

fi  U-(N—dP+ d’ Ç— etc  .)«Tx-f  {P  — d Ç>+ etc  .)d  ix 

-f-  ( Q — etc . ) d^x-f-  etc . 

-f-  (n — dp  -f-d*q — etc.)Jÿ-f-(p—  dq  -f-etc.)d<fy 

-f-(q — etc.)d4jy-t-etc» 
+f(M—  dAr+d*P— dSÇ+etcOJ'.r 
+/(  m — d/i  -f  d’p  — d?q  -f-etc.) iy. 

Ce  résultat  est  composé  de  deux  parties  semblables  : 
l’une  produite  par  la  variation  de  x,  et  l’autre  paf 
celle  de  y -,  et  il  est  aisé  de  voir  qu’on  l’étendrait  à 
une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de  variables  , 
en  y ajoutant  pour  chacune , des  termes  pareils  à ceux 
qu’a  fournis  la  variable  x ou  la  variable  y-. 
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328.  Lorsque  l’expression  fU  est  mise  sous  la  forme 
fF dx,  c’est-à-dire  qu’il  n’entre  dans  F que  les  variables 
x,  y et  les  coefificiens  différentiels  de  .y , le  calcul  du 
développement  de  la  variation  parait  un  jieu  plus  com- 
pliqué , mais  il  mène  à des  conséquences  assez  remar- 
quables. Il  faut  d’abord  observer  que 

}/Fdx=fi'(Fdx)  =fFdfx  +fàxïF, 
fVàïx  = VS-x  — fdFïx , 

et  que  parconséquent 

ifFdx~Fix  + /(  dx'F—  dFix). 

La  quantité  dxiF  — dFix  se  forme  en  écrivant 
pour  SF  et  d F , les  valeurs  rapportées  dans  le  n°  3a6  ; 
et  il  vient  * 

dxSF—  d FS'x — Ar(dx<fy  — dy'J'x)  -f-  P(àxïp — d pSx")  ■ 
-\-Q(dxiq — dqS'x)  -f-  etc. 

puis  mettant  pdx  pour  dy  dans  ce  qui  multiplie  N,  et 
la  valeur  de  <f p (3aS)  dans  ce  qui  multiplie  P , on 
trouvera 

dxiy  — dy  ïx  = dx  ( S'y  — pix) 

àxip — dpi'x^diy — pàix — àpSx—d^y — pi'. r), 
d’où  il  suit 

Si  Ton  change  y en  p et  p en  q , on  obtiendra  de 
même 

et  ainsi  de  suite  : faisant  donc 
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Jy  • — pix  — a , 


il  en  résultera 

dxty — dj i'x = udx , d xS'p  — dpS'x = da , 

d x£q — dqfx  — d^  , etc. 
et  parconséquent 

/(  dxSV—  dVSx  ) = J7\To»dx  + fPdco 

, . +^dê+etC- 

En  intégrant  par  parties  , dans  le  second  membre 
de  cette  équation  , chacun  des  termes  où  il  y a des 
différentiations  indiquées  sur  la  quantité  a> , on  aura 

/d  P 

— . aidx, 

--.d»  „d a rdO  . 

WAd x~^sz~J  ~èàa 

_da>  dO  . C 1 jd  Q A 

=ec-ai”+/s,iiî-"dj:- 

etc. 

Avec  ces  expressions,  on  obtient 
IJTix  =Flx  + f P — -Q  + «c. } « 

+{<?-'“■}£ 

-j-  etc. 

+/{A'-:S+a îdë-e,c-}"fc 
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On  étendrait  sans  peine  ce  résultat  à un  plus  grand 
nombre  de  variables  dépendantes  de  x,  eu  ajoutant  pour 
chacune  des  termes  pareils  à ceux  qu’on  a trouvés  en 
ne  considérant  que  y ; mais  ce  qu’il  importe  d’obser- 
ver, c’est  que  si  on  remet  pour  a>  sa  valeur  — pfx , 
la  partie  affectée  du  signe  f peut  alors  s’écrire  ainsi  : 


fiN-£+rÆ 

-f{K-à£+£« 


dx 


et  l’on  voit  que  dans  ce  cas  le  coefficient  de  -ry  et 
celui  de  x,  ont  une  relation  qu’on  n’apperçoit  point 
dans  le  n°  précédent  ; ensorte  que  si  on  égalait  à zéro 
l’un  de  ces  coefliciens , l’autre  s’évanouirait  aussi. 

5aq.  Une  remarque  non  moins  digne  d’attention  , 
c’est  que  si  dans  le  développement  de  iïfUÇZzj)  , on 
avait 

M — dA  -}-  d2P  — d*  Q -f-  etc.  = o 
m — dn  -f-  d °p  — d '<7  -f-  etc.  = o , 

la  variation  fSl!  serait  entièrement  délivrée  du  signe  y"; 
mais  ces  équations  sont  (irécisément  celles  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  quela  fonction  {/  soit  intégrable  par  eller- 
meme  : cela  se  prouve  à priori , en  appliquant  à la 
recherche  de  ces  conditions  la  méthode  meme  des  va- 
riations. 

En  effet,  soit  L la  différentielle  d'une  fonction  XJt\ 
on  aura  U = d UXt  et  parconséquent 


y v 
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éUx=SdU,=  djlh , 

d’où  il  suit  que  si  U est  une  différentielle  complète, 
SU  en  doit  etre  pareillement  une  ; et  parconséquent 
lorsqu’on  a fait  sortir  du  signe  /,  dans  l’expression 
de  fSU  , tous  les  termes  qui  peuvent  s’intégrer,  il  faut 
que  l’ensemble  de  ceux  qui  restent  soit  nul  par  lui-meme, 
sans  qu’on  ait  besoin  de  supposer  aucune  relation 
entre  x,  y , Sx  et  Sy. 

Le  développement  de  SfVdx , ne  fournissant'  que  la 
seule  condition 


etc. 


montre  que  celle  qui  se  rapporte  à la  variable  x, 
devient  inutile  quand  la  fonction  U est  ramenée  à la 
forme  Vdx , V ne  contenant  que  x,  y et  des  coefïi- 
ciens  différentiels  de_y. 

33o.  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  à l’expression 
de  fU  : elles  s’étendent  également  à celles  de  ffU> 
fffU , etc.  quel  que  soit  le  nombre  des  signes  d’inté- 
gration ; et  en  cherchant  la  variation  de  ces  dernières 
formules,  comme  on  a fait  à l’égard  de  fU , on  trouve 
les  équations  de  condition,  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  quantité  î/soit  la  différentielle  complète  d’une 
fonction  L\  d’un  ordre  immédiatement  inferieur,  d’une 
fonction  Ua  d’un  ordre  inférieur  de  deux  unités , etc. , 
et  ainsi  de  suite.  Soit 


SU  = MSx  -j-  iVdJV  -+-  Pà*Sx  -f-  ÇkPLr  -f-  etc..  ) 
-j-  mSy  -f-  ndcty  -f-  pd2Sy  qd3Sy  -f-  etc.  J J 

en  aura,  par  ce  qui  pirécède, 


ft, 

*1  i .-V3îSr 

Cîooglç 


i 
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jfU=(N— dP-f  d*Ç>— etc.)  J\r+  (P— d Ç-f  etc.)d<T.c 

-f-(Q — etc.)d2<fx-J-etc. 

-}-(« — dp  -f-  da^r  — etc.)«Ty-|-(p — dg  +etc.)dcTy 

-j-(q — etc.)d\fy  -j-etc. 
+ f (Af— diVT-f-  daP—  d3  Q + etc.)  Sx 
-f-  f(m  — dn  -f-  dsp — d3p  -f-  etc.)Jy  ; 

mais  <T/L=JLri,  et  à cause  que  Ui  — àU%,  il  viendra 
. < 6U»  — SfL\  = /Jt/,  s=/J/l/  : • 

v 

on  obtiendra  donc  S U%  e*  intégrant  de  nouveau  Sf U, 
et  en  faisant  sortir  de  dessous  le  premier  signe  d’inté- 
gration , tout  ce  qu’il  sera  possible  d’intégrer.  On  trou- 
vera ainsi 

d £/*=/(  AT- — dP-f-daÇ — etc.)<Lc-f-/(P — dÇ-f-etc.)dJx 

4 -/(Ç — etc.)dacf.r-f  etc. 

-f  J\n — dp  -f-daq — etc.  )Jy+/(p — dq+etc.)dJy 

-\-f(q — etc.)dacly-j-etc. 
_f dAr-f-daP — d3Ç>  -f-  etc.)Sx 
~hfKrn  — d/i  -f  d “p  — d3q  + etc.)ely  ; 

et  en  intégrant  par  parties  les  termes  qui  contiennent 
des  différentielles  de  Sx  ou  de  Sy , on  aura 

iU%—(P — adQ-f-3dR — etc.)Jx-f-(Ç) — 2dR-f-etc.)dJx 

-f -(R — etc.)d2Jx-f-etc. 
•+*(  p — adq-f  3dr — etc.)  Sy  +(</ — adr  -f-etc.)d  Sy 

-f-(  r — etc.)daJy-|-etc. 
-f-/(Ar — adP-f-3ds  Q — 4d3R  -f-etc . ) Sx 
~\-f(n  — 2dp4-3d4q — /{à3r  -j-etc.)Jy 

+[f(M—à  N+d'P- — d3  Q-f-d4R— etc.)Jx 
— d«  4*dap  — d3q  -f*d4r  — etc.)ejy. 

Telle 
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Telle  est  la  variation  demandée , qui  ne  sera  délivrée 
des  deux  signes  / que  quand  les  équations  « 

N — ad  P -f-  3daQ  — 4^3Æ  + etc.  = o 

n — ad p 3daq  — 4d3r  -f-  etc.  = o 

M — d N + d 'P  — d -f-  d‘fl  — etc.  = o 

m — dn  -f-  dap  — d’q  -f-  — etc.  = o. 


seront  identiques  ; alors  <f  U % , étant  intégré  une  seule 
fois,  par  rapport  aux  variations,  donnera  L\,  ou  l’ia-« 
tégrale  seconde  de  la  proposée. 

Soit  pour  exemple  U = xAy  -f-  adxdy  4-^dax; 


on  a SU—  d*y<fx  -f-  adydJ'x  -f-yd’tfx 

-f-  dax<fy  -f-  adxdjy  -{-  a*la<fy , 

M—  ds_y , N— ady , P ~y, 

m = dax,  n — adx,  p — x ; 


et  les  équations  de  condition  ci-dessus  deviendront 


ad [y  — ady  = o 
adx  — adx  = o 
d^y  — 2d^y  -f-  da_y 
dax  — adax-{-  d“x 


o 
o : 


la  fonction  proposée  est  donc  immédiatement  intégra» 
ble.  La  partie  yJ'x-J-xJ’y , délivrée  du  signe  f,  donne , 
en  l’intégrant  par  rapport  aux  variations  , L\~xy. 


La  marche  des  calculs  précédens  montre  que  la  pre- 
mière intégration  d’une  fonction  différentielle  de  mva-’ 
riables,  exige  m conditions,  quand  ces  variables  sont 
considérées  comme  indépendantes,  et  que  pour  un 
nombre  n d’intégrations  successives  , il  y aurait  mn 
équations  de  condition.  Il  y en  aurait  seulement  m — i 
pour  la  première  intégration , et  n(m — i ) pour  toutes 
ensemble , si  la  fonction  proposée  était  sous  la  forme 
dx",  Vne  contenant  que  des  coefïiciens  différentiels. 

Cale,  intègr.  Il 
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Qes  maxima  et  des  miniraa  des  formules 
intégrales  indéterminées. 

33 1.  On  peut  appeller  intégrales  indéterminées, 
les  expressions  telles  que  fydx)  f dxa -f~  dy 2 , lors- 
qu’on n’assigne  aucune  forme  à la  fonction  y\  mais 
pour  être  susceptibles  de  maximum  ou  de  minimum , 
ces  intégrales  doivent  être  définies  (209),  puisque  ce 
n’est  qu’entre  des  limites  données  qu’elles  auront  une 
valeur  fixe,  quand  y sera  déterminé  en  x. 

Les  principes  exposés  dans  le  n°  i34,  à l’égard  des 
jonctions  dont  la  forme  est  donnée  , s’appliquent  aussi , 
avec  le  secours  du  calcul  des  variations,  aux  intégrales  < 
indéterminées.  En  effet,  d’après  la  marche  tracée  dans 
le  n°  121 , le  résultat  de  la  substitution  de 

x-j-S'x,  y-^-ty,  dx-f-<hfr,  dy-f-<fdy,  etc. 
à la  place  des  quantités  x,  y,  dr,  dj/,  etc. 

dans  une  fonction  quelconque  u de  ces  quantités  , 
pourra  s’ordonner  suivant  les  puissances  des  variations , 

£x,  ïy,  S'àx,  ïày , <gktc.  ; 

et  J'u  contiendra  tou£  les  termes  de  ce  développement, 
dans  lesquels  les  variations  ne  montent  qu’au  pre- 
mier degré.  Ces  termes , changeant  de  signe  en  meme 
.temps  que  les  variations,  doivent , suivant  la  théorie 
rappelée  ci-dessus , s'anéantir  lors  du  maximum  et  du 
minimum  , quelles  que  soient  les  variations  <î\r  et  fy  ; 
il  faut  donc  que  S'u  = o.  Lorsque  u=fU,  il  vient 
è'uz=zf$'U  ( 3a5  ) ; au  maximum  et  au  minimum  de 
fU,  on  a donc /<M7=o,  en  observant  que  c’est  entra 
les  limites  assignées  à / U , que  /jU  doit  s’évanouir. 

11  résulte  aussi  de  la  même  théorie  que  la  condition 


Digilized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  4gfl 

àu  — O,  n’entraîne  pas  nécessairement  l’existence  du 
maximum  ou  du  -minimum,  parcequ’il  faut  en  outre 
que  les  ternies  ou  les  variations  s’élèveraient  au  second 
degré  , conservent  toujours  le  même  signe  ; la  discus- 
sion de  ces  dernières  conditions  est  trop  compliquée 
et  trop  délicate  pour  trouver  place  ici. 

, 33a.  Le  développement  de  fS'JJ  est  composé  de 
deux  parties  bien  distinctes  (327)  , puisque  l’une  est 
délivrée  du  signe  /,  et  l’autre  y demeure  soumise;  on 
peut  représenter  la  première  par  » 

<t£x  -}-  -f-  <*,d<l\r-f- ^dty  -}-  etc. 

V 

et  la  seconde  par  ffai'x  -f-  4<ty  }• 

Ces  parties  ne  sauraient  être  comparées  entr’ elles  , 
puisque  la  dernière  n’est  point  intégrable,  tant  que  i~x 
et  tTy  conservent  l’indépendance  qu’exige  la  nature  du 
problème;  et  dans  cet  état  on  ne  peut  la  faire  éva- 
nouir qu’en  posant  séparément  les  équations 

X = o,  4 = 0, 

dont  le  nombre  est  généralement  égal  à celui  des  va- 
riations indépendantes  ; mais  lorsqu’il  n’y  a que  deux 
variables,  et  que  U peut  prendre  la  forme  Vàx , le 
développement  de  la  variation  de  fVàx,  dans  le  n°3a8, 
fait  voir  que  x~ — A-P)  <lue  par  conséquent 
yjdx  -j-  4<3y  = o , condition  d’ailleurs  faoile  à véri- 
fier en  particulier  sur  chaque  exemple.  Il  s’ensuit  que 
les  équations  % ==  o et  4~ 0 rentrent  l’une  dans 
l’autre,  et  qu’il  n’y  a,  entre  y et  x , qu’une  sente 
relation  qu'on  aurait  également  obtenue  en  posant 
ïx  — o , c’est-à-dire  en  ne  faisant  point  varier  x ; mais 
cette  hypothèse  restreindrait  beaucoup  , comme  on  va 
le  voir,  les  propriétés  de  la  partie  délivrée  du  signe /, 
dans  la  variation.  ... 


lia 
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JJ]  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  indî-  . 
quées  dans  le  n°  3aq , comme  exprimant  les  conditions 
qui  rendent  intégrables  les  formules  fü  et  fF dx  , et 
1 qui  sont  alors  identiques , quand  elles  cessent  de  l’être, 
déterminent  la  relation  de  y à az,  par  laquelle  les  in- 
tégrales proposées  deviennent  un  maximum  ou  un  mini- 
mum. On  reconnaît  aisément  que  ces  équations  peuvent 
•’élever  jusqu’à  l’ordre  dont  1 exposant  est  double  de 
celui  de  la  plus  haute  différentielle  contenue,  soit 
dans  I/,  soit  dans  F. 

333.  Par  l’évanouissement  de  la  partie  affectée  du 
signe  /,  il  vient 

/< Tt/=  ttlx  -}-  &3y  + tfid^x  + *,dJÿ  + etc. 

et  faisant,  pour  abréger,  ffU—f,  la  valeur  complète  de 
cette  intégrale  s’obtiendra  en  prenant  la  différence  de 
celle?  que  reçoit  la  quantité  <p , à chacune  des  deux  li- 
mites (209);  ensorte  que  si  ç'  représente  cette  valeur 
pour  la  première  limite , et  ç>"  pour  la  dernière  , on 
aura  /J't/=<p"  — ç' , d’où  il  résultera  encore,  pour  le 
maximum  et  le  minimum  de  l’intégrale  JTJ , la  con- 


mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  équation  ne 
contient  plus  que  «les  quantités  qui  se  rapportent  aux 
limites  de  l’intégral#  fU,  et  qu’alors  les  variations  <Tx, 
fy , Wx,  (Tdy  , etc.  peuvent  être  nulles,  où  seulement 
liées  entr’ elles  par  des  relations  données,  selon  que  ce» 
limites  seront  fixes  ou  variables.  L application  géomé- 
trique de  ces  diverses  circonstances,  le»  éclaircira  suffi- 
samment. 

La  première  a . lieu  lorsque  la  courbe  qui  rend 
maximum  ou  minimum,  1 intégrale  proposée,  doit 
être  prise  entre  toutes  les  courbes  assujéties  à passer 
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par  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  déterminées , 
ainsi  que  tout  ce  qui  s’y  rapporte  , et  que  l’intégrale 
doit  commencer  à l’un  de  ces  points , et  finir  à l’autre. 
Si  x?  et y désignent  les  coordonnées  du  premier  , x"  et  y" 
celles  du  second , ces  quantités,  appartenant  à toutes  les 
courbes  qu’on  pourra  considérer  dans  ta  question  dont  il 
s’agit,  n’éprouveront  aucune  variation  : quand  donc  on 
changera  x et  y en  x'  et  en^,  puis  en  x"  et  en  y",  il 
faudra  faire 

Jx'=o,  iy’  — o,  fy”  — o. 

Alors  les  termes  affectés  de  ces  variations  disparaîtront 
d’eux-mêmes  de  l’équation  ç" — <p'=o , qui  sera  parcon- 
séquent  vérifiée  si  elle  ne  contient  que  ces  termes  ; et  la 
courbe  déduite  de  l’équation  X—°  > résoudra  complète- 
ment le  problème ,-  pourvu  qu’on  l’assujétisse  à passer 
par  les  deux  points  donnés  ; ce  qui  s’effectuera  en  gé- 
néral , par  la  détermination  des  constantes  arbitraires 
comprises  dans  l’intégrale  de  l’équation  citée , qui  sera 
alors  du  second  ordre.  ^ 

Si  l’équation  ç"—  f'~o  contenait  de  plus  les  termes 
affectés  de  Sàx' , J'dy,  ààx” , i'ày" , et  qu’outre  la  con- 
dition précédente  ,.les  tangentes  de  la  courbe  cherchée 
dussent  avoir,  aux  limites  de  l’intégrale,  une  inclinaison 
donnée , ces  termes  disparaîtraient  aussi  d’eux-mêmes  , 
parceque  les  différentielles  dx  et  dy  n’éprouvant  aucun 
changement  aux  limites,  les  variations  <fdx',  ddy',  ^dx", 
<Fdy",  seraient  zéro  , et  feraient  évanouir  les  produits  où 
elles  entrent  : mais  pour  assujétir  la  courbe  cherchée  à 
cette  condition , par  rapport  aux  tangentes  de  ses  points 
extrêmes,  il  faudrait  que  son  équation  contînt  deux 
constantes  arbitraires  de  plus  que  dans  le  cas  précé- 
demment examiné , et  que  parconséquent  l’équation 
différentielle  % =;  o fût  du  quatrième  ordre.  En  voilà 


5oa  traité  élémentaire 
assez  pour  montrer  comment  doit  se  térifidr  l’équation 
ç"  — <p'  — o , lorsque  les  coordonnées  des,  limites  et 
leurs  coefliciens  différentiels  ont  des  valeurs  fixes  : je 
passe  aux  cas  où  les  limites  doivent  être  regardées 
comme  variabj^g. 

334-  On  peut  demander  que  la  courbe  douée  du 
maximum  ou  du  minimum  de  la  propriété  proposée , 
soit  prise , non  parmi  toutes  les  courbes  qui  passent 
par  deux  points  donnés , mais  parmi  toutes  celles  qui 
seraient  menées  entre  deux  courbes  données  AA'  et 
fjo.  55-  BD' , fig.  55  , sans  détermjner  les  points  où  ces  der- 
nières sont  coupées  par  celle  qu’on  cherche.  Il  est 
visible  qu’en  passant  alors  de  la  courbe  AB , à une 
autre  A' B' , les  extrémités  A et  B se  meuvent  ; les 
abscisses  qui  répondent  au  commencement  et  à la  fin 
de  l’intégrale  , après  qu’elle  a varié , ne  sont  plus 
celles  qui  convenaient  à son  état  primitif,  et  les  or- 
données qui  s’y  rapportent  ont  changé  suivant  la  loi 
établie  par  les  courbes  AA'  et  BB' . Dans  cette  circons- 
tance, les  variations  des  ordonnées  et  celles  de  leurs  abs- 
cisses doivent  avoir  les  mêmes  relations  que  les  différen- 
tielles relatives  aûx  courbes  AA' , BB' , relations  expri- 
mées par  les  équations  de  ces  courbes,  qui  sont  don- 
nées : il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire  dans  l’é- 
quatidn  <p"  — <p'  = o;  et  pour  la  vérifier  ensuite,  il 
faudra  égaler  séparément  à zéro  , les  coefliciens  des 
variations  qui  resteront  indépendantes. 

A mesure  que  la  fonction  flJ  contiendra  des  diffé- 
rentielles d’un  ordre  plus  élevé  , le  nombre  de  termes 
de  l’équation  <p"  — <p'  = o,  augmentant , on  pourra 
ajouter  de  nouvelles  conditions  aux  limites  ; supposer, 
par  exemple,  que  la  courbe  AB  doit  être  prise  parmi 
toutes  celles  qui  touchent  à-la-fois  les  deux  courbes 
AA'  et  B B'.  .Par  cette  dernière  condition , non-seu- 
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Iement  lfes  êoordonnées  x ety»  doivent  avoir,  aux  limites 
de  l’intégrale , les  relations  exprimées  par  les  équations 
de  ces  courbes  -,  mais  il  en  doit  être  de  même  de  leurs 
différentielles  : ainsi  les  variations  Sdx/,  i'dy',  Sdx", 
S dy",  ne  sont  plus  indépendantes , et  doivent  coïncider 
avec  les  différentielles  secondes  relatives  aux  courbes 
proposées.  On  pourra  , par  ces  relations  , éliminer 
quelques-unes  des  variations  àd_r/,  $àÿ , àdx",  Sày* , 
de  l’équation  <p" — q>—o  ; et  ensuite  on  la  vérifiera  en 
égalant  séparément  à zéro,  les  coefiiciens  des  varia- 
tions restantes , qui  seront  entièrement  arbitraires. 

Les  équations  qu’on  sa  procurera  par  ce  moyen 
établissant  des  relations  entre  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courbe  proposée , porteront  né- 
cessairement sur  les  constantes  introduites  par  l'inté- 
gration de  l’équation  x=°,  et  serviront  à les  déterminer. 

335.  Les  applications  éclairciront  ce  qui  précède; 
maia  on  doit  déjà  remarquer  que , puisqu’il  y a des  cir- 
constances où  il  faut  avoir  égard  aux  variations  des  li- 
mites des  intégrales,  si  les  coordonnées  x',  y' , xv,  y" , 
de  ces  limites , entraient  dans  l’expression  de  U,  il 
serait  nécessaire  de  les  y faire  varier,  aussi  bien  que  x 
®t_y , et  d’augmenter  parconséquent  SU des,  termes 

A' Sx  -f- B' S'y'  -f-  A"  Sx"  -f  B" S'y" 

+ A?)dSx'+B\dSy'+  A",dSx"+  5",dJy'/-fetc. 
et  comme  les  variations  Sx',  Sy',  Sx" , Sy"  , sont  in- 
dépendantes des  cordonnées  indéterminées  x et  y , 
elles  passeraient  hors  du  signe  /,  tandis  que  les  fonc- 
tions A , A , etc.,  A , , A", , etc.  y resteraient  soumises  : 
il  faudrait  donc  introduire  dans  la  première  partie  de 
la  variation  SU,  les  termes 

Sx' ÇA'  -f  Sy'fR'  -f  Sx" ÇA"  + Sy"Ç B" 

■fd  Sx  f A' d Sy'fD\  + dSx"fA"t+dSy"f£'\+  etc  j 

Ii  4 
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en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégrales  entre*les  mêmes 

limites  que  la  proposée. 

On  ne  voit  pas  tout  de  suite  te  que  deviendraient 
les  ternies  précédens  , si  l’une  des  limites  était  en 
même  temps  l’origine  des  coordonnées.  On  évite  cette 
difficulté , en  faisant  d’abord 

x — X — sd,  y— Y— y', 
et  en  concevant  que  l’origine  des  coordonnées  X , Y , 
soit  fixe , mais  que  les  quantités  x'  et  y'  soient  variables  ; 
il  vient  alors 

Sx  — SX—  Sx/,  Sy  = SY—S/.  • 
Quant  aux  différentielles  dx,  dy,  etc.,  elles  ne.dé- 
pendent  point  des  quantités  x'  et  y',  et  ne  prennent 
parconséquent  aucune  variation  ; l’expression  de  SU , 
devient  donc  seulement 

M ( SX  — Sx/)  + N SàX  -f-  etc. 

— «fyOri-  nSdY  -f- etc. 

Il  est  permis  de  faire  ensuite  x' , y',  égaux  à zéro, 
pourvu  qu’on  laisse  subsister  les  variations  Sx',  Sÿ , 
qui  peuvent  etre  considérées  comme  le  premier  degré 
de  grandeur  de  ces  quantités  ; alors  X et  Y redevien- 
nent x et  y , et  le  changement  de  l’expression  de  fS  U 
se  réduit  aux  termes  — Sx' fM — S'y' fm , dont  il  faut 
prendre  les  intégrales  dans  les  limites  primitives. 

336.  Soit  proposé  de  déterminer^'  en  x,  pour  que 
l’intégrale  f\/ dx^+dy1,  prise  entre  deux  limites  don- 
nées, soit  un  minimum  , ce  qui  rerient  à trouver  la 
plus  courte  ligne  qu'on  puisse  mener  entre  deux  points  , 
sur  un  plan.  On  a 

SU=zS  v/dx*  -f-  dy1  == 
et  fSU=f^dSx+fà£dSyt 
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, dx 

da7=o, 


en  faisant  \/ dx*  -|-  dya  = ds  , et  en  transposant  la 
caractéristique  ï.  Intégrant  ensuite  par  parties  , on 
trouve 

= £ *x + 1 ~/(d  & tx  +At  *y  ) ; 

et  la  partie  affectée  du  signe  / donne  (33a  ) 

d’où  ^ c>y= Cx + c- 

Ce  résultat , ainsi  qu’on  devait  s’y  attendre  , désigne 
la  ligne  droite  ; et  les  constantes  qu’il  renferme  ser- 
viront à remplir  les  conditions  relatives  aux  points 
entre  lesquels  elle  doit  être  menée. 

La  partie  qui  est  délivrée  du  signe  f,  ou  ç (333)  , ne 
contenant  que  les  variations  des  coordonnées  des  points 
extrêmes , s’évanouit  quand  ils  sont  fixes  ; et  les  cons- 
tantes C et  ‘C,  se  déterminent  algrs  en  assujétissant 
la  droite  proposée  à passer  par  ces  points.  Quand  ils 
ne  sont  pas  fixes , %iais  quj|Js  doivent  seulement  sa 
trouver  sur  des  courbes  données  , il  faut  que  les  quan- 
tités x?  et  y\  x“  et  y",  qui  sont  inconnues , satisfassent , 
ainsi  que  leurs  variation»,  à l’équation  q>" — ç'  = o 
qui  devient 

ÎËIjv  fo'  k / n 

ds"  ê + ds"  d / * ds'  ’ 

> \ 

et  aux  équations  des  courbes  données  , dont  je  repré- 
senterai les  différentielles  par 

dy  = mdx,  ày  s=s  ndx  ; 
on  aura  donc  (334)  > , 

iy  =s  m'S'xf , jy  ss  «Va', 

( d?  + n"  ~ ( % + m'  * * = 1 0 • 

A cause  de  l’indépendance  des  variations  S~jP  et  i'x', 
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cette  équation  se  partage  dans  les  suivantes  : 

dx',-fn"d/=:o  , ou  ^ = — ^r, 

dx'  -4-  m'dy'  — o ou  4^-= -7, 

qui  expriment  que  la  droite  proposée  doit  rencontrer 
à angle  droit , chacune  de®,  courbes  données. 

D’après  l’équation  y — Cf  x -f-  C , on  a dy  = C'dr 
pour  tous  les  points  de  la  droite  > et  les  équations  pré- 
cédentes deviennent  en  conséquence 

1 + n*  = o , i-f  Cm!  — o ; 
mais  la  constante  C dépend  des  coordonnées  des  points 
extrêmes,  puisque  l’équation  de  la  droite  menée  par 
ces  points  étant  • 


’'jù=£. 


y-y  - x - x' ) > donne  c ■ 

et  substituant  cette  valeur  de  , il  en  résulte  les 
équations  • 

x'— x"-f  «'(/— /)  = O,  x'—  x*+  m' {y'— y") — O , 
dont  la  combinaison  avec  celles  des  courbes  données, 
détermine  les  points  par  où  passe  la  plus  courte  distance 
de  ces  courbes,  et  complète  la  solution  du  problème 
proposé.  * . " ..  ■ 

On  arriverait  aux  mêmes  équations , en  supposant 
d’abord  que  les  points  extrêmes  soient  fixes , circons- 
tance dans  laqüelle  on  a,  entre  y et  x,  l’équation 

En  effet,  par  cette  relation , l’intégrale  f\/ dx1  -f-  dj<* 
devient,  entre  les  abscisses  x'  et  x". 
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J»t  la  seule  application  du  Calcul  différentiel  suffit  pour 
déterminer  le  • minimum  de  cette  expression  , en  ayant 
égard  à la  dépendance  qu’établissent  entre  3/  et  y,  x 

et  y",  les  équations  des  courbes  données.  ■ 

C’est  ainsi  qu’on  pouvait  achever  , sans  le  secours  dè 
l’équation  ç" — p'  = o , que  les  méthodes  de  Bernoulli 
et  d’Euler  ne  donnaient  pas  la  solution  des  problèmes 
semblables  au  précédent  , toutes  les  fois  que  lou 
savait  obtenir  l'intégrale  proposée  ; mais  en  considérant 
que  cette  intégrale  est  une  fonction  implicit*des  quan- 
tités qui  se  rapportent  à ses  limites,  M.  Poisson,  ait 
moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe /(note,  p.  37  O» 
a cherché  .immédiatement , par  rapport  à ces  quan- 
tités, les  conditions  du  maximum  absolu  de  l’inté- 
grale proposée  , et  est  parvenu  à l’équation  $" — ç>'—o, 
telle  quelle  résulte  de  la  méthode  des  variations. 

I 

337.  Le  problème  du  n°  précédent  étant  transporté 
dans  l’espace , conduit  à déterminer  z et  y , en  fonctions 
de  x , dans  l’expression  f\/ dxa  -f-  dya  -f-  dza.  En  fai- 
sant dx1  -f-  dy*  -f-  dza  = às , il  vient 


’dz  . 

-r— dcf Z. — ; 


fi  \/  dx'+dy'^^J'~dix+J^diy+j'<ïç 


La  partie  affectée  du  signe  /,  fournit  les  trois  équation» 

1,  t 

P, 


, dx  , dy 

ad7  = °-  d£  = °‘ 


, dz, 

dd7: 


? * 


dont  toutes  les  combinaisons  2 à a s’accordent  à donnét 
dz 


dx 


= const. , 


dz 

-t — = const. 

ày 


et  montrent  que  la  ligne  cherchée  est  droit». 


V 
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Si  cette  droite  doit  être  menée  entre  un  point  fixe 
et  une-surface  courbe  dont  l’équation  différentielle  soit 
d z — pdx  -f-  qày , 

il  faudra  qu’à  la  dernière  limite  Sz“  — pS'x"  + qly". 
La  première  étant  fixe  , rendra  q'  = o , et  la  valeur 
de  Sz"  changera  f — o,  en 

( d*"  + p"àz"  ) S'x"  + ( dy*  + q"àz"  )ïy*  = o ; 
égalant  à zéro  les  coefficiens  des  variations  indépen- 
dantes, il  viendra 

dx"  -f  p"àzlf  = o , dy'  -f-  q"àzu  — o , 
i?où  l’on  verra,  par  le  n°  i43,  que  la  droite  cherchée 
est  normale  à la  surface  donnée. 


Si  la  plus  courte  ligne  cherchée  doit  être  toute  en- 
tière sur  une  surface  courbe  donnée  , il  faudra  que  les 
variations  i'x,  J'y  , S'z  , sous  le  signe  /,  satisfassent  à 
l’équation  différentielle  de  cette  surface , que  je  repré- 
senterai par  dz=pdx-f-qdy  ; on  fera  donc 
S'z  — pS'x  -f-  qSy 

dan3  S'il,  qui  deviendra,  par  cette  substitution, 

. (r+Æ>-+(3?+«£>*. 

-/K 

De  la  partie  affectée  du  signe  /,  on  tire  les  équation# 


da7+'",s“0/  di+?da7=°1 


dont  une  seule  suffit1,  conjointement  avec  celle  de  la 
surface  donnée  , pour  déterminer  la  nature  de  la  ligne 
la  plus  CQurte  qu’on  puisse  mener  sur  cette  surface  , 
entre  deux  de  ses  points. 

En  supposant  que  cette  ligne  doive  être  menée  entre 
»n  point  fixe  et  une  courte  prise  sur  la  même  sur- 
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face,  on  aura  d’abord  <p'-o-,  et  désignantpardj^  — «dj*, 
l’équation  différentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  x t y y de  la  courbe  donnée  »il  viendra  $y"  — ri'J'x"  ; 
puis  l’équation  <p"  = o,  se  changeant  en 

dx"+  p* d»'  + (d y"  + q“àz")  n*  = o, 

exprimera  que  les  deux  courbes  dont  il  s’agit  se  cou- 
pent à angle  droit 

338.  Je  vais  encore  chercher  la  relation  de  x ày; 

propre  à rendre  minimum  l'expression  - 

J \/a{ y— Y)’ 

dans  laquelle  je  considérerai  Y comme  une  fonction 
des  coordonnées  af  et/,  x*  et/,  relatives  aux  li- 
mites (*). 

Pour  résoudre  la  question  dans  toute  sa  généralité 
il  faut  faire  varier  Y,  aussi  bien  que  y (335).  Soit  * 

Vk y— ?)=*&,  tÆ»+dy  = d s, 
il  viendra 

^u  = fcir,  *=£»*+£«,.  • 

/ -f{*£»+@+i£ M 

On  tire  des  termes  affectés  du  signe  /,  les  équations 


, dx  _ 
udj  ° ’ 


& , A dy 


n Ce  problème  e*,  celui  de  |a  Bracbytochrone,  courbe  le  long 

î’1 \an  corPs  ^ 1,  «QW  a«  temps  poW*le® 

d’un  point  k nu  autre.  ^ w > 
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la  première , qui  est  la  plus  simple , donne 


dx 


C\/a(y-Y). 


dx  n j,  , 

— j-=C,  dou  ■; = 

uds  Vùx?+ày* 

Ce  résultat  indique  une  cycloïde  (102);  car  si  on^ait 
y — Y=z,  on  déduira 

dz{/aC2.\/'z  zdz 


dx  = 


\/ 1 — aOz 


z — z 


, Lorsque  JY  =1  o , la  quantité  <p  donne , pour  les  li- 
mites, les  équations 

dx"Jx"  -f-  ày“Jy"  = o,  d x'Jaf  -f-  dy'Jy'  — o > 

d’après  lesquelles  on  reconnaîtra,  comme  dans  le 
n°  33S,  que,  si  la  courbe  cherchée  est  menée  entre 
deux  autres,  elle  doit  les  rencontrer  à angte  droit. 
Quand  J'Y  n’est  pas  nul,  il  faut  calculer  la  valeur 

de  entre  les  limites  de  l’intégrale  proposée  ; 

or  l’équation 

,*  d*  dy 

-+dîi=°'  - 


u* 


Fournie  par  le  coefficient  de  $y  sous  le  signe  /,  donne 


/; 


’df dy 


4-  const. 

U°  uds 

et  en  observant  que  JY,  ne  dépendant  point  des  va- 
riables indéterminées  x et  y , ne  doit  pas  changer 
d’une  limite  à l’autre,  l’équation^" — <p'=o , devient 

M L, 

u"às" 


"d? 


I dy  dx'  . , dy  , 

+ u'ds'  * Y u'd/  £ u'às'  ** 


o. 


Si  on  prend  seulement  î==y',  d’où  il  suit  JY=zJy\ 
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on  aura , en  réduisant  et  séparant  les  variations  rela- 
tives à chaque  limite,  / 


/J 


dy" 


puis  faisant  ensuite  , comme  dans  le  n°  33S>, 

= «7/,  //  = ir/Sxf,  «. 

dx  , 

et  se  rappelant  que  = C,  les  équations  ci-dessus 
prendront  la  forme 


d’après  laquelle  ri'—m'.  Ce  résultat  fait  voir  qu’aux 
points  où  la  courbe  cherchée  rencontre  les  courbes 
données,  celles-ci  doivent  avoir  leurs  tangentes  paral- 
lèles. De  plus,  l’équation  relative  à la  dernière  limite  , 
revenant  à 

dx"<Tx"  -f-  d///  = o,  % 

montre  encore  que  la  courbe  cherchée  doit  couper 
à angle  droit , la  seconde  courbe  donnée. 

33g.  Les  problèmes  précédens  se  rapportent  à des 
maxima  ou  à des  mimima  absolus  ; mais  la  question 
de  trouver  parmi  toutes  les  relations  què  peuvent  avoir 
entr  elles  les  variables  x,  y,  et  qui  donnent  une  mémo 
valeur  à l’intégrale  indéterminée  fü ,,  prise  depuis  x=x' 
jusqu'à  x=x",  celle  qui  rend  la  formule  fü  un  maxi- 
mum ou  un  minimum , dans  les  mêmes  circonstances  , 
appartient  aux  maxima  et  aux  minima  relatifs.  Elle  se 
résout  en  égalant  à zéro  la  variation  de  la  fonction 
fU-\-afUx,  a étant  un  coefficient  constant  indéterminé. 
Cen’estpas  ici  le  lieu  de  démontrer  en  détail  cette  règle; 
on  conçoit  d’ailleurs  que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un 
maximum,  ou  un  minimum,  et  que  l’on  fasse  fUx—A, 


5ia  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE,  etc. 
l’intégrale  fU  aura  toujours  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  des  valeurs  qu’elle  pourrait  prendre  dans  cette 
hypothèse.  Le  coefficient  indéterminé  a sert  à remplir 
la  condition  fU,  = A. 

Si  par,  exemple  on  demandait  la  courbe  qui , sous 
un  périmètre  donné , renferme  le  plus  grand  ou  le  plus 
petit  fspace,  on  aurait 

fU^-afUl—f{yàx+a\/àxi-\-âf}  : 


en  faisant  V/dx*-f-dy*  = dj,  la  partie  de  la  varia- 
tion affectée  du  signe  /,  serait 

_/{(a->'+adï),x_(4t-‘rf aDM-  ’ 

et  donnerait , pour  déterminer  la  courbe  cherchée  , 


* dy 

l’équation  dx  — • ad  = o , 

dont  l’intégrale  qui  est 


ou  dy  = 


(x — C)  dx 
l/a*  — (x — 6)** 


désigne  évidemment  un  cercle  dont  le  rayon  est  a. 


Ce  rayon  se  détermine  d’après  la  valeur  assignée  au 
périmètre /l/ dx*+dy*  ; la  constante  C et  celle  qu’ih- 
troduirait  l’intégration  qui  reste  à effectuer,  peuvent 
(servir  à faire  passer  le  cercle  par  des  limites  fixes  et 
données.  Il  est  doué  du  maximum  A' aire,  lorsqu’il  tourne 
sa  concavité  vers  l’axe  des  abscisses  et  du  minimum,  si  le 
contraire  a lieu.  Tel  est  le  cas  le  plussimple  du  problème 
des  isopérimètres , ainsi  nommé,  parceque  l’on  n’y  con— 
•idéra  d’abord  que  des  courbes  de  même  périmètre. 

APPENDICE 


Digitized  by  Google 


I.  • t 


appendice  : 

AU 

1 

TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Des  Différences  et  des  Séries . 

* » * ■ * ' . 


Du.  calcul  direct  des  Différences.  , 

D\  • • ~ A.  , , 

ANS  le  calcul  différentiel } en  n’a  fait  va- 
rier les  fonctions  que  pour  considérer  la  forme  des 
termes  de  leur  développement,  ou  les  limites  des  rap- 
ports de  leurs  accroissemens  à ceux  des  variables  dont 
elles  dépendent  ; piais  sans  avoir  aucun  égard"  aux  va- 
leurs de  cesaccrobsemens.  Dausle calcul  des  différencas 
au  contraire,  le  but  est  de  déterminer  les accroissemeua 
eux-mêmes,  en  les  déduisant  non-seulement  de  l'ex- 
pression analytique  des  fonctions,  mais  aussi  de  leura 
"valeurs  numériques  ou  particulières , lorsque  l’expres- 
sion analytique  manque.  Je  vais  d’abord  faire  con- 
naître les  signes  quon  emploie 'pour  distinguer  ces 
accroissemens . des  différentielles. 

54i . Quand  lafonction  u,  soit  en  vertu  des  variations 
qu  elle  éprouve  par  elle-même,  soit  par  l’effet  de  ceiüs 
Calç.  intégr.  a 
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qui  arrivent  à des  quantités  dont  elle  dépend,  reçoit 

une  suite  de  valeurs  diverses,  que  je  représenterai  par 


(0, 


u3,  ... 

on  fait 

u, — u 

=3  A u 

u,— u, 

= Au, 

u3—ut 

= Au, 

Un U„_ 

.1  — A Un — i 

en  se  servant  de  la  caractéristique  A , pour  désigner 
la  différence  qui  existe  entre  les  deux  états  consécutifs 
d’une  même  quantité  (*).  Lorsque  cette  quantité  varie 
par  des  degrés  égaux , les  diff érences  A u,  A u, , A u»,  etc. 
.-•ont  toutes  égales  : c’est  ce  qui  arrive  entre  J es  termes 
de  la  progression  par  différences  (ou  arithmétique). 

Quand  cette  circonstance  n’a  pas  lieu,  on  fait,  par 
analogie , 

A u, — A u =:  A . A u = A *u  ' > 

A u, — Au,  =A,A  u,  = A *u,  / 

’"r- >••• (2) 

Au»—  A u„_,=  A . A — A au„_,  V 
etc.  , /• 


Les  quantités  A *u  , A *u, , etc.  étant  les  différences 
des  différences  A u , A u,  , etc.  se  nomment  diffé- 
rences secondes , pour  les  distinguer  des  autres  qu’on 
appelle  différences  premières. 

Si  les  différences  secondes  ne  sont  pas  toutes  égales, 
c’est-à-dire  ne  sont  pas  constantes , on  peut  passer 
• à des  différences  troisièmes , qui  s’expriment  ainsi  : 


/ 


(*)  Les  chiffres  inférieurs,  déjà  employés  dans  te  cours  de  cet 
ouvrage,  marquent  spécialement  dans  ce  qui  suit , le  rang  fju’oc- 
^jpent  les  diverses  valeurs  d’une  même  fonction,  et  se  nomment 
Milices. 
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A - 

A “«a— 

A au 
Aau, 

= A. 

. A au 
, A “u, 

~&3u 
A 3u, 

, A »»/ 

A 

A »«_ 

etc. 

■1— u«— r 

(3), 


En  poursuivant  de  cette  manière , on  tire  des  va- 
leurs u,  u, , ua,.,.u„,  une  suite  de  différences  dont 
le  nombre  des  ordres  est,  au  plus,  égal  à celui  de  ces 
valeurs,  diminué  de  l’unité. 


Soient  pour  exemple  les  nombres  3,  7,  a3,  5j  ; on 
en  tire  le  tableau  suhant  : 


7 

23 

57 


diff.  1'". 

dijf. 

dijf.  3'me. 

4 

16 

H Ht 
00 

6 • 

34 

1 . 

dont  la  première  colonne  contient  les  nombres  pro- 
posés, la  seconde  leurs  différences , la  troisième  les 
différences  de  celles-ci,  ou  les  différences  secondes, 
la  quatrième  les  différences  des  différences  secondes, 
ou  les  différences  troisièmes  ; ensorte  que  si  on  désigne 
par  u le  premier  des  nombres  proposés,  le  premier 
nombre  de  la  deuxième  colonne  sera  A u , celui  de 
la  troisième  Aau,  celui  de  la  quatrième  enfin  A 3u: 
et  parconséquent  on  aura  dans  cet  exemple 


u = 3,  A u — 4 1 4a«  = 12,  A 3ie=6. 


On  trouverait  de  la  même  manière  toutes  les  diffé- 
rences d’une  suite  quelconque  de  nombres,  en  obser- 
vant que  lorsque  deux  différences  consécutives  du 
• K k 3 
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même  ordre  sont  égales,  la  différence  de  l’ordre  sui- 
vant est  zéro,  et  que  quand  il  faut,  pour  l’obtenir,  chan- 
ger l’ordre  des  soustractions , on  doit  lui  donner  le 
signe  — . Yoici  un  exemple  où  ces  circonstances  sont 
réunies  : 


diff.i»'. 

diff  o.im‘ . 

diff.  3*"'. 

dff.  4'mr. 

diff.  5™'. 

3 

— 2 
1 
6 
7 

5 

3 

5 

1 

8 

2 

- 4 

— 6 
— 6 

• 

on  a donc  ici 


• u~i , A u=3,  &*u— — 5,  A3u— 8,  A*u= — 6,  A°u=o. 

342-  Il  y a entre  les  quantités  u,  u, , u, , u3,  etc. , 
et  leurs  différences  successives  des  divers  ordres,  des  re- 
lations telles  qu’on  en  peut  déduire  des  expressions 
de  u,  u,,  u,,  u3,  etc.,  qui  ne  dépendent  que  de  la 
quantité  primordiale  u et  de  ses  différences. 

On  tire  d’abord  des  équations  (1),  (2),  (3), 


ü,=u  -f-Au 

ua=ru,  -f-Au, 

Au,  =A  u -f-A  *u 

Ui=u*  -f-Au, 

Au,  =Au,  -f-Aau, 

A’u,  =Aau  -f-A*u 

Un—  U^-f-Au,., 

• 

Au„_,  =Au„_,  -f- A*u,_, 

Aau,_a=Aaua_3+A3ua_3; 

puis  faisant  les  substitutions  nécessaires , on  ob- 
tiendra 
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u,—u-f-  Au  • 

i/s-=u-f-2  iu+  A 3u 
i/3=u-j-3  A u-\-3  A*ti-f-A3u 


d’où  on  conclut  par  analogie 


. nA  . n(n — 1),„  . n(n — i)(w — 3)  • , 

un~uA — Au-f — -A'uA — - — -A^u-{-etc. 

1 1.2  1.2.3 


puisque  les  coelficiens  numériques  des  expressions  pré- 
cédentes sont  les  mêmes  que  ceux  des  puissances  du  bi- 
nôme : on  pourrait  d’ailleurs  facilement  vérifier  d’une 
manière  générale  cette  conclusion. 

343.  On  peut  également  exprimer  la  différence  d’un 
ordre  quelconque,  A"u,  par  le  moyen  des  valeurs 

consécutives  u,  u, , zi» etc.  oh  tire  d’abord  des 

équations  (i),  (a),  (3), 

A u=u,—  u 
AaU=Ua  — 2U,-f-U 
A3u=u3 — 3ua-f-3ui — u 


et  l’analogie  indique  l'expression  générale 

, n n(n — 1)  nCn — i)(n — 2) 

AhU—Uh Un-H -Un- a 1 ~U„- etC. 

1 1.2  1.2.3  < 

Je  ne  m’arrêterai  point  à appliquer  ces  formules 
aux  exemples  numériques  donnés  plus  haut  ; je  ferai 
seulement  observer  que  l’on  peut  écrire  les  équations  ’ 

un=  (1  -f-  A !/)“,  A"u  = (u  — i)n, 
pourvu  que  l’on  se  rappelle  de  changer  dans  le  déyelop- 

Kk3 
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peinent  delà  première,  lesexposans  des  puissances  de  A u 
en  exposans  de  la  caractéristique  A , et  dans  celui  de 
la  seconde,  les  exposans  de  u en  indices. 


3 44-  Lorsqu’une  fonction  est  donnée,  rien  n’est  plus 
facile  que  d’en  obtenir  les  différences  successives;  je 
prendrai  pour  exemple  la  fonction  xm.  "Faisant  u=xm, 
et  supposant  que  x augmente  de  la  quantité  h,  on  aura 
u,  =.  (x  -f-  h)m,  et  parconséquent 


Au=  (x-f-A)m — x"=mx"~'A  — 1 -xm~afi 


1 .a 


1 <2>0 


Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A “u,  A 3u,  etc . 
il  faut  faire  varier  x de  nouveau , ce  qui  présente  deux 
hypothèses;  l’une  consiste  à supposer  que  la  quantité  x 
prenne  toujours  des  accroissemens  égaux,  et  l’autre  que 
ces  accroissemens  soient  eux-mêmes  variables  : je  ne 
m’occuperai  ici  que  de  la  première.  En  substituant 
x-\-h  au  lieu  de  x dans  Au,  on  aura 

Au,  = m^(x4-A)m-,-f-  — (™~I^hl‘(x+/i)m-*  + etc. 


Il  est  visible  que  si  on  développe  l'expression  de  Au,  „ 
et  que  l’on  en  retranche  celle  de  Au , le  résultat  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  de  h , sera  de  la 
forme 

A*u  = m (m — î )xm— M3xm~3h3  -f-  M±xm~  W-f-  etc . 

M3 , Mk,  etc.  désignant  des  coefliciens  dépendans  de 
l’exposant  m. 
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Par  une  nouvelle  substitution  de  x -f-  A dans  cette 
dernière  équation , on  parviendrait  à A 2u, , et , en  ob- 
servant que  A3u  = A 2w,  — Aau  , on  obtiendrait 

A 3u  — m(jn  — 1 ) ( m — a )x®— 3 -f-  etc. 

La  loi  des  premiers  ternies  de  chacun  de  ces  déve- 
loppemens  est  évidente  , et  l’on  voit  que  l’expression 
de  A nu  doit  commencer  par 

m(m — 1)  ( m — a).. '.(ni — n -f  1 )xm— "A*. 

On  voit  aussi  que,  quand  l’exposant  m est  entier  et 
positif,  le  nombre  des  termes  du  développement  de 
A nu,  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  diminue 
de  l’unité  , lorsque  n augmente  de  cette  quantité  et 
que  quand  n = m , il  vient 

Amu=^m{m  — i)  (m — a) A"1.  .« 

- . * 

Cette  différence  étant  constante , il  s’ensirit  que 

celles  des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  facilement  au  terme  général  de  A " u 
en  formant  l’expression  de  cette  différence  par  le 
moyen  des  valeurs  de  u,,  ua,  u3 , etc.  sans  passer 
par  celles  de  A u,  A “u,  A3u , etc.  Il  .est  évident  que 
dan3  l’hypothèse  présente  les  valeurs 

Ua,  U3,.. U„, 

répondent  à 

x-f-A,  x + aA  , x-f-3A, x-f-nA, 

et  l’on  a parconséquent 

u,=:(x-f-A)m,  u*=(x-j-aA)m,. . . . .u«=(x-f  nA)";. 
on  tirera  de  là 
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A1*u=[]x-{-«Â3m [x-f-(n — 1 ) h~]n 


+ “ HJf+  ("— a) * 3* 


1 .2 


n(n — î)  (a — q) 
1 .2.3 


[x-f-(n — 3)  h~\m  + etc. 


Si  l’on  désigne  par  i l’exposant  de  h dans  le  ternie  géné- 
ral du  développement  de  l’équation  ci-dessus,  l'expres- 
«ion  de  ce  terme  sera 


■wx 


m(m — i)(m— - a). , . s . .(m — i-J-i) 

i .2.3. ..... .i 

( ■ n , . . . n (n — i ) , . . 1 

jn‘ — - (n — i)‘*l (n-^.a)‘— -etc.J; 


mais  comme  on  vient  de  voir  que  le  développement 
de  £*u  ne  pouvait  contenir  des  puissances  de  h dont 
l’exposant* fût  moindre  que  n,  il  s’ensuit  que  la  fonc- 
tion 

n'—  - (n — i — a)f — etc. 

1 1.2 

composée  de  n-f-i  termes,  est  nulle  tant  que  i<^n. 
D’un  autre  côté,  le  coefficient 

m(m  — i )(m — 2) — .(m — i+ 1) 

1.2.3 i 

s’évanouissant  lorsque  i'  = m-f-  1 , il  en  résulte  que  la 
plus  haute  puissance  de  h,  dans  le  développement 
de  £"u,  ne  peut  être  que  hm. 

D'après  la  propriété  du  monome  xm,  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  de  x a toujours  des  différences 
constantes , savoir  , celles  dont  l’ordre  est  marqué  par 
l’exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  x,  qui  soit 
dans  la  fonction  proposée.  En  effet , cette  fonction 


i 
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étant  de  la  forme  Ax*  -j-  Bx^  + Cxy  etc.  on  aura 
nécessairement 

A " (Axa~l-  Bx^-f-  Cxy  etc.  ) = 

AAn.x*+BAB.xC+CAu.xy+  etc.  (*)  ; 

et  si  et  désigne  le  plus  haut  exposant  de  x , il  viendra 
pour  le  cas  où  n = a, , 

A\x“=i.2 A‘.xC=o,  A*.xv=0,  etc. 
ensorte  que 

A4(^x*-f-  Bxe+  Cx^-Hetc.)  = 1.3.3 *Ah* . 

Il  n’est  pas  nécessaire  d’avertir  que  chaque  fois  qu  on 
prend  la  différence  de  deux  fonctions , cette  opération 
peut  faire  disparaître  une  constante  ; car  les  calculs 
précédens  ne  diffèrent  de  ceux  du  n°  7 , qu  en  ce  que 
l’on  considère  en  même  temps  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  la  différence , au  lieu  de  se  borner 
au  premier,  comme  pour  le  Calcul  différentiel. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède  on  développerait  sans 
difficulté  les  différences  d’une  fonction  composée  de 
puissances  quelconques  de  x ; mais  avant  de  pousser 
plus  loin , il  convient  de  montrer  comment  les  mêmes 
développemens , et  en  général  ceux  des  différences  des 
fonctions  quelconques,  peuvent  s’obtenir  par  le  moyen 
du  Calcul  différentiel.  ' 

345.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences , 


(*)  Il  ne  faut  pal  confondre  A”. «“avec  Anx  5 car  la  pre- 
mi  ère  de  ces  expressions  est  la  différence  de  l’ordre  n de  la  fonc* 

tfon  a*,  tandis  que  A°«*  = (A'Ijr)“. 
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quoiqu  étant  bien  distincts , comme  on  le  verra  dans  la 
suite,  ont  néanmoins  de  grands  rapports  entr’eux,  et 
peuvent  s appliquer  l'un  à l’autre.  Lorsque  l’on  consi- 
dère le  premier  sous  le  point  de  vue  où  l’a  présenté 
Leibnitz , ou  par  la  théorie  des  limites , il  devient  un 
cas  particulier  du  second  ; on  a dû  le  remarquer  au 
commencement  de  cet  ouvrage  , et  pour  le  confirmer 
encore,  je  déduirai  la  série  de  Taylor,  de  l’équation 

«.=«  + îi»  + îi2=i2  4* 

1 ^ 1.2 


n (n — î ) («  — 2) 
1 .2.3 


A3u  + etc. 


En  donnant  à cette  équation  la  forme 
, net  Au  , n(n  — î ) «s*  A 1 u 

TJa=U-f — 

f ^ 1.2  et 2 

n(n — î)  (n  — a)*3  A3u 


î a 


+ 


1 .2.3 


+ etc. 


et  supposant  que  et  soit  l’accroissement  que  reçoit  x 
lorsque  la  fonction  u devient  u + A u,  la  valeur  un  sera 
celle  que  prend  u , quand  x se  change  en  x -f-  ntt.  Faisant 

ensuite  ntt— h.  on  aura  et~-,  d’où  on  voit  que  et  di— 
. . ’ n 

minue  à mesure  que  n augmente  ; et  en  observant  que 

n(n— - î )«t*=na*s  ^i  — 

n(n—  0 (n— 2)<t3=n3«3^i— ^^i  — 0 
etc. 

on  trouvera  que  ces  expressions , relativement  à l’aug- 
mentation de  n,  ont  pour  limites. 
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nVa,  zi’*3,  etc. 


tandis  que  les  rappports 


A u A*m  A 3u 
— “JT  » etc- 


ont  pour  limites , dans  la  même  circonstance , où  et  di- 
minue, 

d h dau  d3u 


dx  * dx*’  dx’ 


, etc. 


on  aura  donc 


. du , d5u  h d3u  A3 

u -j — ; — h *4-  -3 — L-  — r. = ■ 

dx  dxai.2  dr  î.a.a 


■ etc. 


pour  le  développement  de  la  fonction  u , quand  x est 
devenu  x-f-/i.  C’est  à peu  près  ainsi  que  Taylor  est 
arrivé  au  théorème  ci-dessus  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu’une  fois  on  est  parvenu  au  théorème  de 
Taylor  , la  théorie  analytique  du  Calcul  différentiel 
n’offre  plus  aucune  difficulté  ; ainsi  ce  qui  précède 
suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  du  Calcul  des 
différences  (*). 


(*)  Cette  manière  de  présenter  le  Calcul  différentiel  peut  avoir 
scs  avantages,  tuais  elle  me  semble  moins  simple  que  celle  dont  j’ai 
fait  usage  au  commencement  de  ce  traité j au  reste,  j’ai  lieu  de 
croire  que  tout  bon  esprit  qui  aura  rapproché  les  divers  points  de 
vue  sous  lesquels  on  présente  ce  Calcul,  reconnaîtra  que  pour 
le  fond  ce  sont  les  mêmes  idées  , et  qu’en  leur  donnant  les  dé- 
vcloppemens  nécessaires  on  parvient  toujours  h de*  conséquences 
également  évidentes.  Je  ferai  principalement  remarquer  que  de 
quelque  source  que  l’on  tire  le  Calcul  différentiel , sa  notation  ne 
doit  pas  changer,  et  qu'rlle  réunit  tous  les  avantages  que  l’on  peut 
desirer  dans  les  signes  algébriques.  Je  ne  crois  pas  que  ceux  qui 
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346.  A l’aide  du  théorème  de  Taj'lor,  le  développe- 
ment des  différences  d’un  ordre  quelconque  pour  une 


auront  bien  saisi  l’origine  de  cette  notation  dans  le  n»  5,  puissent 
révoquer  en  doute  son  analogie  avec  les  principes  que  Lagrange  em- 
ploie dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques  ; elle  est  même  plus 
propre  que  toute  autre  h en  rappeler  le  souvenir.  Quelles  que 
soient  les  notions  préliminaires , le  coefficient  différentiel , on  la 
fonction  prime  (d’après  Lagrange  ),  sera  toujours  la  fonction  qui 
multiplie  la  première  puissance  de  l’accroissement  dans  le  dévelop- 
pement de  la  différence  de  la  fonction  primitive;  en  prenant  le  pre- 
mier terme  seul  on  aura  uue  différence  tronquée , ou  une  différen- 
tielle , et  cela,  sans  rien  prononcer  sursa  grandeur  absolue , sans 
rappeler  en  aucune  manière  l'idée  d’infiniment  petit.  Le  change- 
ment de  métaphysique  ne  saurait  donc  conduire  à un  changemcntde 
notation, si,  comme  il  est  aisé  de  s’en  convaincre,  la  notation  an- 
cienne a des  avantages  marqués  sur  celles  qu’on  voudrait  lui  substi- 
tuer. Il  faut  d’abord  observer  qu’elle  doit  être  débarrassée  des 

parenthèses  qu’Euler  employait.  En  effet,  et  J"  sont  aussi 

clairs  que  ^ ; car  le  sens  de  la  question  indique  tou- 

jours si  les  variables  x et  y sont  indépendantes  ou  non,  et  empêche 

d*  dz  1 

ciP  . dz  di^d^ 

qu  on  ne  confonde  1 expression  — avec  — — - , qui  ne 

signifie  quelque  chose  qu’autant  qu’on  regarde  (au  moins  impli- 
citement) y comme  une  fonction  de  x.  Voyez  d’ailleurs  le  11 0 iaG. 


Les  notations  employées  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ne  me 
paraissent  pas  offrir  les  mêmes  avantages.  Les  accens  ne  peuvent 
servir  seulj,  que  lorsqu’il  s’agit  des  fonctions  d’une  ou  de  (leux  va- 
riables, en  affectant  les  acccns  supérieurs  aux  variations  de  l’une 
et  les  acccns  inférieurs  a celles  de  l’autre.  Pour  aller  au-deh’i,  l’il- 
lustre Auteur  île  cet  ouvrage,  écrit  entre  parenthèses  la  quantité  ou 
les  quantités  qu’il  regarde  comme  variables , et  désigne  par 


f'to,  f (/),  f'W, 

rM»  f"O0>  f"M.  t "(x,y),  f "(*,*),  f"  (/,  s), 
les  coefficien*  different  iels  dn  premier  et  dn  second  ordre  pour  la 
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fonction  quelconque  s’obtient  sans  difficulté  : on  a pre- 
mièrement 


Au 


du  h d*u  h 1 iPu  P 
dx- 1 dxJ  1 . a dx-3  î . a . 3 


fonction  ffjr,  y , z)  ( Théorie  des  Fonctions  , page  191’.  II  a mo- 
difie depuis  sa  notation  dans  le  traite  qu’il  a publié  sur  la  résolution 
des  équations  numériques,  où  il  représente  les  mêmes  eoefiieietis 
comme  il  suit  : 


C^v  C|Y  (•*;•). 

<£)•<£)•(«•<&)•<£>•<£)• 


Z étant  la  fonction  primitive  proposée. 

En  partageant  avec  toute  l’Europe  le  respect  attaché  au  nom  et 
a tut  travaux  de  Lagrange , j’oserai  néanmoins  n’étre  pas  de  l’avis 
de  cct  homme  si  justement  célèbre,  sur  les  mutifs  qui  paraissent 
le  porter  à introduire  cette  nouvelle  manière  d’écrire  les  résultats 
du  Calcul  différentiel  ; car  je  crois  avoir  prouvé  dans  ce  qui  préccile 
que  l’ancienne  n’a  point  en  elle-même  l’inconvénient  de  rappeler 
continuellement  P idée  fausse  des  infiniment  petits  :et  je  deman- 
derai si  la  multitude  de  parenthèses  très-resserrées,  qui  résulterait  des 
signes  qu’il  propose  , ne  rendrait  pas  les  formules  aussi  longues  et 
aussi  chargées,  que  l’emploi  de  la caractistiquc  d.  J’avouerai  même 
que  sa  seconde  notation  ne  comportant  point  de  dénominateurs 
qui,  dans  l’impression,  exigent  une  double  ligne,  me  paratt  pré- 
férable 4 sa  dernière,  semblable  4 celle  d’Euler  et  de  Waring,  dont 
elle  ne  diffère  que  par  les  accens  qui  tiennent  la  place  des  d , 
dont  le  premier  se  servait  avec  tous  les  Géomètre*  sortis  de  l’école 
de  Leibnitz,  et  des  points  dont  le  second  a fait  usage,  ainsi  que 
tous  les  Géomètres  anglais.  Voici  un  exemple  de  chacune  d* 
ces  notations  : 


( M \ 

( JL  ) , ( z‘"  \ 

Kdx'dj)  ’ 

V»  / ’ V.r  yJ 

J’observerai  que  la  dernière  priverait  souvent  les  analystes  de  la 
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et  comme  A u est  ce  quç  devient  A u, , lorsque  x se 
change  en  x -f-  h , il  s’ensuit 


\ 


Aa,=  Au 


d Au/i 
dx  1 


da  A u h * 


dx“  1 . a 


d3  A u h 3 
— T^5+sto 


d’où 


faculté  de  représenter  des  quantités  analogues  par  la  même  lettre 
accentuée  diversement,  ce  qui  serait  un  inconvénient  assez  grave. 

k 

C’est,  je  pense,  un  principe  avoué  de  tout  le  monde,  qujil 
ne  faut  changer  les  signes  reçus  que  lorsqu’ils  sont  en  contradiction 
manifeste  avec  les  idées  qu’ils  doivent  représenter,  ou  lorsqu’on  peut 
les  abréger,  ou  enfin  lorsqu’en  les  modifiant,  on  les  rend  propres 
à développer  de  nouveaux  rapports  qu’on  n’aurait  pas  apperçus 
sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  différentiel  ne  sont  dans  aucun  de 
ces  cas  : tout  ce  dont  Lagrange  a enrichi  l’Analyse  dans  sa  Théorie 
des  Fonctions  , et  dans  son  Traité  de  la  résolution  des  équations 
numériques,  peut  être  exprimé  avec  autant  de  simplicité  que  d’élé- 
gance par  les  caractères  usités,  comme  on  peut  le  voir  dans  le 
Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  (in-4°)pour 
lequel  j’ai  profité  avec  empressement  de  plusieurs  remarques  im- 
portantes insérées  dans  les  excellens  écrits  que  je  viens  de  citer.  Il  y 
a plus , j'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne  saurait  at- 
teindre h rien  que  le  grand  Géomètre , qui  en  est  l’inventeur  , ne 
puisse  déduire  du  Calcul  différentiel.  On  ne  saurait  d’ailleurs  con- 
tester que  le  passage  de  l’Algèbre  au  Calcul  différentiel,  ce  der- 
nier étant  présenté  comme  l’a  fait  Lagrange  dans  les  Mémoires  de 
l’Académie  de  Berlin,  pour  l’année  1772,  ou,  comme  je  l’ai  fait 
d’après  lui,  dans  le  premier  volume  de  mon  Traité  in- 4° , et  mémo 
par  les  limites  comme  dans  celui-ci,  ne  soit  aussi  simple  que  le  passage 
de  l’Algèbre  au  Calcul  des  fonctions.  Enfin  je  crois  qu'avant 
d’adopter  de  nouveaux  signes,  il  faut  penser  A l’embarras  qu’éprou- 
veraient ceux  qui  étudient  les  mathématiques,  d’avoir  A rapprocher 
saus  cesse  des  formules  et  des  opérations  analogues  rendues  par  des 
caractères  différens;  et  c’est  la  crainte  de  voir  ouvrir  cette  nouvelle 
source  de  difficultés,  qui  m’a  engagé  à entrer  dans  des  détails  dont 
la  longueur  sera  justifiée  par  l’influence  que  ne  peut  mânquer 
d’exercer  l’homme  eélèbre  qui  semble  projeter  une  révolution  A 
cet  égard. 
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d A u h 
dx  î 


daA  u Aa 
dxa  i . a 


d3  Au  A3  ' 

■d?-rx5+etc- 


on  trouvera  de  même 


A 3u  = 


d Aau  h 
dx  i 


A*uz= 

etc. 


. da  A au  h a 

t — ?zr-“+etc. 


dx1  i .a 

d A3u  A 
dx 


- -f-  etc. 


En  effectuant  les  développemens  successifs  indiqués 
. ci-dessus , il  viendra 


A au~ 


, d^u  /»3  d^u  A* 
dxa  r "^dx3  a +d^O  + etC' 

d3u  A3  d^u  A* 

+ dx3T+dïî^'f  etc‘ 


d<u  A<- 

+d^r3+etc- 

•* 


Il  serait  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes 
de  cette  expression,  mais  on  y parvient  d’une  manière 
pins  genende  , au  moyen  de  l'analogie  qui  existe  entre 
la  différentiation  des  quantités  et  leur  élévation  aux 
puissances  , analogie  dont  le  n°  ia5  renferme  les  pre- 
mières traces.  ^ 


347.  On  a vu  (a4)  que 

px . 1 x 1 a"*  x3 

-Ï+T  + —*  + TX3  + etc' 

et  il  suit  de  cette  formule  que' 


♦ 
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22^ dut  du1  A*  du3  A 3 

dr  1 dx®  x . a dx3  1 . a . 3 ' 

d u , 

du//  du®  A®  du3  A3 

1 dr  î dx®x.a  di^x.a.S*^ 


etc. 


etc. 


Si  maintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances 
de  du  à la  caractéristique  d,  le  second  membre  de 
l’équation  précédente  deviendra 

d u A d®u  A®  d3u  A3 

dx  î dx®  x . a ' dx3  î . a . 3 "**  etC’ 

et  sera  la  même  chose  que  Au;  on  aura  donc 

du  . 

Au=e^  -x, 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre 
on  transporte  à la  caractéristique  d les  exposans  de* 
puissances  de  du. 

D’après  ce  résultat,  Lagrange  a remarqué  le  premier 

(pi, 

qu’on  avait  en  général  A "u  = \ eax  — x 
en  observant  toujours  de  transporter  à la  caractéris- 
tique d les  exposans  dés  puissances  de  du  *,  et  voici 
comment  Laplace  a démontré  cette  proposition  : 

Il  est  évident  par  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  précédent, 
que  , quelle  que  soit  l’expression  de  A "u , on  doit 
avoir 


A -u^  A'+  ^ ^ *"+■+  Ar££h~+  etc. 

A' 
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A,  A ",  etc.  désignant  des  coefliciens  qui  ne  dépendent 
que  de  n.  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  que  peut  prendre  la  fonction  u,  conviendra 
nécessairement  au  cas  où  u = e1;  mais  alors 


A u=e[Jrh — ex—eI{ek — 1),  A au=(eA — — eI)=ei(eA — 1) 


Substituant  cette  valeur  de  A nu , dans  le  premier 
membre  de  l'équation  posée  plus  haut , et  celles  de 


d’où  il  suit  que  les  coefliciens  A',  A",  etc.  doivent  être 
les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  (e'1— 1)*, 
puisque  l’accroissement  h doit  demeurer  indéterminé. 
Il  ne  peut  d’ailleurs  exister  aucune  difficulté  à Tégard 
des  coefliciens  différentiels  de  u , qui  se  déduisent  tous 
des  puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans 
les  exposans. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  diffé- 
rences se  retrouve  dans  les  fonctions  d’un  nombre  quel- 
conque de  variables  , et  se  prouve  d’une  manière  ana- 
logue. 


si  on  prend  les  logarithmes  de  part  et  d’autre  , il 
Viendra 


du d*u d3u 

dx  dxa  dxJ 


= etc.  = ex 


A 3u—ez(eh — i )3 


A nu=ex(e'i — i)n. 


(e*—  i )»  = hn+  A'hn+l  + A"hn+2  + etc. 


Cale,  intégr. 


L1 
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— U3  H-  Au). 

Lagrange  a encore  reconnu  que  cette  équation  se- 
rait vraie , si  dans  le  développement  de  1 ( 1 -f*  A u ) , 
on  transportait  à la  caractéristique  A , les  exposan» 
des  puissances  de  Au;  on  aurait  par  ce  moyen 

*^hz=  Au — A*tt-f-3  A3u  — i A^u-f-etc.  (a8). 

Au  lieu  de  m’arrêter  à démontrer  ce  cas  particulier , 
je  vais  prouver  qu’en  général 

~ A"={i(i  -f  Au)}», 

en  changeant  Au",  Au3,  etc.  en  A"u,  A3u,  etc.  Il 
est  visible  que  la  question  revient  à déterminer  les  coef- 

ficiens  différentiels  -r- , tt,-  • - etc.  en  fonction  des  dif— 
dx  dx“ 

férences  successives  de  u , et  que  pour  cela  on  a des 
«quations  de  la  forme 

A»u  te. 


A 

A'"h“’ 


d’"f~*u 

dx"'1'1 


A,+*-f*etc. 


dans  lesquelles  les  coefficiens  différentiels  ne  montent 
qu’au  premier  degré  ; on  peut  donc  faire 

d"u 

haz*z  A A n+1u+£i’  A aJÇ*u+B*  A "-«u -f  etc. 
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On  obtiendrait  facilement  la  valeur  des  coefficiens  in- 
connus B' , B"  , B",  etc.  par  l'élimination  successive  de 


d,H",u  , 
•*?**?*"■ 


dxn+a  ^ ’*  etC  ’ 


Hiais  puisque  l’équation  hypothétique  doit  avoir  lieu, 
quel  que  soit  u , elle  subsistera  encore  lorsqu’on  y 
fera  u — e *,  ce  qui  donnera 


d'u 

-j-j-  — <>*  et  û'ü  = eI(  eh — i y , 


quelque  valeur  qu’ait  le  nombre  entier  i ; et  on  trou- 
vera parconséquent 

= i)"  +B'(eh—  i)n+‘+Bl'(eh—  i)0+î+  etc. 

Pour  mettre  en  evidence  l’identité  des  deux  membres 
de  cette  équation  , il  suffit  d’observer  que 

A"  = {l(i  +eh-  i)}”, 

parceque  le  développement  de  l(i-f-eA — 1),  ordonné 
suivant  les  puissances  de  eh — i , et  qui  est 

«*— »— K«*“ »)•+?(«*— O3  — i (e^— 1)4+ etc. 

étant  élevé  à la  puissance*  n,  deviendra  comparable  à 
la  série 

— 0*  -f-  B' (ek — i)n+I  -f-  Bu(eh — i)n+a  -f-  etc. 

dont  les  coefficiens  numériques  B' , B",  etc.  seront  par- 
conséquent  déterminés.  Si  l’on  écrit  Au,  à la  place 
dnv 

de  eh — i , et^-  lia  à celle  de  hn f on  aura  lequa- 

^on^-,^n==  Au))",  pgÿée  précédemment. 
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En  faisant  pour  abréger  ek  — 1 = tt , et  dévelop-  * 
pant  (et  — } jet3  — j «c*  -f*  ètc.)*,  suivant  les  puis- 
sances de  et,  par  la  méthode  du  n°  45,  on  obtiendra 
les  valeurs  de  B ' , B",  etc. 

Application  du  Calcul  des  différences 
à V interpolation  des  suites. 

349-  L’un  des  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
férences , a pour  objet  Y interpolation  des  suites, 
opération  qui  consiste  à insérer  entre  les  ternies  d’une 
suite,  de  nouveaux  termes  assujétis  à la  même  loi  que 
les  premiers.  Pour  cela  on  regarde  les  différens  termes 
de  cette  suite  comme  des  valeurs  particulières  que 
reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général,  lors- 
qu’on assigne  également  des  valeurs  particulières  à la 
variable  d’où  dépend  ce  terme , et  qui  dépend  elle- 
même  du  rang  qu’il  occupe  dans  la  suite  proposée. 
Quand  l’expression  de  ce  terme  est  donnée , on  en 
tire  autant  de  valeurs  qu’on  veut;  mais  il  n’en  est 
pas  ainsi  lorsqu’on  ne  connaît  qu’un  certain  nombre 
des  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  le  cas 
ordinaire  auquel  on  appliquç  l’interpolation. 

Il  faudrait  alors  déduire  l’expression  analytique  d’une 
fonction  , de  celle  d’un  nombre  limité  de  valeurs  nu- 
mériques, ce  qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la 
fonction  est  inconnue  *,  car  on  doit  observer  que  ce  pro- 
blème revient  à former  l’équation  d’une  courbe  pas- 
sant par  les  points , dont  les  valeurs  de  la  variable  in- 
dépendante représentent  les  abscisses , et  celles  de  la 
fonction  les  ordonnées , et  qu’en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points , ils  ne  sauraient  particulariser  la 
courbe , si  elle  n’est  pas  donnée  d’espèce.  Mais  comme 
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en  ne  cherche  à interpoler  une  suite  que  dans  des  es- 
paces très -resserrés,  on  conçoit  que  l’expression  de 
son  ternie  général  est  développée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  sa  variable , et  qu’il  est  permis  de  se 
borner  à un  petit  nombre  des  premières  puissances  de 
cette  variable  ; par  ce  moyen,  la  forme  de  la  fonction, 
qui  est  alors  rationnelle,  se  trouve  déterminée. 

Ainsi  sachant  qu’aux  valeurs 

x y x, , oc%y  X3,  etc* 

d’une  variable  quelconque,  répondent  les  valeurs 
u,  u,,  n3,  113,  etc. 

d’une  fonction  de  cette  variable , on  suppose  que 
l’on  ait  pour  toute  autre  valeur  a/, 

u'  =tt  - f-  /Sx"  + yx'a  -f-  <Tj/3 -j-  etc. 

et  on  détermine  les  coelHciens  <t,  @,y,  etc.  parla 
condition  que  u devienne  successivement  u,  u, , ut , etc. 
lorsqu’on  change  x ' en  x , x, , xa,  etc. 

Cette  détermination  présente  deux  cas  : le  premier , 
dans  lequel  les  valeurs  x , x, , x»,  X3,  etc.  sont  èqui- 
différentes , se  résout  immédiatement  par  l’expres- 
sion de  un  du  n°  342. 

En  effet , quand  on  arrête  la  série 

u'  = et  -f-  /Sx'  -f-  yx'a  + etc. 

à l’un  de  ses  termes,  que  je  désignerai  par  /ux'm,  et 
qu’on  prend  les  valeurs  de  x'  dans  la  progression 
x , x-{-h , x-f-üA , etc.  la  fonction  u a , dans  l’ordre  m, 
des  différences  constantes , et  parconséquent  à la  va- 
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leur  x-f-  nh  de  la  variable  x'  répond 

» 

,n  h()7*—  l)  , 

i/„  = u -j — A u - A *u 

1 1.3 

n(n— m+i)  A 
1 .à. . . .m 


Dans  cette  formule,  les  quantités 


u,  Au,  Aau,  etc.  (34i) 

sont  des  nombres  ; si  on  y fait  x -f-  nh  = x',  d'où 

il  suit  n= — ; — , elle  se  transformera  en  une  fonction 
« 

rationnelle  et  entière  de  x',  du  même  degré  que 
l’expression  de  u'  \ et  puisqu’elle  se  change  en  u , 
u,,  Uj,  etc.  lorsqu’on  y met  o,  ï , 3,  etc.  pour  n, 
elle  prendra  les  mêmes  valeurs  quand  x'  deviendra 
x,  x-\-h,  x-\-zh,  etc.  : elle  sera  donc  la  fonction 
demandée.  . 


On  peut  la  simplifier  en  faisant  x'  = x -f-  h' , ce 
qui  donne 


h’ 

n=-r,  et  un—u~ 


V 

h 


h'(h'-h)  A s;  , K{h'-K){h'-*h) 
h.nh.Zh 


u + ^ A u + — A 3u  + " v~  t A 3u+  etc. 


Enfin  si  on  représente  u' — u par  A'u,  il  viendra 


h'  h' {K— h) 

'■•=î1“+TrsJ' 


V (K— Æ)(V—  at) 

h.zh.Zh 


A3u-f-  etc. 


35o.  La  formule  que  je  viens  de  présenter  se  dé- 
duit aussi  du  théorème  de  Taylor,  au  moyen  du 
n0  347>  T1*  f33*  connaître  les  coefficiens  différentiels 


Digitized  by  Google 


535 


DE  CALCUL  INTÉGRAL, 
par  les  différences.  En  effet  l’équation 

— A ‘u-f-  A'  A i+,u  -f-  A"  A i+*n  + A"  A Mu  -f  etc. 

donne 

=JL  ( A *u  + A >+'u  + A"A  ***u  -f  etc .) 

5i  on  tirait  successivement  de  cette  équation  les  va- 

, , du  d*u  d*u  , , . 

leurs  de  — , ^3,  etc.  pour  les  substituer 

dans  la  série 

àuh'  d*u  h'%  , d3u  hn 
U dx  1 dx*  1 .2"^ dx5 1 .0.3^"  CtC’ 


qui  exprime  ce  que  devient  u lorsque  x devient  x-f^, 
on  aurait  un  résultat  de  la  forme 

B' , B",  B', , B", , B *, , etc.  étant,  ainsi  que  A',  A",  etc. 
des  coefliciens  numériques  indépendans  dè  h ; et  dési- 
gnant par  A 'u  l’accroissement  que  reçoit  la  fonction  u 
dans  le  passage  de  x à x-\-h' , il  viendrait 

î-f-  A'u=i-{--^-  Au-f  (ji'  A*«-f-etc. 


Cette  équation  devant  avoir  lien  , quel  que  soit  u , 
subsistera  encore  dans  le  cas  où  u=e* , et  se  chan- 
gera alors  en 


536 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


e*'=i  4-  x («‘-0  + (f  T + B"  t)  Ce"~l)s + etc; 

équation  dont  on  ramène,  par  le  développement,  le 
premier  membre  à la  même  forme  que  le  second , en 

À' 

observant  que  ek'=^[_i  -+-(eft — 03  ^ > et  comme  en  re- 
mettant dans  la  seconde  Au,  A ®u,  etc.  à la  place  des 
quantités  eh — î , (eh — i)a,  etc.  on  retombe  sur  le  dé- 
veloppement de  î -j-  A 'u,  on  doit  en  conclure  que 

h' 

~r 

ï -f-  A'u=(i  -f-  Au)  , 

pourvu  qu’on  se  rappelle  de  transporter  à la  jicarac— 
téristique  A , dans  le  second  membre , les  exposans  des 
puissances  de  Au. 

Ce  résultat,  aussi  simple  qu’élégant,  a été  présenté 
par  Lagrange  comme  une  conséquence  de  l’analogie 
que  les  différences  ont  avec  les  puissances.  En  effet, 
du  , 
dx 

il  Suit  de  l’équation  e = i -f-  A u ( 348  ) que 
. du  h! 

X — (î  -f-  A u)  ^ , ce  qui  donne  sur-le-champ 
Ji  d Uj, 

i-f-  A'u3=;(i-f-  Au)  ^ , puisque  e^X  =i-f-A'u. 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation , ainsi  qu’il  a été  prescrit , on  trouvera  , 
comme  dans  le  n°  précédent, 

A,  W.  . h'W-r-h) 

A u = A u -f — 


-f" 


A *u 

h.ÀSh  --A'“  + rtc- 


h.iïh 
h'Qi' — 
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35i.  Je  passe  maintenant  à des  applications.  Si  l’on 
désigne  par  u'  ce  que  devient  u , lorsque  x se  change 
en  x + h',  on  aura  u'==u+  A'u;  et  il  est  visible  que 
pour  tirer  parti  de  l’expression  de  A'u,  il  faut,  ouqu  elle 
se  termine,  ou  du  moins  qu’elle  forme  une  série  con- 
vergente. Le  premier  cas  a lieu  toutes  les  fois  que  la 
suite  des  différences  Au,  A *u,  A 3u,  etc.  se  termine 
elle— même  , c’est-à-dire  , lorsque  1 on  parvient  à un 
ordre  dont  les  différences  sont  constantes , ce  qui 
rend  nulles  celles  du  suivant. 


Soit  d’abord  la  suite 


3,  7»  19>  39> 

67, 

etc. 

correspondante  aux  indices 

0,  1,  a,  3, 

4, 

etc. 

on  a pour  ce  cas, 

u=3 , x=o , h—i , A u=4 , A 

*u=8. 

A 3u=o; 

l’expression  de  A 'u  se  réduit  à ses  deux  premiers 
ternies,  et  l’on  obtient  par  son  moyen 


A 'u  = 4/.'  + 4*'  (A  — O = 4*'*  : 

ainsi  pour  l’indice  h,  il  viendra  u'  = 3 -f-  En 
prenant  A'  = £,  par  exemple,  on  trouverait  que  le 
terme  correspondant  à cet  indice  est  a8. 

Soit  encore  la  suite 

1,  4,  a>  3,  9 > 16  > etc- 


en  prenant  les  indices  comme  à l’ordinaire , savoir  : 
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et  formant  les  différences,  on  trouvera 


’ 1=1,  u — i,  A u— 3,  A *u=: — 5,  A 3u=8,  A *uz=. — 6,  A 5u=a, 


P 


d’où  on  tirera 


te+sZ-5!Œ^+B^>£=2 

1 ■ ~ ' 1 .*2.3 


1 .2 


rhXh'-W-*xh'-S) 

1.a.3.4 


en  réduisant  cette  expression , et  l’ordonnant  par  rap- 
port aux  puissances  de  h',  on  aura 

iîî-4-  1 16A' — 

u = ’ — . 

îa 


Il  est  important  de  remarquer  que  l’expression  de  u', 
dans  cet  exemple  et  dans  le  précédent , étant  rigou- 
reuse, et  convenant  à toutes  les  valeurs  de  h offre 
le  terme  général  delà  suite  proposée,  puisqu’elle  en 
donne  tous  les  termes  particuliers  en  y faisant  suc- 
cessivement h!  — o,  V=i , h!  ~ a , etc.;  et  quoique  je 
n’aye  rapporté  que  les  premiers  termes  de  cette 
. suite , on  peut  la  continuer  aussi  loin  qu’on  voudra  , 
suivant  la  loi  observée  dans  ces  termes.  Il  en  sera  tou- 
jours de  même  quand  la  série  proposée  aura  des 
différences  constantes , parcequ’elle  ne  peut  résulter 
alors  que  des  valeurs  successives  d’une  fonction  algé- 
brique rationnelle  et  entière. 

Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquemment 
la  formule 


-,  h'  , h\h’-h)  A a , h'(h'—h)(h'—ih)  A . 

1 “=ra,^nrarA‘“+  rà. u -a,“+cte- 

sontceuxdar.slesquelslesdifférences  Au,  A ’u,  A3u,  etc. 
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vont  en  décroissant , parcequ’alôrs  elle  est  conver- 
gente. En  voici  un  exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes. 
Je  suppose  qu’on  veuille  obtenir  le  logarithme  ordinaire 
de  3,1415926536,  par  le  moyen  d’une  table  contenant 
les  logarithmes  depuis  1 jusqu’à  1000,  avec  dix  déci- 
males; on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans 
la  table  comme  des  valeurs  particul  ières  de  la  fonction  u , 
les  nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent  ce» 
valeurs  ; et  on  formera  le  tableau  suivant  : 


u =0,4969296481 
«,=o,4983io5538 

«*=0,4.996870826 
«3=0,5010592622 
«4=0,502427 1 200 


1 3809057 
13765288 
13721796 
i3678578 


—43769 
— 43492 
— 43218 


+277 

+274 


dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 

3,i4,  3,i5,  3,i6,  3,17,  3,i8, 

la  seconde  leurs  différences  premières , la  troisième 
leurs  différences  secondes,  la  quatrième  leurs  diffé- 
rences troisièmes,  et  la  cinquième  leurs  différences 
quatrièmes  qui  se  réduisent  a trois  unités  du  dernier 
ordre.  On  aura  par  ce  moyen 

A «=-f  o,ooi38ogo57,  A s«=— 0,0000043769 , 
A3«=-J-  0,0000000277 , A 4 u — —o,  0000000000 , 

et  comme  /i=  0,01,  0,0015926006, 

on  obtiendra 

^-=o,i5g26536 , ^--  = ^ — ^=  — 0,42036732 

*'~a-*  = |l_i=-0,6i35783i. 


3 h 
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avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombre» 

la  formule 


u'=u4"£  A u 4 


h. ah 


'-A*u-+ 


h.ah.3h 


A *u 


h'QÏ—h)(Ji—ah)(h'—3h) 
+ h.ah.Zh.tfi 


qui  donnera  u'r=  0,49714,98726. 

Il  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  le» 
logarithmes  des  nombres  exprimés  par  beaucoup  de 
chiffres , mais  le  précédent  est  très  - propre  à servir 
d’exemple  pour  la  méthode  d’interpolation.  On  doit 
reconnaître  déjà  que  cette  méthode  s’étend  à beaucoup 
d’autres  cas  ; elle  est  surtout  d’un  très-grand  usage  dans 
les  calculs  astronomiques. 


352.  Lorsque  les  valeurs  x,  x, , x»,  x3,  etc.  ne 
sont  pas  équidifférentcs , on  emploie  immédiatement  la 
formule  • 

u'  = et  -f-  @x'  -f-  yx ’s  -f-  S’x'3  -f-  etc. 

dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulière* 
x,  x,,  xa,  Xs,  etc.  fournit  les  équations 

u -=zet-\-fix  -{-yx*  -+-^x3  -j-etc. 
u , — & -f-Æx,  -f-^xa, fx1 , -f- e te . 

/3x,+3/x%+Jx \-4-etc . 
u3—tt  -f-(Sx3  4-^x*3-|-^x33-j-etc. 

, etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à celui  des  coefficiens  in- 
déterminés et,  /3,  y,  etc.,  et  voici  comment  on  ob- 
tient l’expression  de  ces  coefficiens  : 

En  retranchant  successivement  la  première  équation 
de  la  seconde*,  celle  - ci  de  la  troisième , etc.  on  par- 


Vient 


de  calcul  intégral;  541 
des  résultats  respectivement  divisibles  par 


x,— x,  xa— Xi,  x3 — x»,  etc.  et  d’où  l’on  tire 

—@+y(.x i+x  )+£ (x’.+x.x  +x*  )-f-etc. 

= /S  -f-  y + x.)  + + **.)  + etc. 

= Æ + y (X3  + *»)  + <^(^3+  X3X»+  x1»)  + etc. 


ut  — u 
x,  — x 

Va u. 


-X, 

-Va 


Xi 

«3 

X3 X; 

etc. 


Posant  pour  abréger 
u,  — u 


= U, 


Vî  — Ut 


Xj—X» 


= £/,,  etc. 


X, X Xa X, 

on  aura  les  équations 

U =£4-  y(x,  + x ) 4-  ^(x*,4-^«^  4_;r*  ) + etc.' 
U,=(i  4"  y ( Xa4~  xi  ) 4-  ^(xaa4-XaXI4-Xs1)  4*  etc. 
l/a=Æ4->(x34-Xa)  4- J'(xa34-X3X»4-X4a)4-  etc. 
etc. 

retranchant  encore  U de  t/, , 17,  de  CA , et  ainsi  de 
auite,  et  désignant  par  U',  U\ , etc.  les  quantités 


Ut—U  Ui—U, 


etc. 


‘ JC  3? £ ““  Xf 

on  trouvera 

l7'=>'4-^(^a  + ^i+Æ  ) 4- etc. 
V\=  y 4-  <KX3  4"  x*  + xi  ) 4-  etc. 

d’où  on  tirera 

V\—  C/'==J*(a£—  x)4-etc. 
Maintenant  si  l’on  fait 
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Xs X 

on  aura  etc.  » et. si  pour  fixer  les  idées  on  ne 

suppose  que  quatre  termes  à l’expression  de  u,  l’ope- 
ration sera  terminée  à l’équation  ci-dessus  ; prenant 
la  valeur  qu’elle  donne  pour  i',  et  remontant  à celles 
de  y,  (S , a. , par  le  moyen  des  expressions  IJ',  U et  u, 
il  viendra 

* 

ï—  U" 

y = V—  U*  (x,  -far,  + x) 

|3  — U — U’  (x,  -f-  x)  -f-  U“(x^x,- j-x»x+x,x) 

AX=  U — Ux  -f-  U'XiX  1 — U"xtvlx. , 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  u,  on  aura 

lî~u-\-U  {x' — x)^-V'[x'x — (x,-f-x)x'-f-x(x}  ï 

~j-  JJ"  [j/3 (x2-f-X,-f-x)x/a-|-  (xV^-f-X^X-f-X^x'  — x»  x,x]  j ‘ 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefljciens  de  TJ,L' et  U", 
sont  décomposables  en  facteurs  simples , et  que  l’on 
peut  mettre  u sous  cette  forme  *■. 

ur =u+uix'~xy+  v ' (J 

-J-  — x)  (x'—x,)  (x'—  xa). 

En  poursuivant  d’après  cette  méthode , on  obtiendrait 
une  formule  analogue  à la  précédente;  et  quel  que  fût 
le  nombre  des  valeurs  x,  x, , xa , . . . de  l’abscisse  x' , 
on  aurait  en  général 

u'xzu  -j-  l'Xx' — x)-j-U'  (x' — x){jf — x,)-f  — x)(x' — x,)(x' — x,) 

-J-  U"(x' — x)(x' — x,)  (x' — x»)  (x' — xs)  + etc. 

en  faisant 

\ 

\ 
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B. 

U 

— TT 

«»• 

— u, 

— TI 

w3- 

-B.  v «4- 

•U3 

T 

X, 

X 

’ Xa 

— X, 

CI  ) 

x3 

— x3  x+— 

•Xj 

V, 

— U 

— V 

u% 

-u, 

= l/'„ 

#3 

~V*  — U\,  etc. 

x. 

— X 

' *s 

— xt 

x4 

— x» 

X3 X 

U\—U" 


x4— X, 
= U",  etc. 


x4— x 
etc. 

Quand  les  valeurs  x , x, , xa , x3 , etc.  sont  équidif-  ■ 
férentes,  on  a 

x,  — x = x*  — x,  =X|—  x» , etc- 
d’où  il  suit  évidemment 

xt  = x-\-h , x»  = x-J -ah,  xj-=x  + 3A  , etc. 


A u 

u=~h-  v • 

A 3u 


Au,  JT  Au» 
Aau» 


A 

A‘u, 


U*  — — • y/  — * 7/  — 

i.a  A*»  '“i.aA*’  •“  j.aA*  » 

w A3u  * A 3u 

^ ~ i.a.S^'  — TXâÂ5,  etC‘ 


rr  — A“s 
u3  — —j-,  etc. 


etc. 


ÏT: 


A *u 


i.a.3.4ù4 


, etc. 


etc. 


faisant  x'xr  x + A',  il  en  résultera 

— » = A',  x'  — x,  = /r'  — A,  x'—Xn—fi — aA, 
x'  — x3=A' — 3A,  etc. 

et  1 on  voit  ainsi  que  l’ expression  précédente  de  u' , 
qui  devient  alors 


sGqçgle 


V 


I* 
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, , h'  A , h' {h'—  h)Am 

U =u  + ~r  Au  + — S -, — -A  *u 


h ~ ~ ^ h. ah 

+~Hdrm  - A “+tK- 


rentre  dans  celle  du  n°  34g»  obtenue  par  une  voie 
bien  différente. 


353.  Lagrange  a présenté  l’expression  de  u'  sous  une 
forme  nouvelle , en  observant  que  puisque  les  équations 

u = et  -f-  i Sx  -f-  yx  -f  i'X  + etc. 
u,  = a + /3x,  -f-  yx*,  -+-  ïx3,  -f-  etc. 
ut=  et  -j-  /3x»  -f-  yx?i  -f*  J'x3*  -f-  etc. 
etc. 

sont  du  premier  degré  seulement , par  rapport  à cha- 
cune des  quantités  «,  /S,  y,  etc.  u,  u, , u3,  etc.  et 
que  u'  doit  être  exprimé  en  x' , de  manière  qu’en  y 
faisant  successivement  x'  = x , x'  — x, , x'=xa , etc. 
il  vienne  u' — u,  u'  —u,,  u'=u»,  on  peut  écrire 

u'  = Xu  -f-  X,u,  + XiUa  + etc. 

pourvu  que  X,  X,,  Xt,  etc.  soient  des  fonction»  telles 
que  par  la  supposition  dé  x'  = x , on  ait  en  même 
temps 

v X—i,  X,  = o,  Xa=o,  etc. 
que  par  celle  de  j/sx,,  on  ait 

Xx=o,  X,  — i , X»  = o,*tc. 
que  par  celle  dex/=x,  on  ait 

X=o,  X,  — o,  Xa  = i,  etc. 

et  ainsi  de  suite , conditions  qui  seront  remplies  si  l’on 
prend 
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(j'— x,)  (x'— .ra)  çy— x3)  — 

(X X,)(X — Xa)  (*  — X3) 

{x' — X ) {xf  — xa)  {x  — x3) 

I—  (x,—  X ) (x,  — xa)  (X,~  X3) 

Y _ (x'  — x ) (x/  — X,  ) {x  — x3) 

(xa  — x ) (xa — x,)(xa  x3) 

La  loi  qu’il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces 
quantités  est  on  ne  peut  pas  plus  simple  ; leur  numé- 
rateur contient , ainsi  que  leur  dénominateur,  autant  de 
facteurs  qu’il  y a de  quantités  x,  x, , xa , etc',  moins 
une  ; et  si  l’on  y fait  les  hypothèses  indiquées  ci— 
dessus,  non-seulement  on  se  convaincra  qu’elles  satis* 
font  à la  question  proposée , mais  on  verra  de  plus  com- 
ment il  a été  possible  de  prévoir  qu’elles  y satisferaient", 
on  a donc  cette  nouvelle  formule  d’interpolation, 

, _ — ri)  0e" — x<d  — *3)  • • 

(x  — x,;  (x  — xa)  (x  — x3)  . . 

(V — x ) (x' — r„)  (x,--x:i)  . . 

(x,— x ) (x,— xa)  (x,— xs)  . . 

, (r  — x ) (x'  — ,r,)  (r—  rQ  ■ ■ 

"T"  C l'a"*-x  ) (xa — x.)  (xa — x3)  . . 

très-commode  dans  la  pratique,  parcequ’on  en  peut 
calculer  chaque  terme  par  le  moyen  des  logarithmes. 
Il  ne  serait  pas  diflicile  de  la  ramener  à celle  du  nc  pré- 
cédent , et  meme  à celle  du  n°  34.9  » c est  pourquoi  je 
ne  m’y  arrêterai  pas. 

354.  Quoique  le  but  de  l’interpolation  soit  en  gé- 
néral de  déterminer  des  valeurs  intermédiaires  entre  des 
quantités  observées  , sans  connaître  la  loi  qui  lie  ces 
quantités  à leurs  indices,  ou  à la  variable  dont  elles  dé- 
Calc.  intcgr.  .Mm 
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pendent , on  l’emploie  aussi  lorsque  cette  loi  est  connue 
et  exprimée  analytiquement,  mais  que  les  calculs  né- 
cessaires pour  évaluer  en  nombres  les  formules  qui  en 
résultent,  sont  très-compliqués.  On  se  contente  alors  de 
déterminer  par  ces  formules,  de  distance  en  distance,  des 
résultats  rigoureux,  entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les 
valeurs  intermédiairesqui  doivent  compléter  la  série  qu’on 
se  propose  de  former.  Dans  ce  cas  on  ne  prend  point  les 
différences  successives  des  valeurs  calculées , mais  on 
déduit  ces  différences  de  l’expression  analytique  de  la 
fonction  proposée,  et  on  en  pousse  la  suite  jusqu  a ce 
qu’il  s’ en  trouve  d'assez  petites  pour  qu’on  puisse  les  né- 
gliger. On  calcule  par  leur  moyen  lesvaleurs  successives 
de  la  fonction,  dans  l’intervalle  compris  entre  celle* 
qu’on  a déterminées  d’abord.  Quoique  la  formation  de 
ces  valeurs  soit  facile  à déduire  des  relations  obtenue» 
dans  le  n°  34?-,  néanmoins,  pour  plus  de  clarté  j’en  rap- 
porterai ici  le  tableau,  en  tenant  compte  des  différences 
troisièmes  que  je  supposerai  constantes,  ce  qui  donnera 


w,=u  -f-  A u 
ua=:u,-|- Au, 


A u,=  As  + A'u 


uj=ua-f-  Au, 
u^ssa/j-f-  A uj 
etc. 


A u»=  A u,-f-  A *u, 
A uj=  A u,-)-  A *u» 
etc. 


A *u,=1  Au  -f-  A 3u 
A *u, =2  A *u,-f-  A su 
etc. 


On  voit  par  ce  tableau  qu’il  faut  calculer  d’abord  sur 
chaque  ligne,  la  différence  placée  dans  la  colonne  la  plu» 
adroite.  Pour  obtenir  u 4,  par  exemple,  on  forme  A“u,, 
en  ajoutant  à la  valeurde  A “u,  celle  de  A 3u,  quiestre- 
gardee  comme  constante;  ajoutant  ensuite  A *ua  avec  A u3> 
qu'on  suppose  déjà  connue,  on  parviendra  à A uj,  qu’il 
faudra  joindre  avec  u3  pour  avoir  u*. 
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Pour  éclaircir  cet  usage  du  Calcul  des  différences, 
je  vais  considérer  les  fonctions  logarithmiques  qui 
sont  celles  dont  les  tables  servent  le  plus  fréquem- 
ment. 

355.  Soit  u — lx  ; on  aura , parla  formule  du  n°  39 , 


A3u=  A/ etc.  | 


etc. 

On  poussera  ces  suites , selon  la  grandeur  du  nombre  x , 
jusqu'à  ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite 
pour  être  négligée  sans  erreur  sensible.  Si  l'on  avait , 
par  exemple,  x=  10000,  et  h — i , on  trouverait  pour 
les  logarithmes  ordinaires, 

A u ==  0,00004  3427a  76863 

A*u— — 0,00000  ooo45  42°77 
A 3n=  0,00000  oocoo  00867; 

et  il  est  évident  que  si  l’on  ne  voulait  avoir  les  derniers 
résultats  qu’avec  dix  chiffres  seulement,  on  pourrait, 
sans  craindre  d’erreur  sensible , négliger  A *u,  ouregar- 
der  A 3 u comme  constante. 

Cela  posé , le  signe  de  A'u , étant  contraire  à celui 
de  A'u , la  différence  de  leurs  valeurs  donnera  celle 
de  A’u,  ; et  on  formera  chacune  des  différences  se- 
condes successives  A “u, , A , Au  3 , etc.  en  retran- 
chant de  la  précédente  la  valeur  de  A:u.  De  meme 
Au,  s'obtiendra  en  ôtant  la  valeur  de  A *u  de  celle  de 

ôVi  m a 


y 
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Au;  et  chacune  des  différences  premières  successives 
Au, , A , Au 3 , se  formera  en  ôtant  de  la  précédente  la 
valeur  de  la  différence  seconde  qui  s’y  rapporte.  Enfiu 
au  logarithme  de  10000  qui  est  4 00000  00000  ocooc , 
on  ajoutera  Au  pour  obtenir  le  logarithme  de  10001, 
à celui-ci  Au,  pour  avoir  celui  de  10002  , à celui- 
ci  Au,  pour  avoir  celui  de  iooo3  , etc.  On  peut 
former  ainsi,  par  de  simples  soustractions  et  addi- 
tions, les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers 
consécutifs  à 10000,  tant  que  la  somme  des  différences 
qu’on  néglige  à chaque  opération  n’est  pas  assez  con- 
sidérable pour  influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  au- 
quel on  veut  borner  l’exactitude  de  la  table;  et  c’est  ce 
qu’on  reconnaît  au  moyen  de  quelques  logarithmes 
calculés  rigoureusement  à des  intervalles  éloignés  ; car 
lorsque  par  la  suite  des  additions  successives,  ou  par- 
vient à ces  logarithmes  , il  faut  que  la  méthode  des 
différences  les  donne  tels  qu’ils  ont  été  déduits  à priori , 
qu  moins  dans  les  dix  premiers  chiffres,  si  c’est  à ce 
nombre  que  l’on  veut  s'arrêter.  On  irait , par  ce  qui 
précède,  jusqu’à  10100,  sans  trouver  d’erreur  sur  la 
dixième  décimale;  parvenu  à ce  but,  on  calculerait  de 
nouveau  à priori  les  différences  Au,  A3u,  et  oa 

se  servirait  de  ces  derniers  résultats  comme  des  pré— 
cédens , pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  en- 
tiers qui  suivent  10100. 

Du  Calcul  inverse  des  différences , par 
rapport  aux  fonctions  explicites  d'une 
seule  variable. 

356.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est , à l’égard 
du  Calcul  direct,  ce  qu’est  le  Calcul  intégral,  par 
rapporr  au  Calcul  différentiel  : il  a pour  objet  de 
remonter  des  différences  aux  fonctions  primitives.  J« 
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m’occuperai  d’abord  du  cas  où  les  différences  sont  don- 
nées explicitement  par  la  variable  indépendante , c’est- 
à-dire  , où  l’on  a , pour  déterminer  la  fonction  u , une 
équation  de  cette  forme  A"u==f(x,A),  h étant  la 
différence  de  la  variable  indépendante  x. 

Soit  premièrement  n = 1 , ou  Au  = f(x,A).  Cette 
équation  ne  fait  connaître  que  le  changement  qu’éprouve 
la  fonction  u,  lorsque  x devient  x-1  h , et  ne  détermine 
pas  la  valeur  absolue^  de  cette  fonction  ; mais  si  l’on 
suppose  que  quand  x = a,  on  ait  u-=z  b , il  sera  facile 
de  former , en  partant  de  ces  données , toutes  les  va- 
leurs de  u \ car  aux  indices 

t»- 

a,  a-\-h,  a-f-aA,  a-\-Zh , etc. 

correspondront  ces  valeurs  de  u : 

b,  b + {(a,h),  è-f-f(a,/i)+f(a4-ù,/0, 

6-f-f(c,  h)  -f- f (a -f- h , h)  -\-î(a-\-zh,  h), etc. 

L’introduction  de  la  quantité  arbitraire  b a lieu  ici 
comme  dans  le  Calcul  intégral , pour  remplacer  la  cons- 
tante que  la  différentiation  fait  disparaître  (?44)’>  niai» 
• on  voit  que  la  signification  de  l’équation  A u=  f (x , h) 
repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur  assignée  à l’ac- 
croissement h , et  qu’on  ne  tire  de  cette  équation  qu’une 
suite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdent  d’après 
une  loi  donnée. 

Si  l’on  avait  A*u  = f(x,ù),  on  ne  pourrait  tirer 
parti  de  cette  équation , qu’en  se  donnant  une  pre- 
mière valeur  de  u avec  celle  de  A u qui  lui  correspond, 
ou  deux  valeurs  consécutives  de  u.  En  effet , si  lors- 
que x = a , on  posait  u — b,  et  Au  = c,  ou  aurait , 
par  le  tableau  du  n°  554,  pour  les  indices 

Mm  3 
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a,  a + h , a-f-aA,  a-f  3A,  ; etc. 

cette  suite  de  valeurs  * 


b,  b+c,  b -f  ac-f  f(a,  A),A-f-3c4-2f(o,A)-ff(a-f  A,A),  etc. 

Les  différences  de  l’équation  A*u  = f(x,  A)  don- 
nant successivement  A3u , A*u,  etc.  on  peut  aussi 
s’élever  immédiatement  à u„ , par  la  formule 


„+„4u+î^4.„+{fclKl=224Sl,...+4.0, 

1.3  1.2.3  ' 


dans  laquelle  on  Voit  évidemment  que  les  deux  premiers 
termes  u et  «Au  demeurent  arbitraires.  Il  est  facile 
maintenant  d’étendre  ces  considérations  à tel  ordre 
qu’on  voudra. 

Ceci  ne  mène  encore  qu’à  une  suite  de  valeurs  dis- 
continues , dont  il  faudrait  trouver  le  terme  général 
pour  obtenir  une  expression  analytiqne  de  la  fonction 
primitive  cherchée. 

357.  On  donne  aussi  à la  fonction  primitive  le  nom 
d 'intégrale  : it  est  l’intégrale  de  A u. 

Pour  désigner  une  intégrale  quelconque  de  ce  genre , 
on  se  sert  de  la  caractéristique  S : l’intégrale  de  f (x,  h ) 
serait  indiquée  par  2f  (x,  A)  ; et  on  doit  bien  se  rap- 
peler que  cette  intégrale  est  la  fonction  qui  s’ accroît,  de 
la  quantité  f(x,  h)  , lorsque  x se  change  en  x-f-A. 
Quand  il  faut  distinguer  ces  intégrales  de  celles  des 
différentielles , on  emploie  la  dénomination  d intégrale 
aux  différences. 

358.  Les  règles  pour  l’intégration  des  différences  sont 
en  très-petit  nombre , et  malheureusement  les  cas  où 
l’on  peut  s’en  servir  avec  succès  sont  très-bornés.  Il 
suit  de  la  formation  des  différences,  i°.  que 


m 
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A(X-f  Y—  Z)=  AX  + AY  — AZ\ 

•t  en  remontant  aux  fonction»  primitives , on  a 

S(AX-)-A  Y- A Z)—X+  Y-Z-X  A X+2  A Y-X  A Z, 

ce  qui  ramène  l’intégration  des  différences  polynômes 
à celle  des  monômes  : 

2°.  Que  A .aXx=aAX,  d’où  S ■ a A Xr=uiX~aX  A X, 
ce  qui  prouve  qu’on  peut  à volonté  faire  sortir  du  signe  2, 
eu  introduire  sous  ce  signe  un  facteur  constant. 

3°.  Lorsque  n~=zxm~*~'  et  que  m est  un  nombre  entier, 
il  vient 


Au=^.0.x"h  + tm+l)™x"-'h'+(m+^ 

1 1.2  1.2.3 


(m-f-i)m(m — î 2) 

1.3. 3. 4 


En  intégrant  terme  à terme  chaque  membre  de  cette 
équation , remettant  dans  le  premier  xm"h,J  au  lieu  de  u, 
et  passant  hors  du  signe  2 les  facteurs  constans , on 
obtiendra 


*-«=: ü±i«ïx-+6î±ü2w*-. 

i 1.2 

1 « 2 . 0 

Cette  équation  ferait  connaître  l’intégrale  Sx”* , si  l’o* 
avait  Sx"*- 1 , 2xm—’ Sx®,  puisqu’on  en  tirerait 

* x"+' 

Sx  — • 1 ' \ j “ 

(m- fi)  A 

{ — ASx^t'H-  — ~~1-^  hlXxm~* )-  —L—hmSx°. } 

ti.2  ' i.u.3  ~m-fi  J 

* M m 4 
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Si  l’on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m — i ■ 
m — a , m — 3 , etc.  pour  m , on  formera  des  expressions 
de  Sx"-1,  2xm-1*,  2xm— 3,  etc.  qui  ne  dépendront  que 
des  intégrales  des  puissances  de  x qui  leur  sont  res- 
pectivement inférieures.  On  peut  aussi  former  ces  va- 
leurs en  remontant  ; et  si  l’on  prend  d’abord  m~  o , il 

3C 

vient  2x°=:-^->  parceque  la  formule  générale  ne  doit 

renfermer  qu’un  nombre  m de  termes  affectés  du  signe  2. 
Cette  conclusion  se  vérifie  d’ailleurs  à priori , soit  en  ob- 
servant que  de  u=zx,  il  résulte  A x = h.x°,x=h^ix0, 

OC 

et  parconséquent2x°=  , soit  en  prenant  la  diffé- 

OC 

rence  de  la  fonction  primitive  — , pour  laquelle  o* 
trouve 


x-f-  h 


■~r~=  i =x°. 

h 


Faisant  ensuite  m = i , m— a,  m = 3 , etc.  et  sub- 
stituant successivement  pour  2x°,  Sx',  2x%  etc.  les 
valeurs  auxquelles  on  parviendra , on  formera  cette 
table  : 

2x°-  * 

~ h 

IX3  i 


Sx'  = 


a h 

*3 


~ 3l  a -+2.3  A 

Sx3  = — ix3  + — x*h 

4 h a a. a 

„ , 1 X5/  1 - , 1 *37 

- 2x4  = 2 T — - **  + TT  °^h  — 


S- —5 


etc. 


5 h 

i x5 


5.6 


x/t3 


= ‘~  - x*h ^X>/i3 

fa  fl  ° * o h o h 


2.6  ‘ 
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Att  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction , on 
peut  supposer  en  général 

= Ax^  -f-  Bxm  4-  Cxm~'  + Dr"-1 4-  etc. 

en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre, 
on  trouvera 

x.=A^^±Ù.x-h 

1 

Qn40 (m+0 etc. 
1.2  1.2.0 

+ B — x-'h+  B x»-*h'+ttc. 

_i_  C^~- — xm  a/i  4“ etc- 

. i 

— etc. 

et  comparant  entr’eux  les  termes  affectés  d une  même 
puissance  de  x- , on  obtiendra  entre  les  coefficiens 
A,  B , C,  D , etc.  les  relations  suivantes 


A— 


a , . 

c_  j(m+i)mh*  _Bmh * t 

2.3  2 

r J(m4-0^(^-0^3  gm(m— î)^  ^(m— i)^ 

2.3.4  2.3  a 

etç. 

avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres 
les  coefliciens  de  l’expression  de  ïx”* , quel  que  soit 
l’exposant  m.  Eu  calculant  immédiatement  les  douze 


1 
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premiers  termes , on  trouvera 

i 

t,xm=- — — -TT x" 

(m+i)A  2 ^ 

+ 1 m h ï m(m — — 

_ _ t c „ i / c 


•a)/is 


1 22.3“  6 

2. 3. 4. 5 

+ 

1 

m (m— 1)  (m — 2)  ( m — 3)  (m — 4) 

6 

2.3  4*5. b“. 7 

3 

m ( m — 1 ) . . 

. . ( m — 6 ) h7 

ÎO 

2,3... 

..8.9 

f 

1 

5 

m(m — 1 ). . 

. .(m — 8 

T" 

6 

2.3. . . 

. .10.11 

6qi 

m ( m — 1 ) 

. (m  — 10)  h" 

210 

2 • 3 • • • • 

. 12. i3 

1 

35 

m ( m — 1 ) . . . 

. .(  m — 12) h'3 

“T 

2 

2.3... 

. . 14.  i5 

3617 

m (m — ï). . . 

.(m — i4)  hlb 

3o 

2.3... 

..16.17 

+ 

438G7 

m (m — 1 ). . . 

. ( m — 16  ) h'7 

42 

2.3.... 

.18.19 

1222277 

m ( m — 1 ). . . 

.(m—  18)  h1» 

110 

2.3.... 

.20.21 

x*-* 

x”-* 

x"-* 

rm-„ 
-pm— iS 

r"—5 

x"*-1' 

xm—* 


etc. 


-f-  const. 


formule  dans  laquelle  les  coefficiens  exprimés  en  nom- 
bres méritent  attention , parcequ’ils  reviennent  souvent 
dans  la  Théorie  des  suites. 

Je  ferai  observer,  avant  de  Bnir  cet  article  , que  si 
l’on  multiplie  \xm  par  h , et  qu  on  passe  cet  accrois- 
sement sous  le  signe  2 , on  aura  cette  équation 

•t1**'*^*  ï i mh* 

%xm— xmh  H x™-1  — etc . 4-  const. 

m+t  2 2 2.3 
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dont  le  second  membre  a pour  limite  -f  const. 

lorsque  A s’évanouit  , cas  auquel  2xmA  se  change 
en  fx™ dx,  d’après  ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  an. 

359.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d’intégrer 
tontes  les  fonctions  algébriques , rationnelles  et  en- 
tières , dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  reçoit 
un  accroissement  constant.  Je  prends  pour  exemple  la 
fonction 

AJ  + Bjf  + Cx  + Dy 


et  comme 

HAj?+Bx'+  Cx+D) -Al^+Blj^+ClxA-Dtx*, 


en  mettant  pour  2X3,  Sx*,  2x  et  2x°,  leurs  valeurs, 
on  trouvera 


A 4 ’àAh—uB^ 
TJ*  **  ëh 


2 ( Ax'  + Æx*  -f  Cx  -f  D ) = 
Ahr-aBh  + jC 

Bhl — 3CA  +6D 


eh 


x -f-  const. 


36o.  Il  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qui 
s’intégrent  avec  la  plus  grande  facilité  : ce  sont  les  pro- 
duits de  la  forme 


u = x(x-fA)(x-f2A)...  .(x-f-  (m — O A). 

En  effet , si  on  en  prend  la  différence , on  obtiendra 

A u= (x-f  A)(x4-2Â)(x-f3A) (x-f  mA) 

— x(x-f  A)  (X+-2A) (x-f(m — i)h) 

= (x-f  A)  (x-f  a A) (x-f  (m—  i)A)mA 


et  comme  2 — r = 


Au  2 Au 


mh 


u 

= — r , on  aura 


mh  ~mh  ’ 


t 
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2(x-f-A)(x-}-  a/i). . . . (x-f-( m — 1 ) A) 

x(x-f -A)  (X  + 2A). . .(x-f-(ru — i)A) 

mh 


-f-  const. 


Si  l’on  écrit  maintenant  x — A au  Lieu  de  x , et 
m- |-i,  au  lieu  de  m,  il  viendra 

ïx(x-f^)(l  + 2/l).,'.(I  + (m 1)  A) 

_ (x — A)x(x-f-A)(x-f  aA). . .(r-|-  (m — i)A) 

(m-f  i)A 

On  voit  ici  que  dans  l'intégrale  le  nombre  des  facteur» 
•urpassede  l’imité  celui  des  facteurs  delà  différence,  et 
que  le  diviseur  est  m -{-  i , ce  qui  est  bien  analogue  à 

la  formule  fxmàx  — 


x 


m + 1 

On  intègre  aussi  la  fraction 

i 


x(x  + A)(x+aA). . . . (x-f-  ("» — î ) A)  ’ 

parcequ’en  la  différentiant  on  trouve 

l 


Aii  — 


j (x-£ A)  (x-j-aA)  (x-f-3A) (x-f-mi) 


x(x-f  A)(x  + aA) (x-f-  (m — O A) 

— m A 


x(x-f-  A)  (x-f- 2 A). . . .(x-f-  mA)  ’ 

repassant  aux  intégrales , il  vient  en  mettant  pour  u 
sa  valeur 


’x(x -|- A)  (x-f- aA) (x-f-mA)  mh 

~ mAx(x-)-A)(x-f-aA) (x-f-(m— i)A)  ’ 


à 
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et  si  on  écrit  m — 1 au  lieu  de  m pour  ramener  à m 
le  nombre  des  facteurs  du  dénominateur  de  la  quantité 
affectée  du  signe  2 , on  obtiendra 

1 

2 x(x  -f  A)  (x-f-^A). . . . (x-f-(m — 1 )A) 

— — K . 

(m — î ) Ax(x-p  A)  (x-f-a  A) (x  -f-  ( m — 2 ) A)* 

36i.  Les  formules  ci-dessus  peuvent  servir  aussi  à 
l’intégration  des  fonctions  de  la  forme 

Ax* -f-  Bx^ -f-  Cx'  -f  etc. , 

parce  que  ces  fonctions  se  transforment  en  produit» 
de  facteurs  dont  les  différences  sont  constantes.  Pour 
le  faire  voir,  je  choisis  cet  exemple  très-simple  : x3, 
et  je  fais 

x3=(x  -f-A)  (x-}-2 A)  (x-f -3A) 

-\-A  (x-|-  A)(x+aé)+jB(x-f-A)  -f-C, 

en  supposant  que  A désigne  l’accroissement  de  x.  Si 
l’on  développe , et  qu’oa  ordonne  suivant  les  puissance» 
de  x , on  aura 

..  x3  mx3  -f-  6Ax“  ■+■  nA*x  -f-  6Aa 
-f-  Aj?  + 3 Ahx  -f-  a Ah* 

+ Bx  -f-  Bh 

-h  C ; 

et  comparant  entr’eux  les  termes  affecté'  de  la  même 
puissance  de  x,  on  formera  les  équations 

GA  -f-  A = o, 

1 1 Aa  -f-  5 Ah  -f-  2?  = o , 

6A3  -f-  u Ah1  -j-  Bh  C — o , 


♦ 
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desquelles  on  tirera 

A — -Mi,  B — 7//’ , C = — h\ 
et 

x3  = (x-f -A)  (x-f  2 A)  (x-f3A)  — 6A(x-f A)  (x-f  qA) 

• -f  7^*  (X+A)  — *3  » 

ce  qui  donnera , en  vertu  du  n°  précédent , 

Sx3  — y, - x (x-f  h)  (x-f  2 A)  (x-f  3A) 

4* 

— ax(x-f  A){x-f  aA)  -f  ^ Ax(x-f  A) — A\r-f  consf. 

36a.  A l'égard  de  l’intégration  des  fonctions  trans- 
cendantes, je  me  bornerai  aux  fonctions  exponen- 
tielles et  circulaires.  On  a pour  les  premières 

A .a*  = a*  ( ah  — 1)  , 

d'où  il  résulte 

a*  = Za*(ah—i) 
et 


363.  Pour  les  fonctions  circulaires,  on  a i*.  l’équa- 
tion 

cos  A — cos B = — asin ï;{A — B ) sini(^-f^), 
qui  donne  \ 

Acosx=cos(x-f  A) — co«x= — asin  j Asin(x  -f  ; A) , 
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d’où  on  tire 

. , , , , . * A cosx  . 

»in(x-f-  î A)= -7-t  , et  sin  x =• 

■ 2 asm -h 


A cos(x — \h) 


a smf 


±A 


en  écrivant  x — j h , au  lieu  de  x ; prenant  ensuite  l’in- 
tégrale c^e  chaque  membre  de  la  dernière  équation , 
on  obtient 


2sinx= 


cos  (r — { fi ) 
ssin^A 


-}-  const. 


3°.  L’éqiiation 


sin^ — sin5=3sin|(^t — 2?)cos;(.i4-f-2?), 


donne 


Asinx=sin  (x-(- A)  — sinx=3  sin  j A cos  (x-f-  jA), 
d’où  il  suit 


cosx  = 


f l 1 L\  A sin:C 

“,(I+-A)=^r„TV’ 

_ sinfx — -A) 

SCOSX=. — 7 — - 

3 sm;A 


A sin  (x  — 5 A) 


3 sin  j A 
-f-  const. 


3°.  La  conversion  des  puissances  de  sinus,  de  cosi- 
nus et  de  leurs  produits , en  fonction  de  sinus  et  de 
cosinus  d’arcs  multiples,  ramènera  aux  deux  formules 
precedentes  , l’intégration,  de  la  fonction  generale 
sinx"*  cosx",  lorsque  les  exposans  m et  n seront  des 
nombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite 
de  termes  de  la  forme  Asinqx,  ou  A cos  qx , dont 
les  intégrales  se  déduiront  de  celles  de  A sinx  et  A cosx 
en  écrivant  qx  ctqh , au  lieu  de  x et  de  A ; et  il  estfacile 
de  voir  que  l’on  aura  en  général 
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<-  w . v cos(P+<7X — {qh)  , 

2 sin  (p4-qx)  — — — r1 -, — -+-  const. 

r 1 2 sin  j qh  , 


2cos {p-\-qx)  : 


sin  ( p -\-qx  — {qh) 
2 sin  j qh 


-f-  const. 


364-  L’utilité  dont  est  l’expression  de  2u  , pour  la 
sommation  des  séries,  a porté  les  Analyses  à s’en 
occuper  beaucoup  , et  ils  sont  parvenus  à lui  donner 
plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  fît  dépendre  des 
coefficiens  différentiels  et  de  l’intégrale  / udx.  On  arrive 
à ce  résultat  en  partant  de  la  formule 


Az  : 

' * 


dz  h 
dx  i 


Jaz  h 2 d3z  h3 

■ ' dx3  1 .2  dx*  1 .2.3  "**  etC" 


qui  donne 


h dz  7i“  d’z  h3  d3z 

Z — -St-  ri S—  ri — ; -f-  etc. 

i dx  i.2  dx3  1.2.0  dxJ 

Si  on  fait  ^ = u , il  viendra  z = / udx  et 

f udx  = //Su  -f-**7i*2  ^ -f-  &Ji3 2 etc. 


en  représentant  par  et,  (Z,  y,  etc.  les  coefficiens 
numériques  ; on  tirera  de  là 

2u  —jf  udx  — tthi.  g-  — $é32  — - — etc. 


dx3 


Si  maintenant  on  prend  les  coefficiens  différentiels  de 

i i i d.2u  ^ du 

chaque  membre,  en  observant  que  — — =2  , ce 

qu’il  est  fort  aisé  de  vérifier,  on  obtiendra  cette  suite 
d’équations  : 
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d*u  d5u 


2di  =h  “ — *hsàj?~C*S'3P 


ÿu  . d»  _ J d«  _ Ws _ eK 

dx1  h dx  dx3  dx* 


ïîF=ïê-*iïffi-mS-ett- 

etc. 

on  se  servira  de  ces  dernières  pour  éliminer  successi- 
vement de  la  valeur  de  Su , les  fonctions 

du  1 d*u  ^ d3u 

2dl’  Sd^’  “dx*’  6 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nécessaire- 
ment de  la  forme 

2u  = ^ / udx  -{•  Au.  + Bh  Ch*  + etc. 

La  détermination  des  coelliciens  A , B , C , etc.  s’opère 
ici  comme  dans  le  n°  3^7  , par  la  considération  de 
la  fonction  particulière  ex,  pour  laquelle  on  trouve 


26*  = 


/ exdx  = e* , 


dm.< 


dx" 


•~ez , 


d’où  il  suit  & 

—t— — = x + A + Bh  + Ch*  + etc. 
eh — t h 

ce  qui  montre  que  les  coelliciens  A , B , C , etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h 

dans  le  développement  de  la  fonction  ■ » , réduite  en 

rie  ascendante  p ar  rapport  à cette  lettre. 

Cale,  intégr.  N n 


edtoy  Google 
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<565.  On  obtiendra  de  la  même  manière , et  sans  plus 
de  difficulté,  les  intégrales  22u,ou2au,  2 2su,  ou  2 3u  , 
en  général  2 mu\  car  la  formule 

Am  ~ /Im+i  r Jm-f-2- 

= +«0. 

• I 

conduit  à 

jiîi,  dm",_,z  dm'wz 

^m2^T^+^m+‘2md^+^/im^2md^+etc- 
dmz 

faisant  ensuite  £^=u,  on  aura  z = /mudxm,  et  par- 
conséquent 

2">u  = ^ fmudxm  — «AS™  ^»2»  ^ — etc. 

prenant  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre 
de  cette  dernière  équation , on  formera  les  suivantes  : 

— etc. 

dx  hmJ  , dx3  dx4 

— — /'m~3udxm_î — <*Zi2mT-4 — j8h*2*Trr  — etc. 
dx3  hmJ  dx4  dx4 

etc. 

d u d3u 

à l’aide  desquelles  'on  chassera  2™  2m  , etc. 

de  l’expression  de  2 mu.  L’équation  finale  pourra  être  re- 
présentée par 

2*a  = - fmnàxm  + «dx”"1 

R M 

+ — r-^dxm-3. . . . + Tf  “dx 

-{.iVu  + Ph^+Ç^  + etc. 
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et  lorsqu’on  fera  u = e*,  elle  deviendra 


1 

(e* — i)m 


B 

\m-2 


+ N + Ph  -j-  Qh*  + etc. 


les  coefficiens  A,  B,.  .* M,  N,  etc.  sont  donc 

encore  ici  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h dans 

le  développement  de  ~-~-t  et  de  là  résulte,  entre 

les  intégrales  et  les  puissances  négatives,  une  analogie 
quin’est  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences 
ont  avec  les  puissances  positives  : ensorte  que  l’on  doit 
regarder  les  intégrales  comme  les  différences  d’un  ordre 
dont  l’exposant  est  négatif.  Il  est  visible,  en  effet,  que 
daprès  ce  qu’on  vient  de  voir,  on  peut  écrire  * 


pourvu  qu’après  le  développement  on  change  les  puis- 
ât dpa 

sances  positives  en  et  les  puissances  né- 
. d u~f 

gat,VeS  &Fr  en  fPudxf  > et  puisque  l’on  a (%), 


il  est  évident  que  l’expression  de  est  comprise  dans 
celle  de  A »u , dont  elle  se  déduit  en  affectant  l’expo- 
sant m du  signe  — . 

* 

3Ç6.  L’intégration  par  parties  se  pratique  sur  les 

N a a 
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différences  aussi  bien  que  sur  les  différentielles.  Soient  P 
et  Q deux  fonctions  quelconques  de  x : on  fera 

2PQ  = Q2P-f-z, 

z étant  une  fonction  inconnue  de  la  même  variable  ; 
et  prenant  la  différence  de  chaque  membre  de  cette 
équation,  on  aura 

PÇ=(Q-f.  AÇ)2(P-f-  AP)  — Q2P  + Az; 

développant  et  réduisant,  en  observant  Q2  AP=PÇ), 
il  viendra 

oA=Ç2(P+AP)+Az,  ou  A z==— AQ£(P+AP), 
et  parconséquent 

z = — 2AQ2(P+AP),  . * 

puis 

2PÇ=Ç2P  — 2AÇ2(P-{-  AP) (A), 

formule  qui  devient 

2PQ=Ç2P  — 2AÇ2P,  (i) 

lorsqu’on  écrit  P,  pour  P + AP. 

Si  dans  la  formule  ( A)  on  change  Q en  AÇ, 
P en  2P, , et  qu’on  observe  que 

XP.+  A £P1=2(P,+  AP.)  =r2P,, 

on  en  déduira 

2AÇ2P,  = A Ç2*P,  — 2 A 1Q2‘P»; 

et  la  formule  (1)  deviendra 

XPQ=  Ç2P  — A Ç22P,  -f-  S A * QX^Pt.  (a) 

* 
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Changeant  ensuite  dans  l’équation  {A)  Q en  A 3Ç, 
2P,  en  2“Pa,  et  remarquant  que 

2*Pa-f-  A X'Pz  — Z’P,  ; 

on  trouvera  - * 

2A»QZ‘Pa  = AsÇ>Z3Pa  — ZA3Ç>23P3, 

et  la  formule  (a)  deviendra 
# » 

2.PQ=QïP—  A QZ2P,+  A ‘ÇS’P,— 2 A’ÇS’P, , 

qui  montre  la  loi  de  cette  expression  élégante , donnes 
pourla  première  fois  par  Taylor,  dans  les  Transactions 
philosophiques  : 

1PQ=zQ1P  — A ÇZaP,  -f-  A *QZ3Pt 

— A3Çz4p3_j_  A 4Ç25P4—  etc. 

Si  l’on  y met  pour  P, , P» , P3/etc.  leurs  valeurs  en 
P,  et  qu’on  effectue  les  intégrations  qui  deviennent 
possibles,  elle  se  change  en 

•ZPQ—QïP—  A Ç(2sP-fSP)4-  AaÇ(Z3P4-a2aP-f  ZP) 
— A 3 Ç(24P-f323P-f  3ZaP-fZP)+etc. 

C’est  sous  cette  forme  que  Condorcet  l’a  présentée 
dans  son  Essai  sur  L’application  de  l’Analyse  à la  pro- 
babilité des  décisions , p.  i63.  ^ 

Elle  s’arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q mèno 
à des  différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque  ; 
et  si  la  fonction  P est  susceptible  d’un  nombre  suffisant 
d’intégrations  successives,  on  parvient  à l’intégrale  exacte 
de  la  fonction  PQ. 
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Application  du  calcul  des  différences 
à la.sommation  des  suites. 

*367.  Dans  une  suite  quelconque 

U t I/j  > • • * — 1 > » 

le  terme  général  u„  peut  être  regardç  comme  la  diffé- 
rence de  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes 
qui  le  précèdent  ; ensorte  que  si  on  fait 

“+  ui  +“»•••  + “»-*  = S»-.  » 

on  aura 

A S„_,  = u„  et  Sn_,  s=  1un  (357). 

Il  suit  de  là  que  la  somme  entière,  en  y*  compre- 
nant le  terme  général,  sera 

S„  — 2un  -f-  u„. 

On  voit  aussi  que  Sn  résultant  de  par  le  change- 

ment de  n en  n-f-  1 , l’expression  de  Sn  peut  se  dé- 
duire de  la  même  manière  de  celle  de  2ua. 

Si  donc  f (x , li)  désigne  le  terme  général  d’une 
série  quelconque , dans  laquelle  la  différence  de  la 
variable  indépendante  soit  h , la  somme  de  oette  sé- 
rie, que  je  représenterai  par  Si  (x,A),  sera 

.Sf(x,A)  = Xf(x,A)4-f(x,/i),’ 

ou  bien  s’obtiendra  en  mettant  x-\-h  au  lieu  de  cc, 
dans  Xf(x,A). 

On  trouvera,  d’après  cela,  Sx™,  en  mettant  x-f-é? 
au  lieu  de  x dans  l’expression  de  Xxm  (358). 
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Si  l’on  développe  en  particulier  Sx3,  et  qu'on  fasse 
h = i , il  viendra  après  les  réductions  , 


Sx3  = 


3X3  -f-  Sx3  + X 

6 


-1-  const. 


Par  le  même  procédé  , on  déduira  des  formules  du 
n®  36 1 , 

Sx  ( x + h~)  (x  -f-  2A)  • • • — 0^0  — 

x(x+h)(x-h2h)....  (x+mh)  const 

m+i 

Ç 1 

x(x-\-h)(x- f-2#).  — (x-\ -(m — i)A) 

. \ ^ -7-  4-  const. 

(m+i)A(x-f-^)(x+2/r) . . . .(x+(m — i)A) 

En  faisant  successivement  m = i,  7n  = 2,  etc.,  et 
prenant  fr=  i dans  le  premier  de  ces  deux  résultats , 
on  formera  les  sommes  des  séries  de  nombres  figu- 
rés ( Comp . des  Elém.  d’Alg.) , savoir  , 


Sx  — X<>X  -f-  const. 

Si 

S ^J+I)  = f(£±0(£if)  + consL 

2 2.3 

x(x4-l)(x+2)  X(J+ 1 ) (•*+«)  (r4-S)  , mnst 

S 2.3  “ 2.3.4 

etc. 


On  conclura  des  numéros  36a,  363,  qu® 


Sa*  — 
$ sin  x = 


axXt 

ah — 1 


4-  const. 


cos  (x -f- 7 A) 
2 sin  7 h 
sin  (x  -f  {h) 
2 sin  3 h 


4-  const. 
4-  const. 

fin  4 


S cos  x ~ 
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Enfin  l’expression  générale  de  du  n°  364,  donne 
une  formule  générale  pour  Su. 

Les  constantes  ajoutées  dans  les  intégrales  aiyç  diffé- 
rences et  dans  les  sommes , se  déterminent  comme  celles 
des  intégrales  relatées  aux  différentielles  ; mais  il  est 
plus  commode  de  prendre  ces  intégrales  ou  ces  sommes  * 
entre  des  limites  données  , comme  dans  le  n°  aog. 

En  faisant  commencer  les  séries  des  nombres  figurés  à 
l’indice  jrr=o,  on  trouvera  que  leurs  sommes  respectives 
sont  les  expressions  rapportées  ci-dessus , débarrassées 
de  la  constante. 

Pour  obtenir,  par  exemple,  la  somitae  de  la  série 

sin  a , sin  (a-f-A) . . . . sin  (a-f-nA) , 

il  faudra  prendre  Ssinx,  depuis  x=  a — h,  jusqu’à 
x=a-f-  nh , et  il  viendra 

cos(a — {h)—cos(a-\-nh-\-{h') sin(a-4-;nA)sinÿ(rc+i)A 

2 sin  j A sÆl  h 

i 

De  ï intégration  des  équations  aux  diffe * 
rences  , à deux  variables. 

368.  Jusqu’ici  j’ai  supposé  que  la  différence  de  la 
fonction  cherchée  était  donnée  explicitement  par  la  va- 
riable indépendante  ; je  vais  maintenant  m’occuper  des 
cas  où  l’on  a seulement  une  équation  contenant  la  fonc- 
tion cherchée,  ses  différences  , la  variable  indépendante 
et  ses  accroissemens.  Si  la  fonction  cherchée^  dépend 
de  la  variable  x , dont  l’accroissement,  considéré  comme 
constant,  est  désigné  à l’ordinaire  par  h,  l’équation  pro- 
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posée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

F(x,  h,  y,  Ay,  , etc.)  = o. 


Il  est  à propos  d’observer  que  l'on  peut  en  faire  dispa- 
raître les  différences  *y,  A > etc.,  en  les  remplaçant 
par  les  valeurs  consécutives  de  y , puisqu  on  a 

A y =y,  —y,  A y = y,  — V , + y>  etc- 


et  le  résultat  prendra  la  forme 


F(x,  h,  y,  yt,y„  etc.)  = o, 

dans  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  diffé- 
rences fait  connaît*  la  valeur  de  la  fonction  cher- 
chée , par  le  moyen  d’un  certain  nombre  de  valeurs 
antécédentes. 

Si  l'équation  était  du  premier  ordre , par  exemple  ; 
on  aurait  yx , par  le  moyen  de  y ; si  elle  était  u 
second1,  on  en  tirerait  yi}  exprime  par_y,  et  par  y , 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  s’appercevoir  qu’une  équation  quel- 
conque aux  différences,  équivaut  à une  sérié,  dans 
laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le  moyen  de 
sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  1 in- 
dice qui  marque  le  rang  qu’il  occupe.  En  effet , lors- 
ap’on  a,  par  exemple,  y^—iÇjr,  h,  y,  yt),  on  en 
déduit 

jy3=f(x+  h,  h, y,, y»),  _y+— f(x-f  *h , h , y*,  y3) , etc. 
et  l’on  forme  ainsi  la  série 

y >y*>  y»>y*>  y*>  etc- 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 
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Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  dans  la 
série  résultante  d une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences , d y aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
qu'il  y a d’unités  dans  l’exposant  de  l’ordre  de  cette 
équation. 

Sfîq.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences 
en  une  équation  différentielle  d’un  ordre  indéfini,  en 
substituant,  au  lieu  de  A y , A uy , etc.  leurs  dévelop- 
pemens  d’après  le  n°  347 , et  il  n’est  pas  moins  évident 
que  l’on  convertirait  aussi  toute  équation  différentielle 
en  une  équation  aux  différences  d’un  ordre  indéfini , 
en  remplaçant  les  coefficiens  différentiels,  par  leurs 
developpemens  tirés  de  la  formule  du  n°  348. 

Une  paraît  pas  que  ces  transformations,  qui  ont  l’in- 
convénientd  introduire  un  nombre  infini  de  termes,  puis- 
sent être,  en  général , fort  utiles  pour  l’intégration  des 
équations  ; mais  elles  sont  très-propres  à faire  sentir 
la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  différentiel  et  le 
Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que,  par  la  nature 
de  ce  dernier , les  différences  de  la  variable  indépen- 
dante doivent  avoir  nécessairement  une  valeur  déter- 
minée ; car  si  l’on  avait  une  équation  entre 

x,  y,  Ax,  A y,  A *y , etc. 

dans  laquelle  A x demeurât  indéterminé  , qu’on  la  dé- 
veloppât suivant  les  puissances  de  Ax,  A^,  A y,  elÜ. 
ce  qui  lui  donnerait  la  forme 

A A x -f-  B A y i 

+ CAx'-j-D Ax Ay^-E  Ay*f-F  A*y  ? = o, 

-f-  etc.  ' 

on  y pourrait  substituer , au  lieu  de  A y,  A ‘‘y,  etc.  leurs 
developpemens , et  comme  A x y resterait  encore  in— 
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déterminé,  il  faudrait  que  les  coefficiens  des  diverses 
puissances  de  cet  accroissement  s’évanouissent  d’eux- 
mêmes.  On  obtiendrait  ainsi,  entre  les  variables  x ,y, 
et  leurs  différentielles , un  nombre  infini  d équations 
qui  devraient  s’accorder  entr  elles  pour  que  la  pro- 
posée signifiât  quelque  chose  ; et  dans  ce  cas  elle  ne 
serait  équivalente  qu’à  la  première  de  ces  équations , 
dont  les  autres  deviendraient  les  différentielles  suc- 
. cessives. 

En  ne  supposant  l’équation  aux  différences  que  du 
premier  ordre,  ce  qui  la  réduit  à 

A A x+B  A y+C  A x*+i>  A x Aj+JE  Ay -f-  etc-  = ° > 


et  prenant 


dy  Ai  , d’y  Ax®  . d3y  Ax5 
dx  ~ï~  dx*  "ï . a dx3  î .2.3  ~^e  C' 


il  vient 


A x*  -f-etc. 


d’où  l’on  tire 


dx1 


dx 


r . adx® 


/ 


et  si  cette  suite  d’équations  ne  peut  avoir  lieu  , la 
proposée  ne  pourra  se  vérifier  qu’en  assignant  à Ax 
une  valeur  particulière. 


* 
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37°-  Ces  préliminaires  posés,  j'entre  en  matière 
par  1 intégration  de  l’équation  générale  du  premier  de- 
gré et  du  premier  ordre.  Je  suppose  que  la  différence 
de  la  variable  x,  ou  Ax,  étant  1 , on  ait  l’équation 
y ~j~Py — Q > analogue  à l’équation  différentielle 
traitée  dans  le  n°  257  ; un  procédé  semblable  à celui 
du  n°  cité  conduit  à l’intégrale  de  la  première. 

Si  on  fait  yz=:uz  , il  viendra 


Ay  — uAz«^-zAu-f-  Au Az , 
ce  qui  changera  l’équation  proposée  en 

uAz-f-zAu-f  AuAz  -f-  Puz=  Q; 

•t  posant  séparément 

zAu~l~Puz  = o,  ou-  Au-f-Pu~0, 
il  restera  uAz+AuAz  = Ç,  d’où  l’on  tirera 


A z = 


Q 

u-f-  A u 


et  z 


u-f-  Au 


la  question  se  réduit  donc  à intégrer  l’équation 


A u ■+■  Pu  = o t 


dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables , en  lui 
donnant  la  forme  — P , puisque  P est  supposé 

ne  contenir  qüe  x.  Soit  u=e\  il  en  résultera 


A u — e'  (e 


d’où  on  tirera 


u 


A?=](i_p)  et  t— 
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Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  1 — P, 
répondant  au  produit  continuel  des  valeurs  successive* 
que  reçoit  i—P  entre  les  limites  de  l’intégrale,  c’est- 
à-dire  à 

(1-PX_0  (l—Px-%)  (l  —Px-s)  • • • . (I— Pc)  , 

X 

ti  on  désigne  ce  produit  par  [1 — l'exposant* 
marquant  le  nombre  des  facteurs,  on  aura 

i=l[i 

d’où  on  conclura 

“ = [1— ; 

et  si  l’on  fait  attention  que  u+  A u = u, , on  obtiendra 

*+!  Q 

u+  àu=[i-P,]  etz=2 ^qr,« 

[1  -p.l 

ce  qui  donnera  enfin 


y — [ 1 ” P *— 1 3 2 > 

*+i 

tl—Psl 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  1 intégrale 
indiquée. 

C’est  à peu  près  ainsi  que  Lagrange , qui  le  premier 
fit  voir  l’analogie  que  les  équations  aux  différences  du 
premier  degré , ont  avec  les  équations  différentielles 
du  même  degré , a intégré,  en  17S1 , l’équation  traitée 
ci-dessus  ; il  applique  ensuite  son  résultat  à 1 équa- 
tionjr,  = /ty-f-Q  , qui  revient  A^=?/îy  -f  Q.  En 
comparant  cette  dernière  avec  A y Py  — Q , il  vient 
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P=n—R,  1 —P=R,  et  l’on  a parconséquent 

/ 

y= [fl*-.]*  -2— 

- 

.*■ 

Quoique  le  développement  du  produit  [ i — PX_,D> 
semble  supposer  que  la  différence  de  x soit  égale  à 
l’unité,  on  peut  neanmoins  conserver  l’expression  pré- 
cédente, lorsque  Ax=  h , en  concevant  qu’elle  répond  à 

(l P x — h ) (l P r— ali  ) ( 1 Px—ah')  CtC. 


ou  bien  transformer  l’équation  proposée  en  une  autre , 
en  faisant  x — hx' , ce  qui  donnerait  A x = h A x' 
et  A x!  — î . 


Lorsque  le  coefficient  R est  constant , on  a 


et  s’il  en  est  de  même  de  Q , l’intégration  indiquée  s’ef- 
fectue facilement  : on  obtient  dans  ce  cas 


2 OïR-x~'  z = 2 (36a) , 

• h-— i /î*(i—  nr 


En  général  on  obtiendra  la  valeur  de  délivrée  du 
signe  d’intégration  toutes  les  fois  que  Q sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x. 

371.  Dans  les  recherches  citées  n°  précédent  , La- 
grange applique  aux  équations  du  premier  degré  et 
d’un  ordre  quelconque  aux  différences  , la  méthode 
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que  d’Alembert  a donnée  pour  les  équations  différen- 
rentielles  du  premier  degré  et  dont  j’ai  fait  connaître 
l’esprit,  n°  3o6  -,  mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet  en  1775, 
par  une  méthode  encore  plus  simple  , que  je  vais  ex- 
poser. 

Soit 

yx+*+Pxy*-HL-x+  Q*y  r-4-n— a*  • • • + u,yx=rx 

une  équation  d’un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré 
par  rapport  à la  fonction^  ; on  prouve,  comme  dans 
le  n°  n84 , que  son  intégration  se  ramène  à celle  de 

2*.+ji  “f"  PxZx+n— 1 ~j~  — a - • • • ”f“  î XZX O (é?)  a 

et  que  l’on  obtient  la  valeur  complète  de  zx , lorsqu’on 
en  connaît  un  nombre  n de  valeurs  particulières. 

La  dernière  de  ces  propositions  est  presqu’ évidente 
par  elle-même  ; car  il  est  clair  que  si 

z"  z" 

X*x>  X ) **!}••• 

_ 1 : 

sont  des  fonctions  de  x,  qui  satisfassent  à l’équa- 
tion (Æ)  , l’expression 

z = C'z'x  -H  C'z"x  + CV*  4-  etc. 

y satisfera  pareillement , sans  détermination  des  cons- 
tantes C , C" , C*,  etc.;  et  quand  le  nombre  de  ses 
termes  supposés  absolument  irréductibles  entr’eux  sera 
n , elle  sera  l’intégrale  complète  de  cette  équation  , 
puisqu’elle  renfermera  n constantes  arbitraires. 

Cela  posé , si  l’on  regarde  ces  constantes  comme  des 
fonctions  de  x , et  que  dans  cette  hypothèse  on 
change  zx  enyx,  ou  que  l’on  fasse 

yx~C xz'x  -f  Cxz"x  -J-  C"xzmx  -f-  etc. 


• 

• . ; < 'pigiiietKJbirGopgk 


traité  élémentaire 

on  en  déduira  d’abord 

yx+x  = Cx+,i'x+l  + Cf  *-h*"*+.  + C"*+Iz"x+.  + etc. 
résultat  qui  se  transforme  en 
yi+l  = C'xs'I+l  +C"xa'x+I  + C*,a"x+.  -j-etc. 
+z'x +I A C'x+^x^,  A 6"x+^x+1  A C%+  etc. 

en  mettant  pour  6' I+t , Cf x+i , etc.  leurs  valeurs 
Cx  + A Cx>  Cx  + a C", , etc. 
et  se  réduit  à 

yx+l=Cxz'x^  + Cxz"x+l  +C\z"x+,  +etc.3 
lorsqu’on  fait 

Sx*,  A Cx+z'x^  A Cfx+zmx+l  A Cx  + etc.  = 0(1)  < 

de  même  que  si  les  quantités  Cfx,  Cf x Cf 'x , etc. 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisant  de  nouveau 
varier  x , on  obtiendra 

tyx+%  — Cf x+I  ^x+a  ■+■  Cf  x+t  z'x+%  -f-  CV,  Z I+,  + etc . 

= Cf  x z'  1+2  -f-  Cf  x z ’ x+2  -f-  Cf  x z x-hi  ~h  etc. 

+ i'x+a  A Cx+  z"x_^  A C'x  + zmx+i  A C'x- f-  etc. 

résultat  que  l’on  réduit  à 

f yx+a—  (f xz'x+2  + C' xz" x+ a + CfxZ  x-+.a  + etc. 
par  la  supposition  de 

zf x+- a A Cf  x -j-z"x+a  A C’x  x^æ  A C* x“4" etc.  - — o (O . 

Faisant  varier  x une  troisième  fois , on  parvient  à 
yX. C"aZ'x+3+  Cf  xz"x+i  + C'xZmx+3  -f-  etc. 

•m 
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en  posant  , 

z 1+3  a C*x  *f"  z*x+3  A C* x~f”  & *.4.3  A C* x*f*  etc.  r=o  (3), 

et  l’on  continue  ainsi  jusqu’aux  équations 

ya+n— 1 ~ C' XZ  x-h>— xs  x+n— x-pi— t *4*CtC. 

z'x-hi—,  A C x-f-^’x-Hi— 1 A C'x+a*x-H>— 1 A C* x+etc.=o(n — 1 ). 

Maintenant , si  dans  la  valeur  de  ^x^»-,  on  change  x 
en  x -f-  1 , on  trouvera 

yt+n  ’=:  C xZ  I+a  *f-  C XZ  x+tt  ~h  C" xZ  x+n  -f-etc. 

-f-z  x4j«  ACi-j-î  x-hi  A x "f-  z X-+.B  A C x*f"  etc. 

mettant  dans  l’équation  (A)  les  valeurs  de 

y*  > y*+i  > • • • -y*+*-,  > y*+*  > 

en  observant  que,  par  l’hypothèse  et  d’après  l’équa- 
tion (fi) , 

Z r-4-n  ”"f~  P xZ  x-h 1 — I + Çx^  x-fn-a*  • • • + & zl  x — O 
-P'xS  X-H1—I  “J*  QxZ  x+n— f x = 0 

Z x+n” f*  P xZ  xJr»— i ”f*  QxZ  x+n—i-  • • • "f*  î^xZ  x — O , 

etc. 

il  restera 

Zx-h.  A Cx+z",^  A Crx+2"x+,  A Cx+etc.-K  (n). 

On  conçoit  facilement  qu’avec  le  secours  des  équa- 
tions (i),  (2),. . . .(n — 1),  (n)  , on  déterminera  en 
fonctions  de  x,  les  différences  A C z , A C'x,  A Cx , ètc. 
ce  qui  réduirala  recherche  des  quantités  C , C,  C,i& te. 
à l’intégration  des  fonctions  d’une  seule  variable. 

Cale,  intégr.  O o 
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372.  On  ne  sait  pas  intégrer  en  général  l’équation 

— iH  Çizx-hi — 3'  • • *i“  £■'  xzx"—  OJ 

mais  lorsque  ses  coelllciens , au  lieu  d’etre  des  fonc- 
tions de  x,  sont  des  constantes,  ou  que  l’on  a seule- 
ment 

Çzx-hi — «-f-  ^Zx-Hi — 3-  ■ • + LrZx=0 . . ( C)  , 

on  y satisfait  en  faisant  zx  = m* , d’où  il  résulte 

= mx+,>  *x+,  = m*+*, Zx-h»  = m**"‘ 

car  elle  devient 

Qmn~%-^-Rmn~i . . . . -f-U=o (D), 

et  se  vérifie  si  l’on  prend  pour  l’indéterminée  m 
les  racines  de  cette  dernière.  Si  donc  on  désigne 
par  m , m",  m" , etc.  ces  diverses  racines,  on  aura 
(n°  précéd.) 


Cette  expression  présente  par  rapport  aux  quantités 
m',  m" , m*,  etc.  les  memes  circonstances  que  l’inté- 
grale de  l’équation  différentielle 

V 

d"a  -f-J,drdn-,z  Qdx’d"- : *z + l/zdx* = o (q85)  . 

11  peut  arriver  que  les  racines  de  l’équation  (D)  soient 
toutes  inégales,  ou  qu’il  s’en  trouve  d’égales  entr’elles; 
dans  le  premier  cas  la  valeur  de  z est  complète  ; mai» 
elle  cesse  de  l’être  dans  le  second.  Il  faut  alors  re- 
courir à des  artifices  d’analyse , semblables  à ceux 
qui  ont  été  employés  pour  l’équation  différentielle  ; 
mais  je  ne  saurais  m’engager  ici  dans  ces  détails,  non 
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plus  que  dans  ceux  qui  regardent  les  racines  imagi- 
naires. 

373.  L’équation  (C) , qui  peut  être  considérée  comme 
exprimant  la  nature  d’une  série  dont  un  terme  quel- 
conque représenté  par  , dépend  des  n termes  qui 
le  précèdent , se  rapporte  aux  séries  récurrentes  ( Compl . 
des  Èlem.  d'Alg.)  dont  le  terme  général  est  zx  et  dont 
l’échelle  de  relation  est 

-P,  -Q, -U: 

l'intégration  de  cette  équation  répond  donc  à la  re- 
cherche du  terme  général  de  la  suite  proposée  ; mais 
en  n’ayant  égard  qu'à  la  loi  de  sa  formation  , ses  n pre- 
miers termes  sont  nécessairement  arbitraires  ; et  si  ou 
les  suppose  donnés  à priori , en  les  désignant  par 

zo  ) zu  z*  I z3> zm—  1 > 

on  pourra  former  les  équations 


Z. 

z=C 

4 C 

+ C 

4 etc. 

*1 

— Cm' 

+ Cm" 

+ Cm- 

4 etc. 

Z» 

— Cm'* 

4 Cm"*  + Cm"* 

4 etc. 

z3 

= Cm'3 

4 Cm"3  4 Cm"3 

4 etc* 

Cm'—  + Cm"*-'  4 Cmm*~'+  etc. 

au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  constante» 

C,  C,  C, dont  le-nombre  est  aussi  égal  à n. 

La  résolution  de  ces  équations , qui  ne  sont  d’ailleurs 
que  du  premier  degré  , peut  être  simplifiée  par  des 
artifices  dont  l’exposition  ne  saurait  entrer  dans  un 
Traité  élémentaire  : on  les  trouve  dans  le  T raité  com- 

O o a ' 
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plet , déjà  cité  plusieurs  fois  ; je  me  bornerai  à faire 
observer  ici  que  cette  recherche  se  lie  avec  celle  des 
lois  des  phénomènes  d’après  les  observations. 

De  la  nature  des  arbitraires  introduites 
par  l' intégration  aux  différences  , et 
de  la  construction  de  ces  quantités. 

374-  Les  quantités  arbitraires  introduites  par  l’in- 
tégration des  équations  aux  différences  à deux  varia- 
bles , ne  sont  pas  nécessairement  constantes  comme 
celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles ; mais  pour  donner  aux  résultats  toute  la  gé- 
néralité dont  ils  sont  susceptibles , ori  doit  regarder  ces 
arbitraires  comme  variables.  En  effet,  l’équation  ùy  =0 
n’exprime  pas  absolument  que  la  fonction  y soit  cons- 
tante , mais  seulement  quelle  ne  change  point  de  va- 
leur lorsque  x devient  x -J-  A a:. 

Si , par  exemple , A x est  égal  à 1 , on  pourra  prendre 
pour  y toutes  les  fonctions  de  x , qui  conservent  la  même 
valeur  quand  on  y met  x>}-i  , au  lieu  de  x.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires , il  s'en 
trouve  un  nombre  infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  : 
telles  sont  les  fonctions  de  sin  a»j , lorsque  ir  désigne 
la  demi-circonférence  ; car  sin  a*-  (x  -f-  1 ) = sin  v>rx. 
D’un  autre' côté,  puisque  sin  z = sin  ( t — z)  , si  on 
prenait  y ~ sin  otx  , on  aurait  encore  Ay  = o,  lorsque 
x se  change  en  { — x , mais  cela  n’arrive  pas  qu  and 
y — cos  21TX.  Si  donc  on  veut  former  une  fonction  qui 
ne  donne  Ay  = o que  quand  x devient  x -f-  1 , il  faut 
la  composer  de  manière  que  sa  valeur  dépende  du  signe 
du  cosinus,  aussi  bien  que  de  celui  du  sinus  ; c’est  là 
ce  qu’on  entend  par 

^f=$(sina<rx,  cosarx") 


J 
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pour  l’intégrale  de  A y z=.  o , au  lieu  de  y = const.  eu 
considérant  dlailleurs  la  fonction  ç comme  entièremîbt 
arbitraire.  ’ 

Il  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l’inté- 
grale de  l’équation  Ay  = o,  prise  dans  l’hypothèse  de 
4i=i,  compléterait  aussi  celle  de  toute  autre  équa- 
tion aux  différences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
meme  hypothèse  ; il  faut  donc  dans  l’intégrale  de  l’équa- 
tion générale  du  premier  ordre  , donnée  n°  370*  substi- 
tuer au  lieu  de  C , la  quantité  <p  ( sinaxx,  cos  axr). 

_ , , , , / . axx  ztx\ 

Quand  Ax  = h,  on.  écrit  ç I srn-y,  cos  — 1. 

3y5.  La  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui 
complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences, 
ne  peut  s’opère*  en  assufétissant  ces  intégrales  à satis- 
faire à un  nombre  limité  de  valeurs  données  , car  il 
est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend  im- 
plicitement un  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit 
pour  exemple  l’équation 

yx  = Xç  (sinarx,  cosarx), 
de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeur; 

y0  = a,  y,=a',  yt  = a",  etc. 

Si  ces  valeurs  répondent  à 

x — o,  x = i , x = a,  etc. 

> 

on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu’à  la  première  de* 
conditions  imposées;  car  dès  qu’on  aura  assigné  pour 
^(sinaTx,  cosa  xx) , une  première  valeur  détermi- 
née , de  laquelle  il  résulte  y0  — a,  cette  valeur  devant 
se  retrouver  la  même  pour  les  indices  x—  1 , x = a,  etc. 

Oo  3 
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il  s’ensuit  que  les  valeurs  de  yx  , relatives  à ces  indices, 
s#nt  aussi  déterminées  : il  faut  donc  que  les  quantités 
données  a',  a",  etc.  correspondent  à des  indices  inter- 
médiaires. 

Si,  au  lieu  d’assigner  un  nombre  limité  de  valeurs 
isolées,  indépendantes  les  unes  des  autres,  on  suppose 
que  dans  l’intervalle  compris  entre  x=o , et  x=i  , 
l’expression  yx  doive  fournir  les  mêmes  valeurs  gu’une 
équation  donnée  yx  = f(^x') , la  question  sera  déter- 
minée. En  effet,  s’il  s’agissait  de  trouver  la  valeur  dey 
qui  correspond  à un  indice  égal  à un  nombre  entier 
quelconque  m , plus  une  fraction  n , soit  commensu— 
rable  , soit  incommensurable , on  calculerait  la  valeur 
de  yn  , d’après  l’équation  yx=f(x)  : comparant  le 
résultat  avec  celui  que  donne  alors  l’équation 

y„  = Ar„p  ( sin  n-r/t , cos  2Tti  ) , 
on  aurait,  pour  ce  cas,  la  valeur  de 
ç>  ( sin  o.’irn , cos  2 rrn  ) , 

%■ 

qui  doit  être  la  même  que  celle  de 

ç (sin  2t(/7i -f  n),  cos 2cr ( m -f-  n ))  ; 
et  l’équation 

yx  — X<p  ( sin  2tx  , cos  arr  ) , 
devenant  par  là 

>+,  =3  A :m+„<p  (sin 2 wn , cos  zxn ), 

f 

serait  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à laquelle  soit  assujétie  l’équa- 
tion yx  = f(x),  c’est  qu’on  en  tire  pour  y.  et  poury. 
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les  mêmes  valeurs  que  de  l'équation 

yx  ==  X?  ( sin  2 itx , cos  2x.r  ) . 

376.  Les  remarque»  précédentes  s’offrent  d’elles- 
mêmes  , par  les  considérations  géométriques.  Si  l’on 
construit  sur  la  droite  AR , fîg.  56 , menée  à une  dis-F,c- 
tance  quelconque  de  l’axe  des  abscisses  OX , parallèle- 
ment àcet  axe,  et  divisée  en  parti  A"Am,e  te. 

égales  à A x , des  courbes  telles  que 

AB  A'  B'  A"  B“  AT  S , AC  A'  CA"  CAW  T,  ADA'E/ A"  D"Am  U, etc. 

passant  parles  points  A,  A' , A" , A",  etc.  et  composées, 
entre  ces  points  de  parties  égales  et  semblables,  ces 
courbes  satisferont  à l’équation  A^y  — o.  Cela  est 
d’abord  évident  pour  les  points  A , A' , A",  A ",  etc.  et 
l’on  voit  ensuite  que,  prenant  AP=xx,  AÇ'=x-\-  Ai, 
les  arcs 

AL  et  A’ U,  AM  et  A'M,  AN  et  A' N',  etc. 

étant  égaux  et  semblables , les  ordonnées 

LP  et  Z/P',  MP  et  M'P',  NP  et  N'P',  etc. 

seront  aussi  respectivement  égales  ; et  l’on  aura  par- 
conséquent  pour  chaque  courbe  A y — o. 

La  condition  A y = o , n’entraînant  point  la  conti- 
nuité dans  les  résultats , les  courbes  AS,  AT,  AU,  etc. 
ne  seront  point  assujéties  à cette  loi.  Le  polygone 

EF  El F'  E"  F" Em V,  composé  de  parties  semblables 

EF El , E'F'E",  etc.  donne  également  Ay  = o,  aux 
intervalles  marqués  par  A^  ; il  en  serait  de  même  d’une 
suite  d’arcs  égaux  et  semblables  d’une  courbe  quel- 
conque, assemblés  d’une  manière  discontinue,  comme  le 
sont  les  arcs  GH,  G' H',  G" H",  etc. 

Oo  4 
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„ ....  „ , . / . a n\xr\ 

Il  est  visible  que  1 équation sin— — , cos— — ) 

donne  lieu  à des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions 
ci-dessus.  * 

377.  La  construction  des  équations  aux  différences 
s’accorde  parfaitement  avec  ce  qui  a été  dit  ( 375  ) 
sur  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires. 
Soit  Ayz=F  (x,_y),  une  équation  de  ce  genre  et  du 
premier  ordre  ; ayant  choisi  arbitrairement , ou  déter- 
miné , suivant  les  conditions  de  la  question , le  premier 
no.  57.  point  fi  ,fig.  5 7 , de  la  courbe  cherchée , comme  l’équa- 
tion proposée  n’apprend  rien  sur  tous  les  points  corres- 
pondans  à la  portion  d’abscisses  AA'  = Ax,  et  qu’elle 
donne  seulement  l’ordonnée  A' B'  —y , , on  pourra  faire 
passer  par  les  points  B et  B' , une  portion  d’une  courbe 
quelconque., Cela  fait,  pour  obtenir  la  portion  corres- 
pondante à l’abscisse  A' A" , on  prendra  en  arrière  d’un 
point  quelconque  P'  de  cette  abscis|e , une  distance 
PP'=AA'= Ax,  et  élevant  l’ordonnée  PM,  on  mènera 
MD'  parallèle  à PP' ; tirant  ensuite  de  l’équation. . . 
A^=F  ( oc  ) , la  valeur  de  Ay  pour  l’abscisse  AP  , 
cette  valeur  donnera  la  droite  D'M' , qui , jointe  à 
P' D'  — PM , fera  connaître  le  point  M'.  On  trouvera 
de  même  tous  les  points  de  l’arc  fi' fi"  ; cet  arc  employé 
à son  tour  comme  l’arc  B fi',  donnera  ceux  du  troisième 
arc  B"Bm , et  ainsi  de  suite. 

Il  est  évident  que  l’on  pourrait,  par  le  même  pro- 
cédé , continuer  la  courbe  en  arrière  du  point  A , et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  à l’équation  pro- 
posée, puisque  les  différences  Ay  =&M'  auront  des 
valeurs  conclues  de  cette  équation  : je  laisse  au  lec- 
teur à faire  l’application  de  ce  proctdi^aux  équations 
du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 


* 


e 


« 
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On  n’a  considéré  ici  que  les  équations  aux  diffé- 
rences relatives  à l’hypothèse  de  A x=  const. , les  autres 
se  ramènent  à celles-ci  par  un  procédé  fort  simple  dû  à 
Laplace , et  inséré  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel 
et  du  Calcul  intégral.  • . 

Application  du  Calcul  intèfÿal  à la 
Théorie  des  suites. 

378.  L’intégration  des  différentielles  à une  seule 
variable  ayant  conduit  à des  séries , on  en  a conclu 
qu’on  pouvait  représenter  une  série  par  une  intégrale  ; 
et  comme  on  a des  méthodes  pour  calculer,  au  moins 
par  approximation , la  valeur  d’une  intégrale  entre  des 
limites  données  (ûi3)  on  a cherché  à remonter  d’une 
série  à l’intégrale  dont  elle  est  un  des  développemens. 
C’est  par  ces  considérations  qu’Euler  a créé,  pour  la 
sommation  des  séries  et  la  recherchç  de  leur  terme 
^général , des  méthodes  très-ingénieuses  dont  voici  quel- 
ques exemples  : 

Soit  d’abord 


«t  S Qst  @ 

— PI  x H T"T  ** 

a -J-  b aa-j - 0 


+ net  -4—  /S  _ , . , 

■ -7  oc  etc# 

na  + & ^ 


la  série  proposée  ; on  multipliera  par  pxr  les  deux 
membres  de  l’équation 


ct-j-0  , E*  4- /S  . 
— rr  x ri x 

a-\-  0 2a  -f-  b 


na  -f-  b 


et  passant  ensuite  aux  différentielles  , on  aura 

^c^)=eü±iIii+«£3£ 

, p(n-f-r)  (n<* -f- x*+r— ’dx 
+ -^+1 J 
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Le  facteur  na  + b disparaîtrait  du  dénominateur  du 
terme  général , et  parconséquent  de  tous  les  autres  , si 
l'on  avait  p(n-f-r)  =na-\~b;  on  fera  donc  np=na,rp=bh 

,,  , b 

dou  . p — a,  r=-, 

r a* 


ce  qui  dosera  cette  équation 


( * + fi ) J + (3*  + fi  ) X*1 . 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  déno- 
minateur. De  nouvelles  opérations  , semblables  à la 
précédente  , feraient  disparaître  les  facteurs  qui  reste- 
raient, si  le  dénominateur  en  contenait  plus  d’un. 

En  multipliait  la  même  équation  par  px'dx  , et  prqp 
nant  ensuite  l'intégrale  de  chaque  terme  , il  viendra 

paficà(,sJ) . . +eËÏ±ax-4V, 

a+b+ra  na-\-b-t-ra 


le  facteur  net- f-  /S  du  numérateur  disparaîtra  si  l'on  fait 
npact  = na  , fipa  = & + ra, 

d’où  il  suit 

fi  b . 


fi  b 


P a.’  T et  a’ 


fi 


--+-I  - + 3 


-/x*  “d(ix“)  = x*  -J- x‘ 

U, 


+ x" 


— +IS 


=:x*  (i+x-f-x* 
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et  parconséquent 

fi_b  b fi 
-jx*  ad(s^)=x**' 

On  tire  de  là  # 

L fi  fi+« 

**  ‘d(*  ■ (t=I))  . 


ax° 

379.  Dans  la  série  que  j’ai  considérée  ci-dessus; 
le  nombre  des  facteurs , soit  du  numérateur , soit  du 
dénominateur,  était  le  même  pour  chaque  terme;  mais 
il  est  une  classe  de  séries  qu'Euler  désigne  sous  le  nom 
d 'hypergéométriques , dans  laquelle  ce  nombre  aug- 
mente d’un  terme  à l’autre  : la  série  # 

* + B . (a-f-ff)  (a«-f  g) 

a-i-b  (a  + b)  (2 a-\-b) 

(*-M) (mt+/3) 

"*"(0  + 6) (na-f  6) 

est  de  cette  classe.  On  va  voUÉ^ue  leur  sommation  se 
ramène  à l’intégration  d’une  équation  différentielle. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  ci- 
dessus  par  pxr , et  prenant  leurs  différentielles,  on  ob- 
tiendra . 

pdQxr)__p(i  -fr)  (a  + /3) 

dx  (a-f-é>) 

p(n-f-r)  (* -f  £)•  • .(«*+£)  , 

(n-f-é). . .(na  + é) 


* 


* 


* 
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On  fera  disparaître  le  facteur  na  -f-  b du  dénomi- 
nateur , en  posant 


d'où 


np  -\-rp=.na-\-b , 
np=zna } rp~b. 


P=a>  r=-. 


* b 


, («-M) (n«  + 9) ^ 

(a-J-i) . . ((/i — i)a-f-è)  ** 


En  multipliant  ce  résultat  par  pxT , et  prenant  l’inté- 
grale de  chacun  des  membres  , on  trouvera  l'équa- 
’tion 

J) = : + r 

r 1 a + b-\-ra 

- paQ-M) (na-f-g) 

(ria+b-ï  ra)^^rb). . .((n — i)a-f-A) 

et  le  facteur  ne disparaîtra  du  numérateur , si 

npaa.  + pa&  — na  b ra , 


b 

n -f-  --+•  r 
a 


OU  SI 


—I  —^—ï 

P a*  a a 


Mettant  ensuite  à part , dans  le  second  membre  , le 

* + . . , 

facteur  commun  x*  , il  viendra 

/ 
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• 

* (*-f  j3)....((n-~-i)tt-f.g)x"-1) 

t'(a|4),..((»-i)a  + 6)  T 

La  série  comprise  entre  les  accolades  du  second 
membre  de  ce  résultat , n’est  autre  chose  que  la  pror- 
posée  dont  on  a ôté  le  dernier  terme  , et  à laquelle  on 
a ajouté  l’unité  ; on  conclura  donc  de  ce  qui  précède , 

fi  b b a. 

^fx*  ad(sxa)—x& 

_ (*~M) (an -f- g)  1 , 

(a-f-b)  (an-f-tj  J’- 


En différentiant  deux  fois  de  suite  cette  équation , on 
la  délivrera  de  l’intégration  et  de  la  différentiation  qui 
y sont  indiquées  , et  l’on  obtiendra  l’équation  d’où 
dépend  la  somme  cherchée. 

Cet  exemple  montre  comment  on  opérerait  sur  d’au- 
tres cas  plus  compliqués,  de  la  classe  des  séries  dont 
il  fait  partie , en  observant  que  chaque  intégration  offre 
le  moyen  de  faire  disparaître  un  facteur  du  numéra- 
teur , et  chaque  différentiation  un  facteur  du  dénomi- 
nateur. 

38o.  Si  on  faisait  abstraction  du  dernier  terme,  on 
aurait , au  lieu  de  la  somme  particulière  , la  limite  de 
la  série  considérée  à l'infini,  ou  la  fonction  généra - 
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trice  de  cette  série  , car  il  est  visible  que  les  procédés 
ci-dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter- 
mine les  séries  qui  satisfont  à des  équations  différen- 
tielles données. 


S’il  s’agissait , par  exemple , 
de  la  série 


de  trouver  la  limite 


s— ix — 1 .ux*  -f-  i .2.3X3  — etc. 

on  pourrait  appliquer  à cette  recherche  la  première 
transformation  du  n°  précédent , en  faisant 

et  = i , Æ = o,  a = o,  b — i ; 

mais  on  y parviendra  directement  en  multipliant  par  x 
les  deux  membres  de  l’équation  posee  plus  haut , et 
en  les  différentiant  ensuite.  On  obtiendra  de  cette 
manière 

so:=:ia7‘  — î.ax3-!-  i.a.3x*  — etc. 

= i .ax—  i .a.3x*  + t .a.3.4*3  — etc. 

dx 

et  multipliant  la  dernière  équation  par  x , il  viendra 
l’équation 

d (sx ) . — i ar» — i .a.Sx^-f  î .a. 3. — etc. 
dx 

dont  le  second  membre  est  évidemment  égal  à x s ; 
ainsi  on  aura 

xd  (sx) 
x~"s  = ~~dx~ 


ou 


ds  -J- 


sS£±Lldx=-. 

X»  X 
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L’intégrale  de  cette  dernière  équation  est 

i 

e*  — - 

i=—  fe  Xdx(a57). 

Pour  que  l'expression  ci-dessus  réponde  à la  série 
proposée,  il  faut  que  l’intégrale  s’évanouisse  lorsque 
x = o ; et  si  on  la  prend  jusqu’à  x = 1 , on  aura  la 
quantité  correspondante  à la  série  divergente 

1 — 1.2-f-  i.n.3  — i.2. 3. 4 + etc. 

38i.  C’est  de  cette  manière  que  les  intégrales  dé- 
finies servent  à évaluer  des  quantités  qu’on  obtiendrait 
difficilement  par  d’autres  moyens  ; elles  prennent  sou- 
vent des  valeurs  remarquables. 

On  voit  à la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

l’intégrale  J , -r-=,  rapportés  dans  le  n°  173,  que 

ces  expressions  se  réduisent  à un  seul  terme  lorsqu’on 
les  prend  entre  les  limites  x = o et  x — 1 : l’arc  A 
devenant  égal  au  quart  de  la  circonférence , on  a ces 
deux  suites 


r dx 

T 

P xdx 

C 1 y 

J \/  1 X* 

~ sT  ’ 

J l/i— x3 

r x*dx 

1 .T 

f*  x3dx 

a 

J l/l  — X1 

2.  2 * 

J y 1 — x* 

*"3* 

P X*dx 

1 .3t 

p xMx 

__2.4 

J l/i— x» 

2.4.2  * 

J y 1 — x* 

— 3.5’ 

r x6dx 

1 .3.5  t 

P x7dx 

2-4-6 

J l/  1 — x3 

2. 4. 6. 2 * 

J l/i— x* 

37577» 

P x*dx 

1 .3.5.7» 

P x9dr 

2.4:6. 8 

J y 1 — x“ 

2. 4-6.8. 2 

V l/l--? 

~ 3. 5.7.9 1 

etc. 


1 
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et  d’après  ce  tableau , on  a en  général 

/'  x*Tdx 1 .3.5 ( 2 r — i ) t 

\Z\  — X*  3 • 4 • b' sra’ 

/'  x^’+'dx 2.46 2 r 

t/i  — ^ — 3.5-7 (nr-i-i)’ 

d’où  il  suit 

/■  Ç x°rdx  \ / f'xï’+'dx  \ î t 

W \/  1 — Ÿ I — x“  / ~ ar-f- 1 a' 

En  divisant , au  contraire , la  seconde  formule  par 
la  première,  on  trouve 

/x"*làx 

\/ 1 X ' 2 2. 2. 4-4 2r.2r 

/a?rdx  -r  î .3. 3. 5. 5 (2r — i)(ar — i)(2r-j-ô" 

V/ 1 — x? 

Pour  savoir  ce  que  devient  le  premiermembre  lors- 
qu’on pousse  le  nombre  de  facteurs  du  second  jusqu’à 
l’infini  , ou  lorsqu’on  fait  r infini , je  prends  xar  •=  z ; 
les  limites  de  z sont  les  mêmes  que  celles  de  x ; mais 

•a  a • 

/ ^ . 

x — z",  dx  =— i*r  dz 
2r 

a 

/'r*r+,dr  1 f*  z-rdz 

1 

P xsrdr  1 P*  zïrdz 

Le 
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. 1 

Le  rapport  des  différentielles  étant  z“r,  approche  d’au- 
tant plus  de  z°  ou  de  1 , que  le  nombre  r augmente  ; 
et  en  passant  à la  limite , on  peut  regarder  ce  rapport 
comme  égal  à 1 ; il  en  sera  alors  de  même  de  celui  des 
intégrales , puisqu'elles  commencent  et  finissent  en 
meme  temps  : on  conclura  donc  de  là 

_n  2.2.4.4.6.6.8.8.10. 10. etc. 

~ tr'  1.3.3.5.5.7.7  9.  â-n-etc.* 

et  parconséquent 

-r  2.2.4.4.6.S.g.8.10- no.  12  .etc.1 

2 i.3. 5. 5. 5. 7. 7. g.  g . 1 1 . n . etc. 

58a.  Cette  expression  de  la  circonférence  du  cefcl» 
est  due  à Wallis  ; elle  entre  dans  une  formule  donné» 
par  Stirling  , pour  calculer  la  somme  d’une  suite  de 
logarithmes  appartenans  à des  nombres  en  progression 
par  différences , et  à laquelle  on  peut  parvenir  comme 
il  suit  : 

Par  le  n®  367,  on  a Slx  = 2lx  -f-  Ix  ; mettant  dans 
cette  équation  pour  Six  ce  que  devient  l'expression 
de  Su  du*n°  363,  lorsqu’on  fait  u = lx  et  h = 1 , et  en 
observant  que  /üxlx  = xlx  — x(i32),  on  obtiendra 

Six  = xlx  — x-j-(i-f--^)Lc 
. B C aD 

+ — — -p etc.  + const 


puis  calculant  le  développement  de  la  fonction  ~~ 
suivant  les  puissances  de  h , on  trouvera 


Cale,  intégr. 


C — Q, 
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Onne  saurait  déterminer  la  constante  en  faisant x=l,' 
parceque  la  suite  des  coelficiens  A,  B , etc.  finit  par 
être  divergente  : on  a recours  à.  l’expression  de  rr  du 
n°  précédent.  En  passant  aux  logarithmes , et  s’arrêtant 
au  nombre  pair  ax  dans  le  numérateur , on  obtient 

. . ’f  2la-f-2l4+3l6+2l8+2llO.  . .-}-2l(2X — 2)-+-lax 

* 2 { — h — al3 — al5 — 2I7— 2I9. . — al(ax — 3) — al(ax — s)  ; 

et  en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x 
infini , on  trouvera , par  le  moyen  de  l’expression  pré- 
cédente de  .Six 

% 

li+la-f  13+14,..  .+-lx  — const.+(  x+|)lx — x 

1 1 +I%'4_i3  4 14 -f-lax=co/ut. + (ax+ lax — 2x 

Ï2+I4+I6. . . +lax=51x+xl2=conjt.+(x+^)lx+xl2 — x. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde , il  vient 

h+13+15+17 + l(ax — i)=xlx+(x-f  — oc, 

d’où  l’on  conclut 

2I2  + 2I4+2I6. . . + 2l(ax — 2)+ lax  •» 

2I1  — 213' — 215 . . . — 2I  (ax — 3)  — al  (ax — i ) f 

{Qcônst.-f-aÇx-j-^lx-^-axh  — ax — lax: 

— axlx — 2 (x  -f~j)  la  -f-  ax  ; 

, > 

. * % 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est 
égal  à 1t — la,  on  obtient , après  la  réduction  du  se- 
• cond , 

1t  — la  = 2 const.  — 2I2  , 
d’où  const.  =7  (br-j-la)  —\\aTr  =1|/2t. 
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résultat  bien  remarquable , et  d'après  lequel  on  a 

51x=tlaT4-xlx-x+flf4-T^-3^p  + etc. 

On  rendra  cette  équation  propre  à un  système  quel- 
conque de  logarithme* , en  multipliant  par  le  module 
les  termes  dans  lesquels  il  n’entre  point  de  logarithmes. 

383.  Euler , en  s’occupant  de  la  formule  ci-dessus,  s’ an 
est  servi  pour  trouver  la  somme  des  logarithmes  des 
1000  premiers  nombres  des  Tables,  c’est-à-dire  la 
valeui*  de 

li  + lal  + la -f-liooo. 

La  caractéristique  1 désignant  ici  des  logarithme» 
ordinaires,  le  module  sera,  pour  abréger,  représenté 
par  M\  et  comme  x = iooo,  il  viendra 


xlr 

~ 3ooo,  0000000000000 

+ ilx 

= " 1,5000000000000 

-fflOT 

= 0,3990899341790 

— M j> 

= — 434>a9448i9o3a5i8 

12X 

= -J-  o,ocoo36ig  12068 

M 

36  o xi 


= — 0,0000000000013  , 


résultat 3567,604644203 1 3a8  ; 

mais , suivant  la  notation  du  n°  370 , 

T OOO 

li-f-lo+13 -f-1 1 ooo=I  1 .2.3 iooo=l[iooo]  : 

P p 2 
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on  aura  donc 


ïooo 

1 [1000]  = 25^7,6046442221338. 


On  apprend  par  là  que  le  nombre  £1000]  , dont  le 
calcul  est  presque  impraticable  , doit  avoir  s568 
chiffres,  et  que  les  sept  premiers  chiffres  sur  la  gauche' 
sont  4023872  , ensorte  qu’il  est  compris  entre  les 
nombres  qui  résultent  de  4<^3^72  et  de  4oa3873, 
suivis  chacun  de  a5Si  zéros.  Cette  connaissance  suffit 
dans  beadcoup  de  recherches  où  l’on  ne  demande 
que  les  rapports  des  produits  des  grands  nombres  ; et 
dans  ce  cas , la  valeur  approchée  de  ces  rapports  de- 
vient précieuse  par  l’impossibilité  où  l’on  est  d’effec- 
tuer les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  présente  alors  un 
obstacle  aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d’ex- 
primer rigoureusement  une  fonction  transcendante. 
Laplace  a*  beaucoup  étendu  cette  recherche , dont 
les  applications  sont  très-fréquentes  dans  le  calcul  des 
probabilités. 

384-  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le 
moyen  de  représenter  des  portions  de  la  série 


, du  h dau  h 1 

U+T--  + J— r h etc. 

r dx  1 dx1  1 . 2 


en  partant  d’un  terme  quelconque.  Voici  comment 
d’Alembert  y parvient,  et  démontre  çn  même  temps  le 
théorème  de  Taylor  ( Recherches  sur  differens  points 
importons  du  système  du  monde,  tome  1,  page  5o  ): 
Soit  u'  ce  que.  devient  la  fonction  u,  lorsqu’on  y 
change  x en  x-f-A  ; en  posant 
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$ 

u'  = U + P , 


597 


et  différentiant  par  rapport  à h,  qui  n’entre  pas  dans  u, 
il  vient 

u'  = “+f% ïih-'  . 


Soit 


du'  du  , _ 

dF=a;+C; 


en  différentiant  de  nouveau  par  rapport  à h , on  a 

dV  dÇ  _ • rdw,, 

Sh-=M>  dou 

du'  d»  /’dV  . M/  , du  h rrd'u'y 

dT=d x+Jw‘M-  jTlïih-&i+JJ  di?dh  ■ 

du  h . P rà?v! 


, duÆ  rrà*u  ,, 

u =*+.&;+ JJ  wAh  - 


Faisant  encore 


on  trouve 


daz/ dau 

d h*  N dx*  ‘ ’ 


dV_dfi  ...  /*d3u'  . 

d A3  - d/z  » dou  R~  J dPd/'’ 

dau'  d5u  rà  3u' 
d/za  d x'"^~ J d /za  ’ 

, du/z  dau  h*  rrrdhi  ... 

Z*  =“  + d-T  + S?TZ+J]Jwd»- 

• » 
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En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à 


. du  h . dau  h * 

u =s  a 4-  j-  j— 

dx  î 1 dx*i.a 


d"—u  , radnu'  ,. 

+ d^rX7Tc^T )+J 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  à s’évanouir 
lorsque  h — o. 

385.  Soit , pour  abréger , -^r  — H ; on  aura  (aso)  , 

fnHdha  = 

L f A—/JHA  — fHhdh 

1.3...  (n — i)  l r 

+ {n-^-^ZlfHh'dh  - etc.  J ; 

et  il  est  facile  de  voir  qu’on  pourra  substituer  à la  série 
ci-dessus,  l’expression 


1 .a. . . ( n — î) 


{H(t—hy-'dh, 


prise  depuis  h = o*  pourvu  qu’on  change  après  l’inté- 
gration t en  h\  car  si  on  développe  cette  expression, 
qu’on  passe  hors  du  signe  f les  puissances  de  t qui 
multiplient  les  différens  termes , et  qu’on  fasse  ensuite 
*=A , on  retombera  sur  la  série  ci-deSsus. 

Il  suit  de  là  que 

, du  h dau  A* 

U U dx  î dx®  î . a 

dn~'u 
dx" 


1 il K.L — | — , 
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pourvu  qu’on  prenne  l’intégrale  de  manière  qu’elle 
s’évanouisse  lorsque  h = o , et  qu’on  change  ensuite 
f en  h.  » 


On  peut  , dans  cette  formule  , changer  en 

d"u' 

(ai)  ; et  si  on  fait,  sous  le  signe  intégral,  t—h=zt , 
ou  h = t (i — z) , dh  aura 


d/i=— tdz , (I  —h)*-'  à h—  t*z*~'dz. 


Les  limites  de  l’intégrale  seront  alors  z=  1,  z=o; 
on  la  rendsa  positive,  en  renversant  l’ordre  de  ces 
limites , c’est-à-dire  , en  la  prenant  depuis  z — o 
jusqu’à  z=i  : enfin  sortant  tH  du  signe  /,  et  écri- 
vant h au  lieu  de  t , le  dernier  terme  de  la  formule 
ci-dessus  deviendra 

*1 Æ'z—  dz.  “ 

1 .a. . . (n — 1 )J  dxa 


C’est  Lagrange  qui  a donné  ce  dernier  théorème,  mais 
d’une  autre  manière , dans  la  Théorie  des  Fonctions 
analytiques , n°’  47  et  suivans. 


Il  s’en  sert  pour  prouver  qu’on  peut  toujours  rendre 
la  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor , 
à partir  d’un  terme  donné , plus  petite  que  le  précé- 
dent. Si  M et  m désignent  la  plus  grande  et  la  plus 


d*u 


petite  des  valeurs  que  prend  ^n-  dans  l’intervalle  de  x 
àx  + h,  on  s’assurera  facilement  que 


zn~ldz<^fMzn~'àz  et  fmzn~ 'dz  , 


600  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE,  etc. 

d"!/ 

si  le  coefficient  différentiel  ^ — — ne  change  point  de 

signe  ou  ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalle  (211). 

Dans  les  limites  données  , ces*  deux  dernières  inté- 

, M m 71,. 

grales  sont  — et  — ; et  en  prenant  h d une  petitesse 


convenable,  on  rendra  la  quantité 


h1' 


1.2 . . ./» 
* h*- 


M aussi  pe- 


tite qu’on  voudra,  vis-à-vis  de r 

’ i.u...(n — 1) 


« 


F I N, 
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Page  4»  ligne  16,  u — u' , lisez  u —u. 

- 

t3,  - 

dv  , . du 

10 , — , lisez  — 

>9.  — 

y y 

4»  f(c*—  x*)y,  lisez  î(c»—  x*)~*.  « 

— 

ibid.  — 

14  , aussi,  lisez,  ainsi. 

— 

31,  — 

5,  n(/i— 1)1"  ’dx,  lisez  ( n — i)x"  ’dx. 



33,  - 

>4»  > i‘sez  ^ ■ 

— 

»7>  — 

V «V  V 

10,  -f-  etc.,  lisez  — etc. 

— 

3* , — 

- u*  «s 

5,  — , lisez  —. 

— 

33,  - 

10,  au  dénom.  3.3*,  lisez  5.3*. 

— 

37,  — 

1 , sans  cela  h , lisez  sans  cela  la. 

— 

38,  — 

13,  d.cos,  lisez  d.cosx. 

— 

4«»  — 

6,  au  ]/ 1 -t-  u» , lisez  3 uV' t — u». 

45,  - 
ibid.  — 

5 1 lise-  1 

— 

* 

9 , mettez  la  parenthèse  après  le  premier  signe 

— 

65,  — 

18,  ont,  lisez  a. 

71  * — 

35,  - , lisez  -. 

— • 

73,  — 

8,  (34,  35),  lisez  (37). 

— 

77»  — 

r , au  dénominateur,  f , lisez  -J. 

— 

79»  — 

9»  (a4)»  lise * Ca7)- 

85,  — 

i3,  PM',  lisez  P’M'. 

— 

86,  — 

n,  MQ , lisez  M'Q. 

— 

88,  — 

4 , asbeisses , lisez  abscisses. 

— ioi  , — 35 , y =jr lisez  jr=y' . 

— io5,  — 4,  des,  lisez  deux. 

— ibid.  — dernière , nombcr,  lisez  nombre. 

— 107,  — ao»  eff<*cez  3°. 

— io8,  — 4,  lisez 

dx  ’ dx» 

_ ,,,  _ 10  lisez  ^ 

Iai'  9,d7ï’“  37^ 

— 134,  — 7,  de  tons  les  cercles,  lisez  de  tous  les  coures  de» 

cercles. 

— ibid.  — 39,  ydy,  lisez  ydy. 

Calcul  différent . 
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Ê02  . 
Page  ia5, 

— ibid. 
. — 126. 

•—  i3a, 

— i3g, 

— ibid. 


ligne  6,  est  tangente  dont , lisez  est  tangente  à I» 
courbe  dont. 

— avant-dernière , OM' , lisez  GM'. 

— aa,  G Al' H,  lisez  G'Alü'  ; ibid.  U AU,  lises 

DM'. 

— 3,  au  numérateur,  changez  l'exposant  3 en 

— ta,  se  conforme,  lisez  se  confond. 

— B.  de  la  note,  x=arc...,  lisez  x—a.  are,... 


<43 , — g,  — a~,  lisez  — ~ Ibid,  y , lisez  y. 

i48,  — 18,  u , lisez  u ", 

îfifi.  — 2>  *dudt*  , lisez  adudt. 

i63 . — 17,  xAx-S-  zdz=a  , lisez  xdx  -+-  zdz  =5 o 

r64.  • — a5 , d’abord  en , lisez  d’abord  .r  en. 

168.  — i£,  piffe'rcntiant , lisez  differentiant. 

d*u  d*u  ds 

il.  2 — î—  , lisez  2 • 


- iMr  “ «9. -rr.  lisez  -rrr 


dada  1 
d*u 
.dj_ 


dada  dz 


— iS5.  — 


du* 


d*u 

da» 

d*u 

dïï' 


307,  — ,_2j  (a  — but  ) , lisez  (2  — b)n>. 

308,  — y,  ajoutez  des  points  a la  saute  dudenominateur, 
3i5,  — i5j  peut,  lisez  qui  peut. 

217 , — g,  au  dénom.  (z  lisez  (z* + . 

ibid.  — i5j  effacez  Lt\ 

aiq,  — iq,  x -y-  a.  Usez  x-e-a—o. 

_ Ax-s-  B ..  Tl  Ax  -4*  B 

— Jp. ♦■•••»  l,sez  -p— — -Jp — 

228.  — l5j  au  dén.  X‘ — l , lisez  x -4-  ju 

23Q,  — l5jf»éw 

a3o.  — 2jU  = o,/«ea  u'  = o. 

a33.  — 2çr,  nu  rien.  <Je  dx,  ( a*  -t-  t ),  Use»  (a*4- 1)»» 

24a,  — 8,  après  \/  — 1,  écrivez  siu. 

a43,  — aPr<!s  — *»  mettez-.. 

244,  — î6j  au  dén.  2 n,  lisez  n, 

(îm  + i)x  ( om  + iV 

5 lisez  — oy  cos - — . 


*—  ibid.  — dernière. 


— ?46, 

— 347, 

— a5a, 

— a53. 


n - n 

— 6 , et  p pourra  , effacez  p. 

. — 6^  y»  , lisez  y **. 

— 10.  nu  numér.  changez  l'exposant  p—- 1 e/ï  1 . 
_ iG,  for  uks,  /wea  formules. 
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1?»gc  a55 , ligne  » 4 , ~ x*  uses  i®.  x* 

■*■7  5.7 


— 287, 

— a58, 
~ 269, 

“ 270, 


— 271, 

*—  ibid. 

— 272, 

— 273, 

— 275, 

— 276, 

— 277, 

~ 27g, 

— 283, 
ibid. 
ibid . 


3,  au  dernier  ternie  x'n~l,  lisez  *m-», 
I,  — Al,  lisez  JJ. 

5,  x'Mx(lx),  /«e*  xm<lx  (lx)\ 

* > } — : — r ) lises  — -■ 3 .. 

(m  -+- 1)*  (ra-t-  1)* 

— 1j,  (n  — m-t-i),  Usez  ( n — m ). 

- — • 
n — i 


16 , au  numér.  Ix,  lisez  Ir. 

— 1 , e“ , /tse*  e"du. 

— 20,  (25),  /ixes  (27). 

— 14,  llx,  //je*  Ils. 

— i9,/înXdt,  lisez  ftnXAx. 

8,  cos  r — , lues  cos  x -4-, 

-*•  10,  cosx-t-,  lisez  cos  x « 

i4.  cosx,  /ijei  cos  x". 

— .s, 2l^nL)>  &es 
3 1.2 

6>  ï ‘,B , foes  i y”. 

—•  14,  correspond  an,  lisez  correspond  nn 

— " et,*\  chacun-  Car,  ponctuez  chacun;  car. 

’ ne8atl' ? *>  ia  vérité,  ponctuez  négatif.  A la  vérité. 

~ 7»  — 5siq2x,  /(ses  — 5sin3x. 

W— I „_T 

— 12,  /**dx(r- *.).  . , //je*  /s">ds(i— 

4»  même»  //iei  mêmes. 

8,  d . cos  z , lisez  d.cosx. 

— 6,  au  deuxième  terme  cos  * , /««  sin  s. 
i5,  d. cosx,  lisez  — d.cosx. 

— 17 , /u?du . . . , lisez  ~./uf du. ... 

— 9,  générale,  lisez  général. 

— 8,  au  denom.  sin , lisez  sin*”1”’. 

— 2î,  b a,  lisez  b — a. 

— 9,  la  somme , lisez  la  moitié  de  la  somme. 

— 21 , x , lisez  X. 

— 25,  PM',  PM'",  lisez  P’M",  P"M". 

3«2,  — a5,  1 — x lisez  —a  Y 1— x. 


«84, 

a85, 

286, 

29», 

ibid. 

293, 

298. 

294, 
ibid. 
2967 
ibid. 

ibid. 

398, 

»99, 

3o5, 

Î09, 

i&ûf. 

3io, 
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Page  3a6, 

— 3a8, 

— 33a, 

34a, 

- 343, 

- 344, 

— 347, 

— 3"o, 

— 353, 

— 358, 
e-  ibid. 

365, 

ibid. 

J67, 

- 373, 

3j4> 

— 388, 
~ 395, 

- 4>6, 

— 4'7> 

— 4m» 

— ibid. 

- 4^3, 

— 4a3, 

— ibid. 

— 435, 

- 436, 

- 438, 

- 443, 

- 447» 

- 453, 

- 46a, 

- 465, 

- 468, 

«r  469» 


ligne  8,  au  numér.  npnx,  lisez  npn. 

— 18,  ' AC,  lisez  4 AC. 

— dernière,  mettez  un  signe  f au  second  membre. 


4 ab* 


, lisez 


Ijvab* 


— 9 > s > j 

— ia , AMPQ,  lisez  AUTPQ. 

— ai,  Pp',  lisez  Pp  ; Qq',  lisez  Qq. 

— 16, —1  y , lisez  -I \y. 

yJ  a J 

— a,  r*y , lisez  r». 


■ — 3,  \S  i*-p,+q*,  lisez  = l/i  s-p* s-q * . 

— 10,  peut  simplifier,  lisez  peut  se  simplifier. 

— avant-dernière,  1 ( 1 — * ) , lisez  I ( 1 — s)*. 


16,  en  exposant, — 


lisez 


m+3 1 

— 17,  djr,  lisez  àx'. 

— 13,  Ay,  lisez  dy’. 

c <UV  d/V 

— 

— 7 , i lx,. lisez  Ir. 

— 5,  J/ 1 -f-  c* , /«es  nV/i  -t-  c»,. 

— 3,  , /«es  fQAq  -+-  C 

— dernière,  Tàl,  lisez  Tdt. 


Ri  B 

; , lisez 


RB 


I 


’ As- A' h""""  A-k-A'i' 

— io,  multipliez  le  second  membre  par  Ai. 

— i5,  •+■  etc.  lisez  — etc. 

— 1 3 , b-S-u  b 1,  lisez  b-*-uzzJ>, , 

— ig , après  osrnlatrrce,  ajoutez  M'N 

— ao,  après  troisième,  ajoutez 
— . 14,  od'yu,  lisez  aud’jy. 

— 6,  ad’jKit,  lisez  audaj^. 

— dernière,  hdR,  lisez  hàp ” . 

— 5,  au  dénom.  n> — x,  lisez  n* — a*. 

— ai , au  numér.  lisez  nui'*1"1. 

— 4,^  = 9,  U»ez^  = q, 

— 10,  d’avoit , lisez  d'avoir. 

— i5,  supprimez  le  d qui  est  devant  la  parenthèse. 

— 16,  mettez  avant  V accolade  la  lettre  f. 

„ d**  _ dz  d*z  „ ds 

~ *8,  âTdiP  — * ltsez  dx  dy~*~  P ' 


¥’ 
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Page  470,  ligne  4>  metlèa  r,  à la  place  Je  y. 


— 

476, 

— 

28,  l'équation  de  (y#),  effacez' de. 

» 

486, 

— 

18,  AIR,  lisez  Al' R. 

— 

488, 

— 

4,  lisez  Idy  = If  — ty-=  Tt{ÿ  ) — »(jc). 
23 , au  numér.,  — dj'dx,  lisez  ' — dyfx. 

— 

4<y>» 

— ■ 

— 

5.5, 

— 

4,  A»uu,  lisez  A ‘un. 

— 

5ig, 

— 

4,  (m  a)i"”3  ■+■  , lisez 

( m— a) xm“3h3  -4-  M'vcm~ihi. 

— 

5a6, 

— 

1,  Au  est  ce  que  devient  Au, , lisez  Au,  est  ce 

que  devient  Au1. 

d“  h 

5»). 

- 

a3,  edjfd  i h , lisez  e^X 

— 

54i, 

— 

1 , des , lisez  h des. 

— 

54a, 

— 

17,  peut  mettre  u,  lisez  peut  mettre  xi. 

— 

543, 

— 

x,  au  dénom . de  la  3e  equat. , X3 — x3,  lisez  X3—T1  i 

— 

544, 

— 

7,  u = <t  -+-  (lx  -4-  yx  -+•  tx  -t-  etc. , lisez  

u = *-h/2x-hyx,-htx'i-h  etc. 

— 

ibid. ■ 

— 

a3,  x'—x , lisez  x'=xa. 

— 

545, 

— 

après  la  troisième  ligne,  mettez  etc. 

— 

546, 

— 

32,  y colonne,  *A u,  lisez]  &mu. 

— 

55a, 

— 

I X^  I JT® 

avant-dernière , g -jr  , lisez  g V 

— 

554, 

» 

dernière,  %xm,  lisez  ^.xmh. 

— 

556, 

— 

dernière,  au  numér-,  — t,  lisez  1. 

— 

56t, 

— 

dernière,  rie,  lisez  sérié. 

— 

564, 

— 

ta,  oA =Qz(P+&P),  lisez  o=A  (>2(P-+- AJ1). 

— 

56;, 

— 

5,  n°  36 1,  lisez  36o. 

— 

ibid. 

— 

7 , au  dénom. , m -ht , lisez  ( m -h  1)  h. 

— 

ibid. 

— 

9,  aunum. , 1,  lisez  — tjaudén.  ,m-ht,lis.  m — T. 

— 

ibid. 

— 

.6,  *(«-!)  lUez  j*(x+.Kx+  »). 

0 1.3  *1.3 

— 

669, 

— 

6,  (34a),  lisez  (343). 

— 

575, 

— 

3,  n”  3o6,  lisez  n°  387. 

— 

576, 

— 

9,  effacez  le  crochet  qui  est  au  bout  decette  ligne. 

ibid. 



i5t  C" _ , lisez  -+-  C"  z” 

7 ^ x-f-i  x-f-a* 

— 

ibid. 

— 

tfcrnière,  C''xz'*+3>  lisez  C'xzx_^. 

— 

— 

9>  z'x+nAC"x,  H36*  s'I+J4C't. 

— 

583, 

— 

a6,  A y,  lisez  Ax. 

rr 

587, 

— 

18,  p(i-hr]{a-hfi) , /irez  p(i-4-r)(*-4-/S). 

t 
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Page  588,  ligne  7,  («4-/S)xa,  lisez  (*->-£)*«. 

B_l>  H _b 

•—  58g,  «—  1,  ~LJ'xt  a > liiez 

Ct  fi 

b + ï *• 

*—  l'iû/.  — ■ 7,  x , /liez  x 

— 5g3,  — 19,  (i3a),  lisez  (18a). 

, 0 , dn-,u  ..  dB“*u 

- 598,  •—  dernière , » *w«  j£s=v. 
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